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2¢ théoréme. Si la fonction f (x) définie dans [0,1] est dans cet intervalle
respectivement convexe, non concave, non comnvexe, coticave du premier
et du second ordre (c’est-a-dire que n’importe quelle différence divisée
du second _ordre et n'importe quelle différence divisée du troisiéme ordre
est respectlveme’nt >0, =0, =0, <0) et si les différences divisées du second
ordre s.ont bornées dans [0,1], et 8, = lim |[#;,,,x,, 11| 0, alots la suite
Eies dérivées des polynémes d’interpolation de S. N. Bernstein correspondant
a la fonction f(x) et a I'intervalle [0,1] depuis un rang N (&) (qui ne dépend
pas de x) est respectivement décroissante, non croissante, non décroissante

i & 1
croissante dans !'intervalle [O, = -ﬁs], oll ¢ est un nombre positivement

arbitraire,

3¢ théoréme. Sila fonction f (%) est défini i i
: Iy i
[0,1], alors a lieu la relation (?El)) ¢ et el
4¢ théoréme. Soit une équation différentielle (4.1) & la condition initi
i : ] . ondition initiale
(ig) e;:) soit la suite de fonctions y, (x) définie par la formule de récurrence
((i a'ng' l’iizggrisﬂgon[dltmns_!_ak B)., v), lla suite (4.3) converge uniformément
X, X vers 1'inté 'é i
g il 40.2).0 ] intégrale y(x) de Il'équation (4.1),

ASUPRA PROBLEMEI POLILOCALE PENTRU ECUATII
DIFERENTIALE LINIARE CU COEFICIENTI CONSTANTI (II)

DE

0. ARAMA si D. RIPTANU

fn cercetarea de fatd, care continud lucrarea [1], se considerd ecuatii
diferentiale liniare cu coeficienti constanti de ordinul 4 si se incearcd deter-
minarea in functie de coeficientii ecuatiei diferentiale, a lungimii L, a
intervalului maxim fin care mulfimea integralelor ecuatiei diferenfiale
considerate, este interpolatoare de ordinul 4. Reamintim din [1] cd o familie
de functii (7, depinzind de un numdr oarecare n de parametri, este inter-
polatoare de ordinul k,(k<n), intr-un interval (), dacd oricare ar fi
nodurile distincte 4, @, @,. . ., ar, situate in intervalul («, B) §i oricare
ar fi ordonatele b, b,,. .., by, existd o functie si una singurd f(x)e(F, care
si satisfaci condifiile f(a;)=b, =1, 2,..., k, adicd curba de ecuafie
y=f(x) si treacd prin punctele M;(a;, b;).

§ 1. OBSERVARI PRELIMINARE

1°. Considerim o ecuatie diferenfiald liniard i omogend cu coeficienfi
constanti reali, de ordinul 4, E(y)=0, al cirei polinom caracteristic si aibd
toate ridicinile distincte, dintre care cel pufin doud complexe. Folosind
o transformare reald de forma

x=pt+v; y=eMz(t) (1)

ecuafia E(y)=0 se poate transforma dupd cum s-a ardtat in [1], intr-o
ectafie de acelas tip E*(z)=0, al cirei polinom caracteristic sd aibi rddécini
complexe numerele +7 $i —.
in acest scop, presupunind ci numerele a+if sint doud rddécini com-
plexe (8>0), ale polinomului caracteristic asociat ecuatiei E(y)=0, este
suficient si luim p=@—!, A=af~!, parametrul v rdmdnind arbitrar.
" Reamintim de asemenea din nota [1] cd dacd L, respectiv L* repre-
zintd lungimile, intervalelor maxime in care integralele generale ale celor
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doud ecuafii E(y)=0, resp. E¥(z)=0 sint interpolatoare de ordinul 4, atunci

are loc relafia
£

1€
L:——r
7 ARk

5 In cele ce urmeazi, fara a restringe generalitatea problemei, se va
putea presupune agadar cd doud din ridicinile complexe ale polinomului

caracteristic asociat ecuatiei E(y)=0 sint 47 si —i.

2°. Metoda pe care o vom folosi in cele ce urmeazi se bazeazi pe urmi-
toarea observafie, care de altfel este utilizatd in demonstratia teoremei
de existenfd si de unicitate a lui de la Vallée-Poussin referitoare la ecuatii
diferenfiale liniare, datd in [2] si [3]: i
_ Condifia necesard si suficientd ca integrala generald a unei ecuatii
diferenfiale liniare de ordinul » si fie interpolatoare de ordinul » intr-un
1nterval I, este ca orice integrald particulard nenuld a acelei ecuatii s3 aibi
in acest interval cel mult »—1 rddacini distincte. i
Din aceastd observatie rezultd ca o consecintd ci numirul L este egal
cu marginea inferioard a difererifelor x,—x;, unde numerele %, < %, <x <g %
reprezintd 4 rddécini consecutive ale unei integrale oarecare1 11et2r1'vi§1e ;
ecuatiei E(y)=0, marginea inferioard luindu-se pe mulfimea tuturor astfel
de grupe ce se obfin considerind toate integralele pafticulare ale ecuatiei
diferenfiale date. Metoda de lucru pe care o vom folosi in vederea deter-
mindrii numdralui L se bazeazi pe aceasti consecint.

_In ceea ce priveste problema pe care intenfionim s-o rezolvim, este
suficient sd ludm marginea inferioard a diferenfelor x, — x, relativ la sub-
mulfimea grupelor (¥;, %, %, %,) ce se obtin considerind numai integralele
Zrel’?;waledcare se anuleazd pentru o anumiti valoare a lui x, aleasy de altfel
o ; ;gg::ini ;:cinop.lu pentru x = 0, fiecare grupd (x;, %,, %,, %,) incepind
: intr-adevé'r, fdrd a se face vreo particularizare, putem considera
1ntoj:deauna prima rdddcind x; = 0. Aceasta rerulti indati din faptul ci
dacd y(x) este o integrald particulard a ecuafiei considerate, pentru care
¥ < % < % < x, constituie 4 rddicini consecutive, atunci sl ()=
= y(x — x;) va fi de asemenea o integrali particulari a aceleiasi ecuafii
Egntm ;are‘ numerele 0, %, — x;, % — %1, %, — % constituie 4 ridicini
negg}(;;:; é‘;ﬁ;{, in plus, distanta dintre prima ridicing ¢i a patra rdmine

O altd o_bseArvare se referd la caracterul de a fi deschis sau inchis al inter-
valului maxim in care integrala generald a ecuatiei diferentiale considerate
este interpolatoare — aceasta dupd cum marginea inferioard care defineste
numart}l L, este sau nu atinsi. Intr-adevir, daci marginea inferioarﬁ,gL
este atinsd, atunci existd o integrald particulari care are 4 ridicini con-
secutive x; << %, < %3 < 4y, astfel ca ¥, — x; = L. Rezulti de aici cf inter-
valul maxim admisibil, cu centrul intr-un punct oarecare x,, trebuic con-
siderat deschis in cel pufin o extremitate a sa. Daci marg(i]ﬁea inferioard
nu ‘este atinsd pe mulfimea integralelor particulare, inseamni ci pentru
orice” integrald particulard distanta dintre 4 riddcini consecutive este mai
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mare ca L si deci cd intervalul maxim admisibil cu centrul intr-un punct
oarecare ¥, poate fi luat inchis in ambele capete ale sale.

3° Determinarea numirului L se va face deosebind diverse cazuri gi
subcazuri pe care le impune metoda de lucru adoptatd.

Tn aceasti parte a lucririi se studiazi cazul cind polinomul carac-
teristic are dou# ridécini reale i doud complexe. In acest caz se va lua pentru
integrala generald forma 7

y(x) = Ae®x 4 Beb* — Rsin (¥ — a) 2)

unde’ @, b sint riddicinile reale presupuse distincte ale polinomului carac-
teristic, iar 4, B, R, a reprezintd patru constante arbitrare. In cele ce urmea-
zi vom presupune intotdeauna ci a > b, ceea ce in ipoteza adoptatd se
poate intotdeauna realiza printr-o notatie adecvati.

Pentru ilustrarea detaliati a metodei de cercetare, me vom mdrgini
¢4 considerim subcazul ab> 1, raminind ca la sfirgitul lucririi sd ddm
unele indicatii asupra posibilitifii extinderii acestei metode de cercetare
la alte subcazuri.

Observim de la inceput ci din ipoteza @b > 1 rezultd ci parametrii
a si b sint de acelasi semn. in ceea ce priveste problema propusd, putem
si presupunem ci @ si b sint numere pozitive, cdci in caz contrar, efec-
tuind schimbarea de variabili independentd x = — &, vom obfine tot o
ecuatie diferentiald liniard cu coeficienfi constanfi, al cirei polinom ca-
racteristic va avea ca ridicini numerele —a, —b, —1%, - ¢ si pentru care
numsrul L va timine acelasi ca la ecuajia diferentiald inifiald (a se

vedea [17).

Vom presupune deci in cele ce urmeazi ci parametrii a si b satisfac
inegalitdtile
| ab>1 si a>=b>0. (3)

Rezultatele ce vor fi stabilite in paragrafele urmitoare se vor referi
de reguld la acest subcaz.

§ 2. CITEVA PROPRIETATI GEOMETRICE ALE INTEGRALELOR

S4 considerdm integrala generald (2). Aceasta se prezintd ca diferenta
functiilor
Y(x) = Ae?* + Beb* - ()
Z(x) = Rsin (¥ — «).

Ridicinile unei integrale particulare de forma (2) sint abscisele punc-

telor de intersectie ale curbelor de ecuatie y = Y(x) §i ¥ = Z(%),
Curbele de ecuafie y = Z(x), care se vor numi pentrua prescurtare cu
(£), sint sinusoide de perioadd 2m, de elongatie R, si care taie axa Ox in
puncte de abscise x = « + kn (& fiind intreg).
Curba de ecuafie y = Y(x), care se va nota cu (Y),
ce depind de valorile pe care le iau parametrii 4 §i B. Se deosebesc din acest

punct de vedere urmaitoarele cazuri ;

are diferite forme
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15iAd. =00 P Bl 5° 4 <0, B=0
o4 =0,"B=10 6°. 4A=10, B=10
8% 4>0 B>0 7.4 =0, B<0 (5)
4°. 4>0, B=0 8% 4 =0, B =0

9°.A:O' B:O

Observim insd cd curbele (Z,), (V4,5 de ecuatii y = Rsin (* — ),
respectiv y=~Aea*{Beb* , sint respectiv simetrice in raport cu axa Ox ale
curbelor (Zy—s), (Y—4,—p) de ecuatii y = Rsin [x — (0 — =w)], respectiv

= — Ae® — Beb* . De aici rezultd cd din punct de vedere al problemei
ce se studiazd, cazurile 5° — 8° revin respectiv la cazurile 1° — 4°,

Este deci suficient de a considera doar cazurile 1° — 4° i 9°. De aceas-
tad observatie se va fine seami in cele ce urmeazi. Presupunind ci a b0,
in cazurile 1°, 2°, 3° din (5), curba (Y) are forma indicati in fig. 1. In al

patrulea caz, curba (Y) intersecteazi
| 94 o datd axa Ox in punctul de abscisd

aiblc}g(_:i)' (6)

admite un punct de minim de

abscisid
1 bB

8 =

- ad
¢ si un punct de inflexiune de
abscisa

; 1 b*B ] :
Fig. 1 e Lo

* Nz a—b log ( a*A (®)

Se vede indati ca
A< B <.

Forma curbei (V) este indicatd in figura 2.

p g

A
-
1
1
I
|
]

T ey

Fig. 2

*
* #*

Considerdm acum mulfimea integralelor particulare y = f(x), re-
prezentate prin formula (2). Aceastd mulfime o notim cu {f}.
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' ) = infinitate de curbe
ema 1. In ipoteza (3) ecuatia E(y) = 0 admite o infinstate
mtegfl'(ale tangente la fm Ox in cite un punct dat %, care poate fi de altfel
ales dupd wvoie. Aceste integrale au forma

y(x) = Aew* 4+ Beb* — R sin (¥ — a)

unde parametyii A si B pot lua orice valori reale, iar R §i o se determind
in functic de primiv precum urmeaza:

R = eba[A%(1+a?) eo—b%oy 2 A B(14ab)ee—vu+ B2(146%) ] (9)

In cazul A >0, B <0, se poate considera

Agaxo L Bebxo .
XO+TC = al‘Ctg WW daca Xg = B
A gaxo + B@b.’fu o 10
o = Xg — B.I'Ctg m daca X > B ( )
X + % daci Hy= Bs

In cazul AB > 0 se poate lua

AgﬂXD+B€bIﬂ
L= xu -|- ENX-— aTth W_W (11)

unde ¢ ia valoarea 0 saw 1 dupd cum A si B sint ambii pozntivt sau
ambii negativi.

Demonstratie. Condifiile de tangentd cu axa Ox in punctul xy vor fi
%) = ¥'(%,) = 0, adicd .
o . { Aeaxs | Bebxo = Rsin (xy — @)

(12)
aAemxo 4 bBeb¥ = R cos (%p — @).

Ridicind membru cu membru la patrat si adunind, obfinem expresia lui

R datd in (9). . . i
Apoi ingp)értind membru ctt membru, prima egalitate cu a doua, obfi

nem
Aewxo 4 Bevw  Y(%) i
t8 (%0 — #) = e + bBeb%  Y'(x)

Pentru a vedea in ce cadran se afli %, — «, studiem semnul expre-

Y%Cu) si cos (%, — a) = 1_/,_("_0), deduse din (12), precum

R
. V()
si semnul expresiei tg (%, — o) = Y'({;O) din (13).
Discutia o facem in raport cu pozitfia punctului x, de tangenfd. Pre-
supunem intii ¢4 A> 0, B<0. Obtinem tabloul :

siilor sin (x,— «) =
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it ol e e O+ +++4+++
L BT ) oo e e L T s
Wit
tg(n—a) = pl bbb g T
Din acest tablou rezulty ci se poate lua

[ —m -} arctg 1{,((4;”3) dacd x, <

Ko — o= arctg 11;((5‘;‘,_]{3) daci x,> B

= 23 daci x,=p

De aici se obtine (10).
Observam ci functia (%) astfel definiti este continui in raport cu
Xy pe toatd axa. Cele spuse mai sus au loc oricare ar fi valorile pe care
le-am dat parametrilor 4 si B, cu conditia 40, B<0 (cazul 4° din ().
In cazul cind unul din parametrii 4 sau B este nul, celilalt fiind dife-
rit de zero, lema se pistreazi cu singura modificare ci formulele (10) iau
o formd mai simpld. De exemplu dacd B =0 si 4 > 0, atunci vom avea

Xg— o= arctg%- (14)
Dacd insd 4 =0 si B> 0, atunci vom avea
%y — o = arctg —;— (15)

In cazul 4 =0 si B=0, se deduce din (9) cd R=0 si deci curba
integrald se reduce la axa Ox.

In cele ce urmeazi, o integrali particulari corespunzitoare unei curbe
integrale tangente la axa 0% o vom nota cu /*(%), iar submulfimea acestor
integrale cu {/4.

Este de remarcat ci familia {f*} depinde de trei parametri: A4, B si
%o, care pot fi luafi dupd voie in virtutea formulelor (9) si (10).

Dar intrucit expresia (9), care di valoarea lui R, este omogens in A
$i B avind gradul de omogenitate 1, rezultd ci gi expresia care di forma
generald -a integralei f*(x) este omogeni de grad 1 in 4 gi B. Din aceasti
cauzd, numai unul dintre parametrii 4 si B joacd un rol esential in teoria
Pe care o expunem.

Intr-o formulare echivalentd, aceasti lemi se poate enunta astfel :

Dindu-se o curbi (Y) de ectlatie y = Aeax | Bebx ce corespunde unor

valori ale parametrilor 4 si B alese dupi voie, existd o singuri curbi (Z)
de ecuatie y = Rsin (v — o), tangentd la (Y) intr-un punct de abscisi %,

a1™
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if

les arbitrar pe curba (Y). Valorile p_arametrilor R si o din ecuafia
cE:Llfrbei (Z) sint definite de formulele (9) i (10).

L cl ?2‘ 4 { a ﬂi‘ a eo‘%af!éi@ E(y) — O,
(Sa Z n caz a i.] 1 oyice Cut ba/ mn gg? l \
. I a 'Iafrl 4 > A, | :
a C e N Se de’.’LCe lr' axa ) U b e avea U P I
EMONSLY tzl . \ o1 d('l d 11011 tIa.I‘: a dac t IEII]. i oare fOl‘-
D l a ) 7 e =1 1 estel e in ur In.at a

mm%ﬁrl:e)ggv(slt};n?ia(:Z) nu pot fi tangente in doud puncte distincte. Pentru

i e, si : in absurd cd curbele (Y)
i afirmatie, si presupunem prin a : ;
: demonfsj:fcanaceenaf(;c FJi}nadoue“x fmncte distincte de abscise respectiv X, §I1e fiﬁfg
?1111(1?3 a;relsuimgnem © > 0). Referindu-ne la formula (2), am avea
f*(xo'l“P) = Aga(xwm)_]_ng(xwro]_Rsin (x0+cp—a) =10 (16)
{ ' (%p40) = @A eatro+w) - Bebtate)— R cos (%p—a-+¢) = 0.
0

Din a doua relatie (16) si din relatiile (12) se deduce

A beb%—b cos @-|sing (17)
; _g(ﬂ—b}.\‘a: .
ae?®—a cos @-+sing

\k\

Din prima relafie (16) si din relatiile (12) se deduce :
by} sin @—cos
A ey SO ERRCRP, (18)
a%®—a sin @—Ccos ¢
Din (17) si din (18) se deduce

ebe—b sin p—cos @ _ bebv—b cos cp—!-s%ﬂ, (19)
9% _q sin p—cos ¢ aei?—a cos p-+sin ¢

relajie care se mai poate scrie .
Flg) = (a—) [1+ele+09]— (1-+ab) (¢o0—e?%) singp— )
— (a—Db)(e*0 %) cos ¢ = 0.
Din _relatia (20) se deduce printr-o simpld derivare
lr(p) = eies I Elg) =

i 2)e— 21
—a?—b2+ [—b(1+a2)e—tv+ta(l+b2)eee]sin o+ [—(1+a Je—be4  (21)

+ (1+02)e] cos
U i 22
& G'(p) = (1@ (1+ ) (~tn—c—) sin g . (22)
De aici se vede cii minimele functiei G(p) au loc pentru i
o =2kx, (k intreg) (23)

ind G(p) ia forma ,

cin (CP) H((p) = uz_b2+(1+b2)e~ﬂ¢_(l _|_32)5—bq;. (24)
' 25
e H'(p) = b(1+a2)e—bv—a(14-b%)e® >0, pentru ¢=0 (25)
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fiindes
H'(¢) =0 pentru cp=?o=~—1—blog M@<O

s a— b(14-a?)
in t

Ipoteza ab>1. Cum H(0)=0, are loc dec inegalitatea
= H(p) >0 pentru © >0 (26)
$1 deci minimele Iui G(o) sint iti ici i
A () sint pozitive. De aici rezults inegalitatea G(p)>0
Cum insd Pt o= (Dt Lo A

| F)=0
se deduce din (26) si (27) inegalitatea
F(p) > 0 pentru o > 0.

Aceasta ne arati cj relati
. L relatia (19) nu poate i
(Y) si (Z) nu pot f tangente in dm}]é punac",ciadlicgigg?: ool

Lema 3. Ecuati - : ‘

y = oo, diferite de a3 O 3 amgonie el iele de curte inisgral
t ) v " g \d il axa x} B A

angenid un contact de ordinul doi cu axa Ox. Ecuatia aces?g: cftﬁbzt'ff:;g;fz?d tig

; e este

y :f**(x) = A4 Betx_ R sin (x—m)

unde
o 14-a2)"
R = (a—b) {1—+_b?) |4 |ear (28)
g

tar y este punctul de tangentd si ave valoarea

=B
Og[ WJ (30)

f?z 201"??161 [ig mai SUSs a inte raleloy X bﬂ”a?” Yt St ramin air rari
f g Ia] £ t‘ 4 b ll
> < f ( )’ € ¥ B v

¥ a—b

Demonstratie. Intr-adevi

oD tie. -adevir, pentru c: i A

fiet : T ra ca curba integral ie (:

s ace? ;?nga Qx un contact de ordinul doi intrun pugnrcata‘ri'E EET-IE]LDFH? i

o sa se anuleze y(x) impreuni cu primele s Tohda

L primele sale douid derivate
Y(y) = Aear Bebr— R sin (y—a) =0
Y'(Y) = ademr+-bBeb— R cos (y—a) = 0
Y"(y) = a®Ae®r - b2 Bebt 4 R sin (y—e) =0 4

Pentru a obtine ahsci i
. 1 obfine sa punctului d luni
prima si a treia ecuatie din (3]).60(:1§)é}f11§;[1' SRl s o
fhs 1 +a?) e+ (14-52) Bebr — ), (32)
eastd ecuatie admite rddicina 4 i
: 2 1 a vy, reald, nu a i
aceastd ecuatie, obfinem pentru y valoarea (I;ﬁlé (ii‘ic?Sﬁ)B b e
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Pentru a determina valorile corespunzitoare ale parametrilor R si
emplu primele doud ecuatii din (31), sau mai simplu

o, putem utiliza de ex
in care insd se va inlocui %, cu valoarea lui v,

formulele generale (9) si (10)
datd de (30).

Se verifici cu usurintd, tot in ipoteza (3), cd au loc inegalitatile

Ay<PB<? (33)

ate in (6), (7) si (8). Deoarece dupd

unde 8, B, A au respectiv valorile indic
tru calculul valorii parametrului

cum arati (33), y<<p, rezultd din (10) cd pen

‘«, in cazul cind x,=y, trebuie adoptatd formula

A gaxu- Bebxo
o = %, 7 — arctg aA e bBebxo

in care urmeazi si se inlocuiascd x, cu y. Tinind seama de valoarea lui ¥y
din (30), obtinem :
o)

(1+a?) a-+b

A et Beby Aele—t - B
=t

aden I 6Bt ade@bB . a(1+5?)
R E

si deci
a-+b
« = y-+m — arctg i

adicd tocmai (29).
Pentru calculul valorii corespu
formula (9), in care insd inlocuim x, cu vy. Obfinem
B (1+40b%)12 B(l—]—bz)] %‘fi
— b 2 il b S i A g N 2 2 =
R =er{42(1+a )[ A(]~+a2)] +2AB(1—|—ab)[ T P
1-|-b2)‘fn

= "Bl (e—=b) |72

nzitoare a parametrului R utilizdm

fnlocuind in aceastd expresie valoarea lui etv, dedusi din relafia (32),
obfinem egalitatea (28).
Observatii. 1) In cazul (3)
care in punctul de tangenta au cu aceas
y = Aes*+ Bebx— R sin (x—a)
recari cu condifia 4>0, B<0, iar parametrii

tie de A gi B conform formulelor (28), res-
punctul de contact

, ecuatia curbelor integrale tangente la axa Ox,
t4 axd un contact de ordinul 2, este

unde parametrii 4 si Bsint oa
R si « sint determinafi in func
pectiv (29). Spre deosebire de afirmafiile lemei 1, aici

este determinat de valorile pe care le iau parametrii 4 si B, conform

Y

egalitatii (30). Rezultd de aici cd familia tuturor integralelor f**(x), familie
pe care o vom nota pentru prescurtare cu {f*}, depinde de 2 parametri :
A si B, spre deosebire de familia {f*} care depindea de 3 parametri: 4, B

si %g.




. de ordinul doi. Abscisa punctului de contact are v

fiindeca
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%)ﬁigtg;tuformulﬁ{e echivalents, lema 3 se poate enunfa si astfel :

ool e i g gucgénzig)’fi {()JOI’ESP%H(%E unor anumite valori d$ate pafa_.
73 ; i » £<0, In cazul (3 isti o si = %

(£), tangentd la (Y) si care in punctul de tangengﬁ) :frxeI S;ell C(.Ys}lnfllllrgog?bi
F aC

aloarea datd in- (30), iar

valorile corespunzitoare al : . %
pectiv (29). ¢ parametrilor R i o sint cele date in (28), res-

” R .
] { . 4 zt?«@l St 37.’[5“?38 ) :
. € 1M 3 4 ; f ( t:t??.”i ! é A a.lg cazuy ?Zt}r 3 ) 5 4 ) 0¥ ?’t:e
i d K 7 i 1€ 9 7 (:731 e Cit X 8?’1‘1/‘? i X X, aca x >
0r 0=

Vom da doud demonstratii
doud ¢ pentru aceasti lem3.
Demonstratia 1°. Conform formulei (2), integrala f*(x) va fi de forma :

| [#(x) =Ae® L Bebx R sin (x—a) (34
$1 va satisface conditiile :
*(xp) = Aeo|- Beb%o_ R sin (%o—a) =0
¥ (%) = adesfbBebxi_ R cos (%p—a) = 0. (85)

ik :
Tinind seami de aceste relatii, se obtine

1*@P)(%9) = [a?P 4 (—1)P=1] A gaxo |- [62P - (—1)P—1] Bebxs

PR (stp) = a2 (—1)p=1 | dgo 4 [0 |- (—1)pi] Borre, ' (30)
[*¥@P)(x) =a2P A etx |- b2 Bebx__ (—1)PR sin (v—«)
f*(2p+1)(x):a2P+1Aeﬂx+bzﬁ+lBebx_(¥1)PR cos (¥—a)

Pentru $ =1, obtinem
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Deasemenea are loc inegalitatea f¥@p+1(x,) > 0, pentru orice X, satis-

St ” .1 bB((—1)p—! 1-b2p 3
ficind inegalitatea % >1vyop+1="_—3 log [— WL—E%S”‘%"%J , cind yap4

este real, si valabili pentru orice w, in cazul cind ygp4; este imaginar.
Se observi ci numerele yppiq Si Yop Sint simultan reale sau simultan

imaginare si ci in cazul cind sint reale are loc inegalitatea Yyp41 < Yop -

De aici rezulti in definitiv cd f#@r+1(x,) >0, pentru orice %>y = Y2
Pentru [*3(x,), (p =1), proprietatea de mai sus se poate de altfel

verifica direct.
Asadar, pentru x, > y, au loc inegalitafile :

fO(x) >0, (1=2). (38)
Se mai observd ci oricum s-ar alege valoarea #,, existd un numdr »
destul de mare astfel incit pentru orice ¥ = x, ales arbitrar, s aibd loc inega-
litaten :
Oy 01, (39)
Intr-adevir

o) = gn4ex+4-bnBebx — R(x,) sin [.’L’—-cx(xo)—l- ”—)TEJ ’

Dacid b=1, atunci (intrucit a > 1) proprietatea este evidentd. Dacd b> 1,
atunci se poate scrie

n R(«x Y
/*(ri)(x) = hn {(;}i) Ae ®+ Bebx— 4;:—0) sin l:\’ —O'-(Xu} 4= jf) :|}

V]

are f*m(x) >0, oricare

si cum a>b>0, evident cii pentru n suficient de m
i ar %> 4

*Q () = 2 . .
il = f (xo) (1+-€l )Aeﬂx +(1+54)Bebx9_ (37) X Y %, + oo Cu ajutorul rela-
I seam st o= : - .k s
o o3 f*f2>(ef)§0 gaageasta expresie, obtinem ci F¥@(x,)>0 dacs x> v— ‘ fr) - s et 4 4 fiilor (88) S (o4) se
s f*(zﬂ)’(f'c )>b YC? gQFY:YE' Mai general, pentru p=1, Obtinemo ing z]ﬁ ‘ ; . _  poate construi tabelul
T B’ Apres 112l pentru orice ¥, satisficind illggaﬁtatea x, it fre=N(x) AR f 7 { 7 { aldtorat, din care se
=—— log [— (=1)='f1en | 0=>"Y2p = t A4 TP deduce lema enun-
508 A g e il eazult velnd : = )
hasmatu Se Gt lh ) Yo este real, i valabild U < ... DRSNS P atel e R R,
! Pen 1Etrm:cclzvg{r,e i(u—cm,-IIOi) din cazul cind vy, este imaginar /(2){D a)cé ey
' A PR ey azul cind vys, este real, afirmati art s : " (x) =0, ceed ce
insa : : ) atia este evid = O A oA A AA A AR “No s
atunégp(f{)ep-l—rlnigblz%an atunci f*@P)(x,) este pozitivi pentru orice xEIItiagoiiga ) Wbk b s evident pon sqh1mha
Dack <0. _ 0r 2 i e concluzia lemei.
aca vy iaste real, atunci vy, < y. ! (%) + 4+ + + + + Demonstratia 2°.
ntr-adevir, aceasti inegalitate se scrie Y (%) g A2 Az A 2 A Insemnind .xzxo—{—cp,
‘ (—1)p—14p2 1 4pe : + F-F—t—t-+ -- —ge obtine din (34)
J st (__imz_p <'1_+££2 ‘ F((P}:f*(z)(x) — aQAea(x.>+w)+bEBeb(.\'a+cp) + R sin (tp+x0—o‘.). (";LO)
' fnlocuind aici pe Rsin (%, —«) si Rcos (¥, — o) cu valorile date de

| a2\ [z2p—2 cp—2 2
| (6 —B) [@tosoh Bt gttt i) £(—1)0] 5 0
care este evidenti pentru =2, asa ci pentru
1D (3) > .

| (35), avem

. ! = o[ a2ea : S 2.b : .

%> au loc inegalitifile ¢ F(p)=Aew*[a%e ‘};—a sin p4-cos ¢ > K(b2eb%+b sin ¢ 4-cos ¢)]. (41)
¢ . e 1+a

s K= - elb—a)xe=Z

=S pentri. %) =1. (42)

3 — Studii gi cercetdiri de matematicd
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In cele ce urmeazd vom ardta ci pentru ¢=>0, are loc F(p)>0. Pentru
aceasta, aratdm Intii cd pentru =0 expresia a2¢¢% g sin ¢+cos ¢, ce fign-

3 A A5 Hry - T T w L ;
reazd in (41), este pozitivd. Intr-adevir, daci a2e99-|a sin @-cos =0
?

atunci are loc egalitatea

= yl(‘?) = a sin ©--Ccosp = y2(<p) = — g2et9
Insa 5
max | y,(p) | =VI+a? < — yz(EJ R

2
n .
dat fiind ci functia H(a) =e? * -. \/ljaz
a

Asadar, curbele de ecuatii y=y,(q) si Y=y,(p) nu se taie pentru ¢=0 (fig. 3).

Asadar

a%e?% g sin ¢-+cos © > 0
pentru ¢ = 0. (43)

Y=x (%)
Daca b2+ b sin g 4 cos g =0

T
2 = pentru ¢=0, atunci rezultd din
! (43) si din (42) cd F(p) > 0
! pentru ¢ = 0.
| =
\ Daca

b2eb® 4-b sin @ +-cos ¢ > 0

Fig. 3

: . o o o : pentru ¢ =0
atunci se obtine de aici si din (42) =

& (o a " 1 % 2 :
F(p)=Ae*[a?e?®+a sin p+cos ¢ — ——ﬁ—lizz (b2ebe b sin 9 +4-cos )] =
Agxo 44
= ]+b2 G('P) - ( )
Ori, am avea G(p) =0 cind

Ya(p)=(a—0b)[(ab—1) sin ¢ +
+(a+b) cos ] = y,(p) =
=a?(1+a)et®—bh2(14-a) ebo,

Se poate ugor observa ci curbele

de ecuatii y = yy(0) si y = y,(p)
sint pentru ¢ > 0 dedesubtul,
__ Tespectiv deasupra tangentelor
7] \ " lor, duse in punctul de coordo-
Y4 (%) nate (0, a®?—b2). Aceste tangente

Fig. 4 au respectiv ecuatiile

si y=y;5(p)=a>—0b%+(a—b)(ab—1)p
j’=y;;(<.0}:az~b2+(a—b)(a9+ab+b2+m9b2)qo

(fig. 14), far yy(0) = —y(p) <0, cind y,(p)> 0, apoi y;(p) = at(1+b2)ero—
—b4(1+a?)e?® >0 pentru ¢ = 0, intrucit are o rddicind < 0. Ori evident ci

— creste cu a>0 si cd H(1) >0.

-
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ab—1 < a®+ab+b24-ab?, asa ci curbele de ecuatii ¥ =v4(¢) $i ¥ = ¥4(p)
nu se taie si deci in (44) se deduce G(p)>0, deci F(p)>0, pentru ¢ > 0.

Avind dar in (41) pentru orice 90, F(p) >0, deci in (40) pentru orice
x>, [f@(x)>0, se deduce de aici ¢i din (34) cd f*'(x) >0 si deci f*(x) >0,
daci #<x,

Observare Intr-o formulare echivalentd, lema 4 se poate enunfa
si astfel :

fn conditiile simultane ale cazurilor (3) si 4° din (5), se considerd o
curbid (Y) precum si o curbd (Z) tangentd la (Y) intr-un punct de abscisd
%y=7. In aceste conditii, pentru valori ale lui ¥ mai mari ca %, curba (¥)
riamine situati mereu deasupra curhei (Z) iar distanfa dintre punctele M
si N de aceeasi abscisd #, situate respectiv pe curbele (Y) si (£), creste cind x
creste de la x, la 4o (fig. 5).

Fig. 6

Lema 4,. In conditiile simultane ale cazului (3) si ale unuia dintre
cazurile 1°, 2° sau 3°, (), ovice integrald [*(x) ia valovi pozitive pentru x> x,.

Demonstratia lemei este evidentd pe figura 6, fiindcd avind Y"(x)=
=a24 e b2 Beb*>(), curba (Y) se afld deasupra tangentelor ei duse in orice
punct al ei, iar daci se duce la (£) tangenta intr-un punct al ei de deasupra
axei Ox, de abscisd x,, atunci partea lui (Z) de abscise x<Cx, se afld sub
tangenta in chestiune, daci acea tangentd face cu Ox un unghi ascufit.

Observare. Dupid cum se vede in fig. 5, in conditiile lemei 4,
curba (Z), tangenti la o curbi (V) intr-un punct de abscisi x, rimine
situatd mereu sub curba (Y) pentru valori ale lui ¥ mai mari ca x,.

Lema 5. In condifiile stmultane ale cazurilor (3) si 4°, (5), fie
y=[*(x) ecuatia unei curbe integrale tangente in punctul de abscise x, la axa
Ox. Dacd x,<<y st ¥ %y, atunci in jurul valorii x, are loc inegalitatea f*(x)<0.
Dacd xy>v, in aceleast conditic ave loc inegalifatea [*(x)>0. Dacd x,=¥,
atunci pentru valorile lui x destul de apropiate de y are loc inegalitatea f*(x) <0,
san f*(x)>0, dupd cum x<vy sau xX>y.

Lema este evidentd, fiindcd dacd x = x,-+¢, rezultd din (35)

rx) = T o)+ .

asa cd pentru ¢ destul de mic, avem sg f(x) = sg f*®(x,), iar de aici i din
(37) se deduce partea 1-a a lemei. Dacd x,=r, rezultd din (37)
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o) = F )t

si cum din (36) si (30) rezultd /1@ (y)=— B(a—b)(1+b%)e? > 0, se deduce
cd pentru y destul de mic sg f*(x) = sgo, ceea ce dovedeste partea a doua
a lemei,

Observare. Se deduce din lemd cid dacd in ipotezele enuntate se
inseamnd cu «, abscisa punctului de tangentd a curbelor (Y) si (Z), atunci
in jurul valorii x, curba (V) este deasupra, respectiv dedesubtul curbei (Z)
dupd cvm x, cste mai mare decit v (fig. b), respectiv mai mic (fig. 10).
Dacd x, este egal cu y (fig. 11), atunci curbele (Y) si (Z) se traverseazi ;
pentru valori ale lui x suficient de apropiate de vy, curba (Y) este situati
sub curba (Z) pentru abscise x mai mici ca ¥=v, si deasupra curbei (Z)
pentrn abscise x mai mari decit x,=v.

Lema 6. In condititle cazului (3), se considerd o curbd (Y) de
ecuatie y=~Ae® - Beb™, ce covespunde unor valori oarecari ale parametriloy
A si B, supuse la singura vestricfie de a satisface conditiile cazului 4°, (5).
Se mai considerd curba (Z) de ecuatie y = R sin (x—a) tangentd la curba
aleasd (Y) intr-un punct de abscisd x,, carve poate fi ales dupd voie. Presu-
punind curba (Y) fixd si considerind abscisa x, a punctului de tangentd
variabild in intervalul (— oo, —+o0), parametriic R si o din ecuatia curbei
(Z) vor varia continuu. Parametrul R are un maxim st un minim ce covespund
valorilor , respectiv B ale variabilei x,. Paramelvul o prezintd de asemenea
UN MAXTIM ST un minim ce corespund respectiv valorilor Xy=vy i %,=3.

Demonstrajie. Considerdm expresia lui R?, care rezulti din (9):
R? :AQ(1+QE)€20.\'"_{_B? (1 —]—bz)PZD-V"+2A B(] _I_ab)e(ﬂ'l'b).\‘:a :

Un calcul elementar ne da

ii}Pzﬂﬁ”ﬁQJ+aﬂA%ﬂ“@“+ﬂ1+amur+MABﬂWWM+bU+ﬁﬂBﬂ::

ax
0 o 2[(1 +a?)AEOXB+(1+b?)BngXu] J—EIAE”"'"—J,—[)BEE’X"J. (45)

Fgalind aceastd derivatd cu zero, obfinem pentru v, valorile y si B.
Tabloul de variatie intocmit mai jos justificd afirmatiile lemei privi-
toare la comportarea funcfiei R(x,).

Yo ! e i B +o
|

++++ 0 - ——— 04+ + 4+ + 4+ (46)

R0 PR R R TR R R B SR

Valoarea R(y) este datd in (28). Un calcul elementar ne da pentru R(y)
valoarea

Bt (47)
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Considerind acum expresia din (10), care defineste functia a(x,), se observd
cu usurintd cd aceastd funcfie este continua in raport cu xge (— , +c0).
Un calcul elementar ne da

@'—-“ (A eax L Beb.\‘u) Hl + 6&2)1‘16“'““+ (']_ t[%) _Egb.m;‘ ; (43)
a%y (Aexxot Bebx)? 4 (ad etx+bBeb)
o are ca riaddcini numerele y si 8. Comportarea funciiei

Se vede ca

a(x,) rezultd din tabloul intocmit mat jos.

)‘;0 £ AT 'Y b + o0
_ff‘r" F + _|_ _l. + () —_ = — 0 + _I‘ '1’ ’I_ + %' ("‘H-])
dx,
(%) | —oo A aly) N a(3) 7 e

Pentru a obtine valoarea «(y), finem seama de (10) gi de faptul ca v<Z .
Obtinem in urma unui caleul pe care nu-l reproducem :
a-+b v
/ _ . 15 (}]
aly) = y+m — arctg (50)
Apoi tinind seamd cd 3<C8, obfinem : : )
(8) = 3. (50,)

Lemele 1—6, inclusiv, s-au referit la perechi de cur:be (Y) si (£) tan-
gente intre ele, stabilind numdrul pul}ctelor de tangentd, ordumul cm}tac_:—
tului in punctul de tangenfd, precum §i comportarea ceI]or.doua curbe 1}1t(1{ e
ele atunci cind abscisa x, a punctului de contact 1a dlfer{te valori faj:la1 le
numirul y. Spre deosebire de presupunerile lemelor 1—6, vom consn;ll]a
acum cazul mai general cind parametril A, B R ¢ioce 1.11te.r\.'111 in ecuaff)nle
curbelor (Y) si (Z) iau valori oarecare cu singura restrictie R>0, curbele
(Y) si (Z) putind s nu fie tangente intre ele. ' . :

Lema 7, pe care o vom stabili mai jos, se referd la modul (1:111 care p{;t
fi repartizate patru puncte consecutive de intersecfie ale celor doud curbe

) si () D AT

fn cazul cind curbele sint tangente, pentru a simplifica expunerea
nu vom lua in considerare grupirile de patru puncte consecutive de inter-
sectie, puncte printre care s-ar afla un punct ‘de tangentd (aceasta numai
in cadrul lemei 7, ce va fi stabilitd mai-jos). W

Tn cele ce urmeazi vom intelege printr-o ,,bucld” a curbei (Z) o por-
tiune din aceastd curbd, cuprinsd intre doud puncte (:onsecutlvejr de mterr—
sectie a ei cu axa Ox i consideratd impreund cu aceste puncte. Vom spdne
cd o ,bucli’” este pozitivd, respectiv negativd, dupd cum este ax;\t"az}t‘a
deasupra axei Ox, respectiv sub axa Ox. Cu aceste definitii s1 precizari,

are loc
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Lema 7. In condifirle simultane ; )

e ale cazurilor (3) si 4°, (8), wici
gmg‘)a?e de patru puncte distincle de intersectie a cwbel(or) %) si ((Z)}Jiizwc:ccif’z
curbele ,(Y) st (Z) se traverseazd reciproc, nu poate figura pe 0 bucld si nici
pe doud bucle_consecutive ale curbei (Z). ok

Demonstratie. Intr-adevir, daci
. stratie. f d un grup de patru puncte con i
gi ml‘fers%ct;e gli iiugpra[%e o bucls, s-ar deduce cd L=x cgea ce ar cofliigzlizz
eoremy stabiliti in [1]. Vom arita de asemenea c& nu exista nici
- ) nu existad niei
de patru puncte distincte de intersectie a curbelor (Y) si (2) c;}regr:‘g ngri:
i1t1_1ate pe &101];& bucle consagutWe.. Intr-adevir, intrucit curba (Y) traverseazi
Cés1ﬁgqra atd axa O, trecind din semiplanul inferior in cel superiot, rezilti
i (ZICI un grup de patru puncte consectitive de intersectie a curbelor (Y)
ions()ac?l%iggaé? té situat pe o por1;1fu11e din curba (Z), formatd din doud bucle
, dintre care prima si fie pozitivi si a d ivi i rdmi
deci de considerat cazul cind ¢ : gl b
de 1 ' I ele patru puncte de intersectie s-ar afl
0 PHIIPaA bucld negativd si pe consecutiva sa, pozitiva (fig. i) ey
e ; éﬁiud Hise.amalgea retzul.tatul stabilit mai sus, anume ci pe o bucld nu
a mal mult de trei puncte de intersectie, sintem dusi si disti
gem urmditoarele trei cazuri dupi cum : o S e
€ 2 pe bucla negativi s-ar afla sit
un punct, doud sau trei puncte de i i i i oo
DosbilitaHle P e de intersecfie. Aceste cazuri epuizeazd toate
" (fcigﬁg)l.]?,\ljfdetﬁc{:% r;igeizivé S(j_E %é}seg.te un singur punct de intersectie
. - 7). punc ; ni poate sd se confund
mitatea din dreapta a buclei negati dci { iicle Dt
1 gative, cdci in caz contrar pe bucl itiva
ar figura patru puncte distincte de i i D i
e G et ntersecfie, ceea ce s-a viazut anterior
Afirmam cd la stinga punctului M, si intr-o vecinitate a acestuia curba
vy (Y) trebuie si fie situatd sub
curba (Z) (fig. 7). Intr-adevir in
caz contrar, dupd cum aratid
. [z figura 7, s-ar ajunge la una din
‘. concluziile absurde ca (Y) ar tiia
N X Qx in doud puncte distincte,
sau cd pe bucla negativi s-ar afla
doud puncte de intersectie dis-
tincte. Deoarece s-a presupus ci
pe bucla negativd se afli un
singur punct de intersectie, re-
Z zultd cd neapdrat celelalte puncte
ig. 7 ge 1111‘cersec1:ie care sint In numar
‘ ) y e cel putin trei, M,, M,, M -
;11111;11'1;1; cc;z:l&.reg:;l’(c;y)e)é se gasqic pe Ilaucla pozitiva. Trecind Succegiv pgiin Zéﬁ;fe
e, e va situa alternativ cind deasu ind
curbei (Z), iar dupd trecerea prin tul i ot i
i e prin punctul M,, ea va trebui si rimini de-
5 putin intr-o vecindtate a tului ig. |
deoarece functia 4e?* | BebX car i g
care defineste curba (Y)est “ in i
2 e el este crescdtoare in inter-
ul (3, ©), av cind x— oo, rezulti ci (V) trebuie si
O . AL A o i e
mai taie bucla pozitivd a curbei (Z) in inci un punct M, distin(ct)de celelal’l:sz':.l
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17

uela pozitivd se afld cel pufin

Astfel ajungem la concluzia absurdd cd pe b
(Y) si (Z), concluzie care nu

4 puncte distincte de intersectie a curbelor
este posibili dupd cum s-a aratat mai sus.

Cazul 2. Pe bucla negativd se gasesc dou
si M, (fig. 8) ¢i incd cel putin doud puncte M, si M, se gisesc pe bucla pozi-
tivd. Vom presupune cd punctele de intersectie M,, M,, M, M, sint conse-
cutive si au ca abscise respectiv numerele % < %, <x;<%, Urmind un
rationament analog cu cel din cazul 1, se ajunge la concluzia ca in vecind-
tatea punctului M, si la stinga acestuia curba (Y) trebuie sd se situeze sub
curba (Z). Aceeasi situatie trebuie si aibd loc la dreapta punctului M,,
intr-o veeindtate suficient de restrinsd a acestuia (fig. 8). Rezultd de aici

i puncte de intersecfie M,

Tig. 8

itivd in inci un punct M, distinct de celelalte,

avind abscisa %> %, Vom arita insid cd o astfel de configuratie nu este
posibili in condifiile simultane ale cazurilor (3) si 4°, (5). Intr-adevir,
<4 facem ca valoarea parametrului R din ecuafia curbei (Z) si creascd
continuu, tinzind spre infinit, si ldsind neschimbati valoarea parametru-
lui w.

fntrucit membrul drept din ecuatia curbei (Z) depinde in mod continuu
(liniar) de R, rezultd cd atunci cind parametrul R creste continuu curba
(2) se deformeazd in mod continuu, dilatindu-se din ce in ce mai mult. In
aceasti deformare punctele de intersectie ale curbei (Z) cu axa Ox rémin
fixe si dupd cum rejese din figura 8, abscisele punctelor M;— Mg vor varia

in mod continuu precum urmeaza :

x; nu creste

%, nu descreste

%, nu descreste

" x, nu creste

x; nu descregte.

ontinuu, la un moment dat punctele M, si M, se vor
t de tangentd M,,, care va fi situat in mod
e abscisi mai mare ca numérul 3>vy) si
cupa in acel moment punctul
si afirmatiile lemelor 4 si b,

cd (Y) mai taie bucla poz

fn acest proces ¢
confunda, dind nastere unui punc
necesar pe bucla pozitivd (deci d
totodatd la stinga noii pozi}ii pe care o va o
M;. O astfel de configurafie ar contrazice in
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Ne rdmine deci sd considerim ultima posibilitate pe care o prezinta

Cazul 3. Pe bucla negativd s-ar afla trei puncte de intersectie M
MZL My, distincte, iar cel de-al patrulea punct M, s-ar afla pe bucla pom!—’
tivd (fig. 9). ch? aratd cu usurintd cd M, nu poate si coincidi cu nici una
-dm'extrenntajmle buclei pozitive. Vom presupune ci punctele de interc—
secjie M,;, M, ) M, M, sint consecutive. Intocmai ca in celelalte doud cazuri
tratate anterior, se stabileste cd la stinga punctului M, si intr-o vecinitate
511f1q1e{1t de micd a acestuia, curba (V) se afli sub cltlfba (£), si de aici
— tinind seama cd M, este agezat pe bucla pozitivi, fird si ’coincidé cu
nici una din extremitifile ei — se arati din aproape in aproape ci la
dreapta 1)111191111111' M, si intr-o vecindtate suficient de mici a acestuia curb;
((g)) Sse Iillﬂg _s1)1:uatétsub curba (Z). De aici rezultd ci cele doud curbe (Y) si

e mai intersecteazd intr-un pur Le, 51 itivd con
L (ﬁg,pg)mt M;, situat tot pe bucla pozitivd con-

Fig. 9

Vom arata cd o astfel de configuratie pe care o prezinti fig. 9, trebuie excluss
Intr-adevir, utilizind un rationament analog cu cel de 1a c‘azul 2, sa facgla .
ca valoarea parametrului R din ecuafia curbei (Z) si creascd in mod corﬂ
tinuu, tinzind spre +co. Atunci abscisele x,,—,x, ale- punctelor M,—M
vor varia continuu, precum urmeazi : ¢ ; ;

x; nu creste
%y ntt descreste
Xy nu creste
%, nu creste
x; nu descreste.

In acest proces continuu, la un moment dat punctele M, si M, se vor con-
fl}nd_a, dind nastere unui punct de tangenti M, 5, avind o ;ozitiescu siguranti
diferitd de noile pozifii pe care le vor lua punctele extreme M. si M s In tzt
acest proces de deformare a curbei (Z), din momentul ini];lial si " ind in
momentul realizdrii punctului de tangentd M, ,punctul M, nu VE{) utea
traversa axa Ox din pozifia sa inifiald, cici in caz afirmativ ;)e bucla I1J1e a-
tiva ar’apare 4 puncte de intersectie. Aceasta nu este posibil dupi cﬁm
s-a vazut anterior. Din aceastd observatie rezulti ci in momentul cind se
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va naste punctul de tangentd Mys In vecinatatea acestui punct — mai
precis intre noile pozifii ale punctelor M, si M,, care vor cuprinde intre
ele tn mod strict Ma3 — curba (Y) va fi situatd deasupra curbei (£). Tinind
seama de lema 5, decurge de aici cd punctul de tangenfd Mj3 trebuie sd
aibd abscisa x,>v. Dar dupi cum s-a ardtat mai sus, in aceastd noui pozitie
de tangentd curba (Z) va intersecta curba (Y) si in punctele M, si M, care
se vor situa la dreapta punctului Mys. Aceasta insid este in contradictie cu
lema 4, care afirmi ci.dacd punctul de tangentd x, satisface inegalitatea
Xy, atunci in intervalul (%, + o) curbele (Y) si (Z) nu se mai intersecteaza.

Aceastd contradictie ne obligd si excludem si configuratia din figura 9.
Astfel afirmafia lemel este complet demonstrati.

Observare Dupd cum usor se poate constata, aceastd lemd este
valabila si in condifiile simultane ale cazului (3), combinat cu cite unul
din cazurile 1°, 2°, 3°, 4°, (5).

Lema 8. In conditiile simultane ale cazurilor (3) st 4°, (5), se
considerd o curbd (Y), precum si o curbi (Z) tangentd la (Y) intr-un punct
de abscisd %, aleasd dupd voie. Notdm cu . abscisa primului punct de interseciie
al curbei (Z) cu axa Ox, punct situat la stinga punctulut de abscisd x, (fig. 5).
Distingem urmdtoarele cazuri :

1°. Dacd v<%,=3, atunci in intervalul [, %,) curbele (Y) si (Z) se taie
intr-un singur punct, iar in intervalul (x,,+co) nu se mai intilnesc (fig. 5).

2°. Dacd x,<v, atunci in intervalul [p,x,) curbele (Y) si (Z) nu se tate,
iar in intervalul (x,,--co) se taie o singurd datd (fig. 10).

3°. Dacd x,=v, atunci in intervalul [p,+ o) curbele (Y) st (£) nu se
intretaie decit numai in punctul lor de tangentd.

In acest punct, curbele se traverseazd (fig. 11).

4°. Dacd x,> 9, atunci in intervalul [u,+ o) curbele (Y) st (£) nu se
taie decit in punctul de tangentd, iar in intervalul [p—2mw,p] ele se taie in cel
mult doud puncte (fig. 12 si 13).

Demonstratie. 1°. Si presupunem cd y<x,=3. Atunci, dupd cum
rezulti din lema 5, in vecindtatea punctului de tangenfd curba (Y) este
situatd (fig. 5) deasupra curbei (Z). De aici rezultd cd in intervalul [u, %)

curbele (V) si (Z) se mai intersecteazad cel pufin o datd. Si ardtim acum

ci in acest interval ele au un singur punct de intersectie. Demonstrafia
acestei afirmatii o facem prin reducere la absurd. Dacd in intervalul (u,%)
curbele (V) si (Z) s-ar intersecta intr-un numdir de puncte mai mare decit
unu, atunci — dupid cum rezulti din lemele 2 i 3 — acest numir este
neapirat mai mare sau cel putin egal cu 3 (fig. 14).

S3% notim cu M, punctul de tangentd si cu My, M,, M, cele trei puncte
consecutive de intersectie, avind respectiv abscisele 3> %> %5, (%> %y).

Tinind seama ci prin ipotezd x,>y si plecind de la afirmatiile lemelor
4 si b, se aratd cu uguringd cd la dreapta punctului M, curba (V) se situeazd
deasupra curbei (Z). Aceeasi situatie trebuie si aiba loc intre punctele M,
si M, iar intre punctele M, si M, curba (Y) trebuie si se situeze sub curba (Z).

S4 variem acuma parametrul R in mod continuu, facindu-1sd decreascd
spre valoarea”zero si lisind neschimbatid valoarea parametrului a. Curba
(Z) se va deforma in mod continuu, contractindu-se din ce in ce mai mult.
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in aceasti deformare punctele de intersecfie ale curbei (£) cu axa Ox ramin
fixe. Dacd deformarea este foarte micd, atunci punctele de intersectie M|,
M, M, ale curbei fixe (Y) i ale celei variabile (£) se deplaseazd foarte
putin din pozifiile lor initiale, luind nigte pozitii noi N;, N,, Nj, distincte.

T'ig. 14

Din punctul de tangentd M, se vor naste doud puncte distincte de inter-
sectie, Mg si My. Curba deformatd (Z) se va intersecta cu (Y) cel putin
in punctele N,, Ny, Ny, My, M, distincte intre ele si situate pe o bucla
a curbei (7). Acest rezultat contrazice insd afirmatia lemei 7. Contradicfia
provine din presupunerea falsd cd in intervalul (u, %) curbele (Y) si (£)
s-ar intersecta intr-un numdr de puncte mai mare ca 1. Astfel, prima afir-
matie, de la punctul 1° al acestei leme este demonstratd. Faptul cd in inter-
valul (x,,-oo) curbele (Y) si (Z) nu se intersecteazd, rezultd din lema 4.

2°. S4 presupunem acum cd abscisa %, a punctului de tangenfd M,
satisface inegalitatea x,<Cy. Atunci, conform lemei b, in vecindtatea purmc-
tului de tangentd, de abscisd x,, curba (Z) se va afla situati deasupra curbei
(Y). Presupunind prin absurd cd in intervalul (u, %,) curbele (Y) si (£) s-ar
intersecta in cel pufin un punct, ar rezulta cd in acelasi interval ele seinter-
secteazd intr-un numdir par de puncte distincte, deci intr-un numéar mai
mare sau cel pufin egal cu 2 (fig. 15).
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