CARACTERIZAREA MULTIMII INTEGRALELOR TUTUROR
ECUATIILOR DIFERENTIALE LINIARE OMOGENE
CU COEFICIENTI CONSTANTI, DE ORDIN DAT¥)

DE

F. RADO
(Cluj)

1. Fie £, clasa de functii reale y = f(x), definite pe toatd axa reald,
care verifici o ecuatie diferentiald de forma

y(n)+ Aﬂ)tﬂ_n ok s Je A“y =) (1.1)

unde A4,, ..., 4, sint constante reale oarecari. Se stie ci functiile din .2,
sint functii intregi. Scopul lucrdrii de fajd este caracterizarea clasei 2,
prin proprietdtile in termeni finiti.

Se arati usor cd pentru orice f(x) € £, existd o formuld de adunare

Hx +9) = ou(0) - 41 + 0a(2) - $aly) + oo + 0u(d) - GalY): (1.2)

unde functiile ¢;, §;, 4 =1, ..., #, sint de asemenea intregi si depind evi-
dent de f. Membrul II in (1.2) este un cvasipolinom. Condifii pentru ca
o functie de doud variabile si fie un cvasipolinom au fost date de T.
Popoviciu in [8]. De asemenea se aratd usor cd orice f(x) € £, veri-
ficd o relatie de forma

ay(W)f(x + nh) + a;(BW)f(x +n—1h) + ... + au(B)f(x) =0, (1L.3)

unde ;(h), 4 =0, 1, ..., n, sint functii intregi (care depind de f) si (%) == 0.
Zerourile functiilor intregi nu au nici un punct de acumulare la distantd
finitd, deci existi un interval (0, H) astfel ca a,(h) =0, cind % € (0, H),
+1=0,1, ..., n

Vom arita ci din proprietatea (1.2) respectiv (1.3), presupuse pentru
functii continue, rezultd ci f(x) € £, Cu alte cuvinte, rezolvim in cadrul
mulfimii functiilor continue ecuatiile functionale (1.2) si (1.3), in care
toate functiile ce intervin sint functii necunoscute ; vom stabili cd functiile

*) Aceastd lucrare apare gi in limba francezj in revista ,,Mathematica”, vol. 4 (27), 1962.
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J din mulfimea solufiilor acestor ecuatii functionale apartin clasei .£,. In
cazul ecuatfiei (1.3) va trebui si presupunem ci ag(h) = 0 intr-un inter-
val (0, H).

Ecuatia funcfionald (1.2) a fost studiati de C. Sté phanos [12],
T. Levi-Civita [6]si P. Stdckel [I0, 11]. Relativ la demon-
strafiile date de C. Stéphanos si T. Levi-Civita putem face observatia ci
ei utilizeazd afirmatia inexacti ci ,,anulareaidentici a wronskianului atrage
dupd sine dependenfa liniard a functiilor considerate’. In referatul [11],
P, Stickel schifeazi urmitorul mod de a rezolva ecuatia (1.2) : Func-
tille de variabild xf(x 4 ), 0,(%), ..., ¢.(#) sint liniar dependente, deci
wronskianul lor este nul; inlocuind in acest wronskian x — 0, se obtine
pentru f(y) o ecuatie diferentiali liniari si omogeni cu coeficienti con-
stanti. Relativ la aceastd metodd, facem observatia ci nu s-a demonstrat
cd existd cel pufin un coeficient diferit de zero in ecuatia diferenfiald oh-
finutd gi astfel aceastd ecuafie poate si fie iluzorie, cu toti coeficientii nuli,
Demonstratia datdi de P. Stdckel in [10] pentru clasa functiilor odata
derivabile, este corectd. Aici se ajunge la un sistem liniar de ecuatii dife-
renfiale cu coeficienti constanti si de aceea comsiderim ci demonstratia
datd pentru acest caz in lucrarea noastri este mai directi. I. Fen )
a considerat ecuafia (1.2) in cadrul functiilor generalizate [1], insi solutia
datd se referd la cazul in care functiile generalizate care corespund la
04(%), ..., 9.(¥) sint liniar independente intr-un sens introdus de autor,
N-a demonstrat si pare ci nu e usor de a ardta ci un sistem de # functii
continue liniar independente in sens obisnuit, sint si liniar independente in
sensul autorului si astfel rezultatul lui Fenyd nu rezolvi ecuafia funcfio-
nald (1.2) pentru functii continue.

Problema caracterizirii clasei 2, prin ecuatia functionald (1.3), apli-
catd funcfiilor continue, a fost pusi de T. Popoviciu.

Metoda de rezolvare a ecuafiei functionale (1.2) si a ecuatiei (1.3),
in cazul particular in care functiile a;(k), i =0, ..., n, sint presuptuse
odatd continuu derivabile, utilizeazi ideea lui K a ¢ aplicatd in [5] pentru
rezolvarea ecuatiei funcfionale a lui Cauchy, si anume prin integrarea
ecuatiei functionale se arati ci din continuitatea lui J(%) rezulti deriva-
bilitatea ei. Rezolvarea ecuatiei (1.3), firi nicio restricfie de derivabilitate,
se bazeazd pe lema de la nr. 4. In nr. 4, ca o aplicafie a lemei, se stabilesc
1ezultatele fundamentale bine cunoscute din teoria sirurilor recurente,
pe de o parte cu scopul de a pune in evidenti utilitatea acestei leme, pe
de alti parte pentru a pregiti nr. urmitor.

O altd proprietate a functiilor din clasa 2, este

1(%) f(x + h) cus flx - 0h)
fx 4+ k) f(x + 24) o f(x 4 nF1h)

f(x + nh) f(x +0nF1h) --- f(x + 2nk)

I

0. (1.4)

Aceastd ecuatie funcfionald a fost rezolvati pentru functii de » ori
derivabile de D, V. Tonescu [3]si]l. Stamate [9]. Ea a fost
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rezolvati in mulfimea functiilor continue pentru cazul n =2 de D. V.
Tonescu fin [4], iar recent in lucrarea [2] N. thlrcp_l::tgtu st
M. Roscau au demonstrat ci daci funcfia continud f verifici ecuatia
(1.4), atunci ea verifici o ecuatie de forma (1.3).

2. Demonstrdm

TrorEMA 1. Multimea funciiilor veale continue f(%), care verificd ecuafia
(1.2) impreund cu functii continue Y, st @, 1 =1,2, ..., n, pentru x s1 y
numere reale oavecars, coincide cu clasa L,. : B :

Fie f(x) € £,; ea este o integrald a unei ecuafii diferenfiale (1.1). Se
observd cd f(x + a), unde a este o constantd, verifici aceeasi ecuafie.
Notind cu @,(), ..., ¢,(%) un sistem fundamental de integrale ale ecuafiei

(1.1), avem ‘
{5+ @) = Cupy(1) + Coa(x) + - .. + Cupal®),
deci
1%+ 9) = gy () 0y (1) + Ve pe(x) + -+ PalF)pul2). (2.1)
Functiile ¢4, ..., ¢, fiind liniar independente, existi punctele x, ..., %,
[8], astfel ca 9
|pi(%.) |20, 4,7=12,..n

Inlocuind in (2.1) x succesiv prin #y, ..., %, obfinem un sistem de
n ecuatii liniare cu necunoscutele ¢(y), ..., $.(y) avind determinantul
diferit de zero. Scriind formulele lui Cramer, fiecare funcfie {,(y) apare
ca o combinafie liniard a funcfiilor intregi f(x, + ¥), ..., f(%, + ). Dect
Y1, -« -, Y sint functii intregi ca $i ¢y, ..., ¢, Astfel orice f(x) € £, veri-
ficd o ecuafie (1.2) cu functii continue o¢; si ¢; (chiar intregi).

Sd presupunem acum ci functiile continue f, @, ¢;, 1 =1,2, ..., n,

verificd ecuatia (1.2) pentru #x si ¥ numere reale oarecari. Vom demonstra
cd atunci f(x) € .2,. Ry o .
Putemf(a()imite cd functiile o4, ..., ¢, sint liniar independente. Intr-
adevir, si presupunem ci in acest caz s-a demonstrat f(x) € £, vCazu.!
in care gy,. .., @, sint liniar dependenti, revine la ace:st caz cil un numa’r mat
mic de termeni in membrul IT al ecuatiei (1.2) ; deci f(#) € £,/, unde n’ < n.
Dar atunci f(x) € £,. In mod analog, putem admite cd functiile {5, ..., {,

sint liniar independente. I T _ .
Integrim egalitatea (1.2) in raport cu y intre limitele O si y. Notind

Fiy) =§10a wo) =fewa, i=1.2...n

obtinem

F(x +y) — F(x) = ()¥i(y) + 9:(3]¥20) + -+ + 2al2)%0)- (2.2)
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Dacd ar exista o relatie liniard intre functiile Gy, ..., ¢y cu nu toti
coeficientii nuli, prin derivare am obtine ci functiile ¢y, ..., ¢, sint liniar
dependente, contrar ipotezei. Asadar, functiile ¢, ..., ¢, sint liniar inde-

pendente si in conformitate cu [8] putem alege punctele Y1s - -+, Yy astfel ca
| () |20, 4,§=1,2,..,m%.

Punem in (2.2) succesiv y =y, ...,y = ¥, aplicind formulele 1lui
Cramer sistemului de ecuatii liniare astfel obfinut, putem exprima func-
fille @(x),7 =1, ..., %, ca niste combinatii liniare ale functiilor Eix),
F(x + ), ..., F(x + v,). Rezulti cf functiile ¢,(¥) admit derivate de
ordinul intii continue. Aceeasi concluzie rezulti pentru ¢,(v), 1 = 1,2, ..., u;
iar din (1.2) deducem ci si f are o derivati continui.

Sd presupunem acum ci f admite derivata de ordinul # continui.
Atunci F(x) are o derivati de ordinul » + 1 continui. Din formulele Tui
Cramer, considerate mai sus, rezulti cf @1(%), ..., 9,(x) admit derivate
de ordinul » + 1 continue, si acelasi lucru este valabil pentrd Gy, .. .0, f
Prin urmare cele 2u 4 1 funcfii ¢;, §;, f sint indefinit derivabile. Acum
putem aplica rezultatele lui P. Stackel [10], dar putem continua
si in felul urmitor :

Notdm wronskianul functiilor o, ..., ©p cl
Pa(%)  ppla) L. gu(®)
?i(x)  ealx) L ei(x)
W(on ¢ ...\ 9,1x) = 1: : :

o= (x) CP(;'”(x) g

Desi functiile ¢y, ..., ¢, sint liniar independente, se poate intimpla ca
W(oy, - .., 9, | ) =0 pentru fiecare numir real x. Tinind seami i
() 50, i =1, ..., % existi un sir n,, ..., #y, extras din 1,2, ..., n,
astfel ca W(e,, ..., B, ) =0 5 W (@ s s @yl #) £ 0 pentru orice
$ir my, ..., My extras din 1,2, ..., n. Punem, pentru a fixa ideile,
m=1n=2 ..., m =g Atunci existi x, astfel ca

Wiey ..., Pgl%g) £ 0.

Dacd ¢ <m, facem utmitorul rationament: existi o vecinitate J
a punctului x, astfel ca

Wip, @2 ..., 9,]%) 520, dacid x€/;

in acelagi timp W(py, ..., 0, 9/4) =0, i =g+ 1, ..., n, deci in confor-
mitate cu problema nr. 60 cap. VII din cartea lui G. P 6lya si G,
Szegd [7], functia ot =g+ 1, ..., n, restrinsi pe I, este o combinatie
liniard a functiilor ¢4, ..., ¢,. Asadar avem pentru x e [ si ¥ numir real

oarecare

I 4+5) = @1(0) %1 (9) + ... + 9, (%) %, (9), (2:3)
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de %y(y), « .., %y(y) sint combinatii liniare ale funcfiilor ;(y), ..., Po(y).
1113121(:65, gl(i) n, formigf;) (2.3) de asemenea are loc, ea fiind identicd cu for-

mula (1.2).
Din (2.3) deducem pentru x €1, y € (— o, ®)

fx+9y) = @aMNG0) + ..+ eulx) Xe(y),
Flr+y = a@ X)) +..-+ @q(%) Xa ()

.......
.................
.............................

din care se obtine

Ha+y) @l 9()
Mr4y) 9D ...0m | =

£z + 3) ). .. o

ici i 3 inantul dupa coloana
Punem aici ¥ = %,, ¥ = x — %, §i dezvoltim determinan P
intfia

Aol (x) + Ay [0) + ...+ A f(3) =0,

i : Dar din
Tinind seamd ci A, = W(py, ..., @l%,) 70, avem f(x) € £, &
ég n rezultd £, C J%,;, deci f(¥) € £,. Teorema 1 este demonstrata.

3. Teorema urmitoare se demonstreazi in acest punct intr-un caz
particular. Demonstrafia completd se giseste la punctul 5. b
i - ; Itimea functiilor veale continue f(x), care, pentru %,
h nuzf:?egf fizﬁe zoafelc?m:z', vemﬂ‘rz'cd ecuatia (1.3) impreund cu funciic cont?me
aih), 1=0,1, ..., n, (ao(h) 20 pentru x¢€ (0, H)), coincide cu clasa
de functiv L2,. ‘
Fie f(x) € .£,; am vizut ci funcfia f(») verifici relajia (1.2), unde

% .
g ; ; a fundamental
putem presupune ci (%), ..., ,(¥) formeazd un sistem

de integrale ale ecuatiei diferentiale (1.1). Din (1.2) se deduce

flx + 2h) = ‘P1(?:h)q’1(x) + oo+ @) E =B Ly enen

dECi f(t) (PI (0) “es @“(0)

for+8) ®mh) ek | =g

f

[(% + nh) ou(nh) . g, (th)

)
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$i dezvoltind acest determinant dupid elementele primei coloane, obtinem

2o(A)f(x + nh) + ay(m)f(x + =1 k) + .. + a(h)f(x) = 0.

Functia a,(h) este

:pl(O) 3lie q’n(o) P (O) . ?"{O) ’
~ LAp,(0) -1 Ao (0)
(P!(k) d an(k) w{n—1) (Pl( h P
ao(h) = ; : = f | : :
cp!-(i':ih) o @, (R—T1h) i..ﬁ;A"_“Pl(O)‘ A —l,-[A""ﬁPn
deci
. a,(h)
Hing Ty = Wiewn ..., 9,/0)3= 0.
h

Rezultd cd existd un interval (0, H), astfel ca ag(h) 2 0 pentru
v € (0, H). Astfel am demonstrat ci orice f(x) € £, verifici "o ecuatie de
forma (1.3) cu functii continue (chiar intregi) a,(h), i — 0,1, ...,n si
ag(h) 7 0 intr-un anumit interval (0, H).

" S& presupunem acum ci relatia (1.3) are loc pentru ¢ (— o0, o)
$i he(0, H), funcfia f(x) este continui pe toatd axa reald, functiile
ag(h), ..., a,(h) admit derivate continue de ordinul 1 in intervalul 0, H)
$i ag(h) 20 pentru 0 < b < H. Vom demonstra ci f(¥) € .£,. Cazul in
care despre a,(h), i =0, ..., n se presupune numai continuitatea, va fi
tratat, precum s-a spus mai sus, la nr. 5, De fapt demonstrim mai mult
decit s-a enuntat, cdci variatia lui % este restrinsi pe intervalul (0, H).
Considerdm ci acest detaliu nu este prea important si de aceea nu l-am
pus in evidentd in enunful teoremei 2.

Putem admite ¢4 a,(h) 5= 0 in (0, H), cdci in caz contrar avem o ecuafie
de aceeasi formi cu un numir mai mic de termeni, care verifici aceasts
ipotezd. Atunci existd hg € (0, H) astfel ca

#o
A 8 Sa"(lz)dk # 0.
0
Integrim egalitatea (1.3) intre limitele 0 si h,

Af(x) =-$. S“u-;(k)/(x + th)dh. (3.1)

Avem
a+iky

F(x) = 'fa,,_,.(k) Hx + iman = 1 an- (=) s,

3

i
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n. Daci funcia f admite o derivati continui de ordinul
.5 T

2 _
:'('r il O: 1, ...), atunci F(x) admite derivata
i 1 ‘h ) pr—y
) == r (== (w)du + < a,_(ko)f(x 4 vy
F (x) o = ‘ils aﬂ—z( 3 ) :
ha .
~La, (0)f(x) == W', Wf(x + i)k +

0

+ 2 an-ilhol(x + ihg) — - @ AO)(2),

¥

care este o functie de » ori continuu derivabild. Aftfel Fi(x) _admlt)e ;)difir;é
vati de ordinul 7 + 1 continui. Din (3.1) rezultd cid funcjc;a {(xé e
o derivati de ordinul # 4+ 1 continud. In acest fel am demonstrat ¢

f(x) este indefinit derivabild.
Din (1.3) deducem .

ao()f(x; + nh) + ay()f(x + n—1 k) + ...+ adB)f(%) (3.2)
f =l wawp et 1,

) tll]l nume Ieale a car I| 1 (I seaina ca l C~lllr11 1 6 (O li)
3 1. nimn 8 »
! d u e (0] [

gigt;i;ﬁllomogen (3.2) admite o solutie nebanald aﬂ(k)l, oy @y(h), rezultd
pentru ke (0, H) si x€(— o, @), 1 =1, P g B
f(x; + nh) ol + A H(x)
Mxe + k) o fxp +h) Hx) | 0,
j(xil+; + ?’Ih) =8 2 f(xu+l + k) I(xl(-l-l)
sau
VY VICA R
h" h
Wit A
s I Y
A“[(xn+l) ) A/(;r”+l) ea
T
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FﬂClﬂd k—-rO, Ob!:inem
ConsuCINTA. Numerele r, fiind date in felul precizat in lemd i b, fitnd
() ' de asemenea nwmere complexe date, condifiile
) L rm) A
(n} s s
Fx) . (%) flx) |=0 Ellr?Pk (m) = bp, m =01, ----EIP —1 (4.3)
fm.(x g (. y determind in mod wwic polinoamele Pi(x) de grad pp — 1, k=1, ..., s.
el - 4 s B : v e ¥
41 +1) J(%41) Conditiile (4.3) formeazd un sistem de # ecuafil liniare avind ca ne-
pentry n 1 cunoscute cei # coeficienti ai polinoamelor Py, k=1, ... s. Deoarece
o f}JmerEe reale %, %3, ..., %,,,; oarecari. Rezulti c¢i functiile sistemul omogen atasat are numai solufia banald, sistemul (4.3) are o
» oo, J' f sint liniar dependente [8], deci f(%) € .2, ’ solutie unicd.
4. La demonstratia teoremei gy v o ApLIcATIE. Si se determine girul de numere complexe {.«o0fom 200
S ei 2, fard restrictia de derivabili ; ificy i 3
coeficientii a(‘h), Lo’ enels o Hiaithiie erivabilitate pentru fou forfu «oss fm -+ -1, care verifici relatia dfz recurenti
Pk(x)I;E};IA:. 1r e I sfz'p' M s numere complexe distincle §i diferite de zero, ; s G fmiai ot oo el =0, SRRSO 4
2 e e S, poOlINOamE peste corpul numerelor complexe de grade unde ¢, ..., ¢, sint numere complexe date si ¢, 7 0.
Di—1si m =Y, pp. Din relatiile Dacd sirul {f,}, m=...,1,0,1,..., satisface relatia de recurentd
Al 3 (4.4), zicem ci el este o solufie a acesteia. O combinatie liniard de solufii
. este o solutie. Fie 7y, 7y, ..., 7 ridicinile distincte ale ecuatiei
2 ™ D () — s _
otk » (1) : 0, d45 ..., =1 (4.1) PR Re & MR | (4.5)
rezulta ; ; e i I et
numiti ecuatie caracteristicd, avind multiplicitifile py, po, ..., ps (P2 +
+ py+ ... + P, =mn). Se constatd prin inlocuire in (4.4) cd sirul
PR(X)EO, k‘::l,z,.__}‘g_ (42)
2 ' 5
intr—adevér, scriind polinomul Pi(x) sub forma . Lz-lrﬁ’ PE(M)} (-6)
jat 3} ) a este o solutie a relatiei (4.4), oricare ar fi polinoamele P,(x) de gradele
t)=aw+-—% +5- — Py —1
H()_ko 7y r: x(x 1)+‘+ pk_lx(x—l).,. (x_?jk_‘_z), j)k—l,kZI,....,S.. i . .
Tk Se observd imediat ci existdi o singurd solutie {fm}, pentru care
relatiile (4.1) devin fos fis + -1 fa_y iau valori date (cici celelalte valori f, se calculeazd din
- aproape in aproape folosind (4.4)). Pe de alti parte din consecinfa
erv: By ) lemei rezulti cd existd o solujie de forma (4.6), care pentru m = (0080 5 DAY
k=1 s B At mim — 1)rr-2q,, + n — 1 ia valori date. Deci sirurile (4.8) reprezintd toate solutiile relafier de
‘ recurenfd (4.4).
‘ T+ m(m — L) wis (m — p 4 2)y™ Pt Fie acum ¢, ..., ¢, numere reale, ¢, 7= 0; si determinim in acest
3 ¥ k “k,pk_1J= 0, caz solutiile reale ale relatiei de recuren{d. Acestea sint sirurile (4.6), care
| m=0 1 at tofi termenii reali. Ridacinile complexe ale ecuatiei caracteristice apar
; py iy e I, - in perechi conjugate 7, = TP g =P k=1, ..., 0, deci termenul
Am )(-)I‘b‘[;}\nlét un sistem de # ecuatii liniare $i omogene in cele % necunoscut et lounct gt (L8 we 00
fggultj:;_ﬂ;gm seami cd determinantul acestui sistem este diferit de zeroe
e » g s
L= 77 Pyim) + 7T Qum]+ X 73 Ryfm).
k=1 k=20+1
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Trecind in aceastd relafie la numere complexe conjugate si tinind seami

€d fu, %041, - -+, #; sint numere reale, obtinem
=B B +r1Q,0m] % TR ()

s-a notat 7 i i ) pri i ici
’1( cu P(x) polinomul dedus din P(«) prin schimbarea coeficientilor

n numere complexe conjugate). Ultimele doui egalititi ne dau

5

ng [B0n) — Qem]+ $i7[0uom) = Bt % splR,0m) — Ry(m]= o,

k=2a+41

pentru m =0, 1, ... Aplicind lema, gisim ci

Q,(%) = P,(5); 5i R (%) = R,(x),

deci polinoamele Ry(x) sint reale si

Ty P,(m) 4+ 7™ (@t j
(M) + 77 Q,(m) = Jutivum Yoy mi L Jlu-ipym Ya, m
- 1 O =
1

el mkm _
—¢ [%‘,(a“. G a,;) cos (B,m) + i(a,;

= @) sin (Bkmﬂm" -

= e™[Pm) cos (B,m) + P® () sin (Bym)]

undeAl;]%”l(x) si Pf)l(x) sint polinoame reale de grad p, — 1

stfel, orice solutie L et * (4 : cleninn

ity e fbym;eaa a relafiei de recurentd (4.4) cu coeficientii
" [ pi) : ;

{kzﬁ” [PY(m) cos (B,m) + PP (m) sin B+ X AR @47

k=2a+1

3. Trecem la demonstratia teoremei 2 7 i
o funcfie reald continud pentra — oo < %p;?tzu(i:ffoge;a?l' s
f1111:13cjc11 reale continue pentru 0 < » < H, care ver‘%ﬁcﬁ ectiatlla f;n‘:u-:‘iJoana(?”)
(1.3). VVom ardta cd f(x) € £,. Lisim la o parte cazul trivial f(t = 03.
Sd presupunem cd / este un numir fix din (0, H). Pun "x) I: ,
¥ =mh $i notim f, = fmh), m= ..., — 1 b s ol L i
de recurenti , iy

aO(h)fm+”+ al(k)fm+n_| + o + aﬂ(h)jn= 0, M=, ... — 1,0 1

Rezultd ci sirul {f,} este de forma (4.6), adici

]

. ; obfinem relafia

f(mh) 22“1 ty Pm), m= ..., —1,0,1, ..., (5.1)

11 CARACTERIZAREA MULTIMII INTEGRALELOR 351
unde 7y, ..., 7, sint riddicinile distincte si diferite de zero ale ecuatiei
caracteristice

aoh)r” + Wy ... + afh) =0,
P, P, ..., P, sint polinoame neidentic nule avind respectiv gradele
2 g p

efective, py — 1,0, — 1, ..., pp— 1 5i Yipr < (dacd se intimpld ca,
k=1

pentru anumiti indici #, P, =0 in (4.6), atunci termenii respectivi sint
suprimati in (5.1), s devenind mai mic). Polinoamele P, si P, care cores-
pund la ridicini complexe conjugate 7, $i 7' = 73, sint conjugate, iar poli-
noamele care ‘corespund la ridicini reale sint reale, dupd cum s-a ardtat
la sfirsitul punctului precedent.

Daci luim o altd valoare fixi pentru 4 din (0, H), avem de asemenea
o egalitate de forma (5.1) cu alte valori pentru 7y, 7, - .., 7s numirul lor
schimbindu-se si de asemenea alte polinoame P,. Astfel s = s(h) si fie

P Efgﬂs(!z) = s(hy) ;

acest maxim existi pentru cid s este un numar intreg < . Avem s, > 1,
cici dacd s, = 0, din (5.1) rezultd imediat cd f(x) = 0, caz pe care l-am
lisat la o parte.
- . : i
Scriem formula (5.1) pentru cazurile s = hy §i h= =2 unde g este
q b

un numir natural

So
f(mhg) =gl¢;" Pmysm="...,~1,0,1, ... (5.2)
k=
$1
;’-{m%“]:ﬂ p" Qk(m),m=...,rl,0, I (5.3)
k=1
Punem in (5.3) ¢m in locul lui m si comparam cu (5.2)
Sa 51
Elr;”ﬂ(m) —EI(P;’)’" Q(gm) =9, m=...,—10.1,. ..
Fiecare 7, trebuie si figureze printre pf, ..., ol, cdci altfel ar rezulta din

lemi cd polinomul respectiv P(x) =0, contrar celor precizate mai sus.
Deoarece numerele 7, sint toate diferite si s; < so, avem s; = s, §i fiecare

7 este egal cu exact unul dintre numerele ef, ..., pl. Dacd presupunem
cf acestea sint asezate in ordine convenabild, rezultd din lemi

=6l B0 =0lx), k=12 ...
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Notdm 7, = €' ; avem Din continuitatea functiei
. 2 q q
gt 2av,i ] ?(2] b eam (4) ?1 Y i ) intreg, —= < V(q’ <=
pp=¢ 1 si Q(x) = pk(g), 7 ’ (g 2 2
$ vom trage acum concluzia ci v(q) = const., pentru ¢ suficient de mare.
unde despre Intregul v, = w(g) putem presupune Avem (0) = 1. Deci
q 1 vig) .
—i<v@ <5 (5.4) q:(%)= e 1, dack g— 00; i
i e (scrlind sy Pde il {inind seamd cd in baza relatiei (5.4), arg CP(%] = 2xr LE;Q verificd inegalitatea |
p —s., uy f— 2ka—-|}, & . i
I(? hl]) __kglg q R[ 2 )g q P' q lntI'Egll q > 0, (0-5) — < arg (P[i] __gﬂ' rezulta
: q
Fie pk4l 1 -
i 1 0, daci g— oo,
R(§+x =Y a5 - q’(?)_" ’
% j=o0
deci
si N = Y p ; coeficientii a;; depind de f, cu exceptia lui ay,p, , care este o lim v—;@ = 0.
k=1 g-+@
constantd diferitd zero, polinomul P, avind gradul efectiv $, — 1.Sub- P 2 fel
gtituim in (5.5) pentru p succesiv p, p+4¢q, ..., p + (N — 1)g Agadar existi numdirul natural g,, astfel ca
s Pyl By i 2‘”& _:;‘.' N 1 (56) v < % - daCﬁ 1 = 90- . (58)
f[(§+m)ko]=‘2‘£ et m"("ue ‘e )’m=°-1""- e
A=13=0 Fie 7 >0 astfel ca
Sistemul de N ecuatii liniare (5.6) determini cele N necunoscute . P P £yl it
£ ’ 5 |°P(£]—rp(£r”< 1, daci 0<;'?-‘§1.i7_q" <% (6.9) :
apett e ', i=0,1...,0,—1, k=1,2, ...,5, cici din lem§ re- - 1
zultd cd determinantul sistemului este diferit de zero. Urmeazi ci aceste si
cunoscute sint mbinatii lini ale lui [Eh ], (ﬁ 1]] o
necunoscute sint combinat are i o f : + 1|7, ) N — max(qo,[ﬂ—{— 1].
f[(1 + N — l]kn]. Tinind seamd cid a; ,,_, 70, rezulti ci
{ ; Si presupunem ci existi ¢, >N si ¢, > N astfel ca v, = v(qy) £
. — % iders = ——=  si s determinim
5 Zl“k(ﬂ":" - (5.7) # vy = V(¢,). Sd comsiderim punctul x, 2 v — il §
q) == = £ ] k = 1, 2, v o ony 80 k i
K\ q $, si P, astfel ca
sint functii continue pe mulfimea qﬁ a numerelor rationale (functiile | 2y CHy < I Y <% <qu:— 1
¢ definite pentru numere reale rafionale iau valori complexe). Nu putem i f B
afirma acelasi lucru despre 2mv,(g) ﬂr despre care nici nu putem spune Pentru a evalua diferenta go[&) — cp(iz), s calculim intii diferenta argu-
7. 51 s
cd e o functie de P cici dach amplificim fractia g, vi(¢) se schimbi si mentelor lor
1 ' g Vi —V
i tiel 2 ? i loare determinatd pent it rational 2 omvy 22— g |y, (22— % ——v[&_")"“—'_' = ]
[ | astfel 2nvy(g) = nu 1a o valoare determinatd pentru un numir rationa 7 2nv,?l-— Ty o= 1\3 0 2\ 7, o) T2y, — v,

Ml 10 — Studii si cercetédri de matematicd, 2/1962
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Valoarea absolutd a primului termen din paranteza mare este

(==

Tinind seamd de (5.8) si de faptul cd ¢; > N > ¢,, vedem c# acest termen
din paranteza mare i la fel urmitorul sint mai mici in valoare absoluts

vigy)
9

1
< vy ‘az

decit %, in timp ce termenul al treilea are valoarea absoluti L. Astfel
. 2
av eI
T b L o,
§<'27cv,§:— 2m v, L|<3
deci
71 P2
|o(%) (&) [>*
ceea ce este in contradictie cu (5.9), cici ﬁ,..ﬁlg
It Ta
<max[lsl)<clcq si 0gBcl, 0B
e 7l R E AR il R 7

Am demonstrat ci pentru ¢ > N, v(g) = const.

Aplicind acest rezultat functiilor (5.7), gisim pentru fiecare ¢, un
N=Ny, k=1,...,5s5 i w(g) = v¥#, daci ¢ > N,. Notim N, =

=max (Ny, ..., N,) si [, = ;f(p.k + 2rvitd), £=1,2,...,5,. Formula
(5.5) aplicatd pentru ¢ > N, devine

f(?hn] =Y ehulk‘; P (%] 7 b, g intregi, g > N,- (5.10)
k=1
: i - .3 2 :
Orice numdir real # fiind limita unui sir de forma ; s BNV s
i

f fiind o functie continui, avem

fishe) =3, €% Pil),

=1

f(x) = Za]ebk’ Q,(%), (5.11)

unde polinomul Q,(x) = Pk{;- x) E=1,2,...,5, Rezultici f(x) € .0,
o

si astfel am demonstrat teorema 2.
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XAPAKTEPU30BAHUE MHOJKECTBA PELIEHME BCEX

JIMHEVHBIX OAHOPOJHBIX NU®OEPEHLIMAJILHDIX

VPABHEHUM C TIOCTOSIHHBIMU KO3®OULIMEHTAMH,
3AJIAHHOTO TIOPSIITKA

KPATKOE COIEP)XAHUWE

Ilycte £, — Kaacc BeUIECTBEHHBIX (YHKIHI y= f(x), onpenenEHHBIX
Ha BCeil BELIECTBEHHOIl OCH, YJIOBJIETBOPAIOUEX AudpepernnansHOMy ypaBHe-
Huto Buga (1.), rme Ay, ..., A, cyTb HEKOTOPHIE BemlecTBeHHble MOCTOSHHEIE,
Ecmu f(x) €€, 1o f(x) ymosaersopser coornomenne Buga (1.2) m (1.3) ¢
ay(h) 0 nas he (0, H)

ABTOp mOKasbiaBer:

TEOPEMA 1. Mroocecrso sewjectsennsix wenpepolaroix ynkyuid f(x),
xoropole ydosaersopaor ypasHenuio (1.2), emecre ¢ HENpepuLBHLLMIL (DYHK-
yuamu @ w Wy (i=:1, 2, ..., n), Oaa aw06bix sewjecraenHblx X U Y, CO8-
nadaer ¢ Kaaccom L.

TEOPEMA 2. Mroocecrso eewecteennolx Henpepoignelx Gynryud [(x),
KoTOpble Oas A100bLY BewecTéenHbly duces X u h, yoosieTsopaioT ypasHe-
Huto (1.3) emecre c nenpepvisnoinu Pyukyuamu aj(h), i=0, 1, ..., n,
(a0(h) 20 mns x € (0, H)), cosnamaer ¢ xraccom .2,

Taxum o6pasoM, Kaxiaoe H3 (YHKIHOHAJBHBIX ypaBHenuii (1.2) n
(1.3), B KOTOpEIX Bce (YHKIUH CUHTAIOTCS HEHSBECTHBIMH, XapakTepH3yeT
Knace £, 43 KJacca HeNpephiBHEIX (GYHKUHI.

Bompoc pemenns ¢yHKIHOHANIBHOTO YypaBHeHHs (1.3) GBI mocraBaeH
T. IlonoBuuy.

Has nuddepennupyembix (yuxnuii, ypassenue (1.2) 6buio PEIIEHO
Hirexenem [10]. Pemenns, naunpie C. IITepancom [12] 1 T, neBn.-
Husnra [6] monssylorcs HeBepHBIM yTBEDXKACHHEM, UYTO ,,TOMIECTBEH-
HOoe ofpalleHde K HyJIO ONPENENHTENs BPOHCKOTO B/Ieuaer 3a coBOf JH-
HeflHYI0 3aBHCHMOCTH paccMaTpBaeMblX (YHKIHA’, 4 OTHOCHTEJBHO CXEMBI
nokasatesnpctBa [I. Iltexens B [11], MoxkHO BO3paxkaTe uTO JHHEHAHOE
opHopoaHOe AH((epeHuHaTbHOe ypaBHEHHE ¢ TOCTOSHHBIMH KO3((pUIHeH-
TaMH, MOJNYYEHHOe HM, MOXKET ObITh MJLII030PHLIM, CO BCEMH Ko3(dHuHeHTaMH
PABHEIMH  HYJIIO.

U. ®eunpé [I] paccmarpsan ypasuenne (1.2) B pamkax 06oGIIeHHBIX
(hyHKuHiA, npu NPEeNNOJI0MEHHH, uTo 0600meHble (DYHKIHH, COOTBEICTBYIO-
ue QYHKUHH @q(%), .. ., @,(%) sBasioTes | JHEHHO-He3aBHCHMBIMU B BBEIEH-
HOM aBTOPOM cMbicsie. Tak Kak HEeH3BECTHO eCJHH £ HelpepbiBHLIX JHHEef-
HO-HE3ABHCHMBIX (DYHKUMIL B OOBIYHOM CMBICJIE SIBASIIOTCS MJIH HE SIBJIFIOTCS
JIHHEIHO-HE3aBHCMBIMH B 9TOM cMblcae, pesyabtar M. Penpé He pelnaer
(pyHKUHOHANBHOrO ypaBHenust (1.2): Aasi HempepHIBHBIX (YHKIHIL.

®yHkuHoHa pHOC VpaBHene (1.4) 6BLIO cBeleHO K (YHKIHOHAILHOMY
ypaenenuwo tuna (1.3), B paGore [2] H. Tuprossmy u X. Pomxksy,
TaK yTo, NDHMEHAA Teopemy 2, MOKeM TNPHHTH K BBIBOAY 4TO ypaBHEHHe
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(1.4), B pamxax wHempepsiBHBIX (DYHKLUHE, HMeeT B KauecTBe MHOMKECTBA
penieHuit xak pas kmaacc .2,.

s noxasatenbcTBa Teopemel 2, ABJSIOMIEICS NIABHOM uacThlO TPysa,
IpHMEHSIeTCsT JieMa:

Iyetb 4, 73, ..., 7 — KoMMJIeKCHEe Pas/IHYHbIe YHCJIA, OTJIHYHEIE OT

Hyns, Py(x), k=1, ..., s — MHOrOYHCJeHB! ¢ KOMIIIEKCHLIMH K03 -
s

OHEHTAMH CTENeHH p,— 1 u n= Epk; H3- cooTHolleHuii (4.1) BhITe-
k=1
kaer (4.2).

Haercst apyroit mMeton mas Toro cayqasi, korna a;(h) saBisiorcs audide-
PEHIUDYeMbIMHE  (DyHKIUAMH; AOKA3BIBACTCH, YTO B 3TOM CJyuae (yHKLHS
f(x) sBasiercss ckosbKo YroHO pa3 audepeHIUpyeMoii,

LA CARACTERISATION DE IL’ENSEMBLE DES INTEGRALES DE
TOUTES LES KQUATIONS DIFFERENTIELLES IINEAIRES
HOMOGENES AUX COEFFICIENTS CONSTANTS, D'ORDRE DONNE

RESUME

Soit 2, la classe des fonctions réelles ¥y = f(#), définies sur I'axe réel,
qui vérifient une équation différenticlle de la forme (1.1), oit 4,, ..., 4,
sont des constantes réelles quelconques. Si f(x) e £,, alors J(x) vérifie une
relation de la forme (1.2) et (1.3) avec ay(h) 3£ 0 pour % '€ (0, H).
L’auteur démontre :

TraforimME 1. L’ensemble des Jonctions réelles continues f(x) qui vévifient
Véquation (1.2) avec des fonctions continmes ¢ ef Yy, =1, ..., n pour x et
Y nombres réels quelconques, coincide avec la classe L

ff TutorEME 2. L'ensemble des Sfonctions réelles continues f(x) qui, pour
% et h nombres réels quolconques, vérifient Uéquation (1.3) avec des fonclions
continues ayh), 1 =0,1, ..., n, (ag(h) 20 pour x € (0, H)), coincide avec
la classe de fonctions 0,

Ainsi chacune des équations fonctionnelles (1.2) et (1.3), pour les fonc-
tions contintes, dans lesquelles toutes les fonctions qui interviennent sont
considérées comme inconnues, caractérise la classe £,. Le probléme de
la résolution de I’équation fonctionnelle (1.3) a été proposé par T. Po -
poviciu, '

Pour des fonctions dérivables, ’équation (1.2) a été résolue par St 4 -
ckel [10]. Les solutions données par C. Stéphanos [I2] et T.
Levi-Civita {6] utilisent I'affirmation inexacte que ,l’annulation
identique du wronskien entraine la dépendance linéaire des fonctions con-
sidérées”, et I'esquisse de démonstration donnée par P. Stidckel dans
[11] peut susciter la remarque que l'équation différentielle linéaire et
homogéne aux coefficients constants, a laquelle il aboutit, peut étre illu-
soire, avec tous les coefficients nuls.
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I. Feny d [l] aconsidéré l’équation (12) dans_ lef ca_dr}e des f.onctions
généralisées, dans 'hypothése que les fonct:ong generahsges qui corres-
ondent & ¢¢(%), ..., ©,(%) sont ,linéairement depem%lantes dains un sens
})ntroduit par l'auteur. Puisqu’on ne sait passi # fonctions continues, linéai-
rement indépendantes dans le sens habituel, sont ou ne sont pasFauss,%
linéairement indépendantes dans ce sens, le résultat donne. par I. Fenyd
ne résout pas l'équation fonctionnelle (1.2) p‘our\]es fonctions continues.
I équation fonctionnelle (1.4) a été réduite & une équation f9nct102n-
nelle de la forme (1.3) par N. Ghircoiasiu et H. Ros,c“au t[' 1,
telle que, en appliquant le théoréme 2, on peut conclure que 1'équation
(1.4) a dans le cadre des fonctions continues, comme ensemble de solutions
Scisément la classe £y : , : =
premf)(-‘;n‘:r démontrer le “Ehéoréme 2, qui constitue la partie pnnmpalle du
travail, on utilise le lemme : Soient 74, 7, e 7 dﬁ;{s uomllarﬁz nig;nlsauix?z
s 4w 2 cpp s z ¥ 2 s s es o
distincts et différents de zéro, Py(x), & ; Sp y
< = . lations
corps des nombres complexes de degrés p, — 1 et n = Z.ljbfe, des r(j )a 0 t
: ‘thode pour le cas oft a;(k) son
4.1) résulte (4.2). On donne une autre mé :
Eles )fonctions(une fois dérivables; on montre que, dans ce cas, la fonction
f(x) est indéfiniment dérivable.
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