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STUDIU ASUPRA UNOR ECUATII DIFERENTIALE

DE

H. ROSCAU gi I. STAMATE
(Cluy)

1. Prof. T. Popoviciu, cu ocazia unui referat finut la Institutul de
calcul din Cluj, a propus restudierea unor ecuatii diferentiale integrate
de G. Darboux [1,2].

Ecuatiile considerate de G. Darboux sint de forma

¥ i I el

y oy Pt 1
A"If] 25 . . . . I R N B T ] == m ( )

y{N) yﬁw 1) e y(zm

unde
m=0,  m=1 si m=e¥te,
A, Sellerio [4] a studiat de asemenea ecuafia diferentiald.
D. V. Tonescu [3] di o metodd directd de integrare a ecuatiilor
diferentiale

A’f[f] e 0! A»[ﬂ v 1 @1 An[ﬂ =3 AB“.

Noi, pornind de la aceeasi indicatie, ne-am propus si studiem ecuafii
diferentiale ca acelea ale lui Darboux, sau extinderi ale acestora. Metoda
utilizatd de noi coincide cu aceea a prof. D. V. Ionescu, astfel cd nu insis-
tdm asupra péirfilor comune cu aceastd lucrare.

Voim si semnalim c3 studiind ecuafia functionala

f(x) fx + &) co. f(x + nh)
(e + ) fx+20) . Hx+n 18| _ g

f(x 4+ nh) f(x +n + 1h) ... f(x+2nh)
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in ipoteza ci funcfia f(x) este derivabili sau ci este o functie mirginiti
sau masurabild si cd B™* Aif(%) tinde uniform citre o functie g(x) cind
h—0, se ajunge la ecuatia diferentiald Al =0

2. Pentru ecuafia diferenfiald A [f] =0, s-au obtinut urmitoarele
rezultate :

Orice integrald a ecuatiei diferentiale A, [ f1=0, pentru care A,_,[f]520
este integrala ecuatiei diferentiale

y(n.] + ‘/lly(ufl) e + A”j; = 1) (2)

cu coeficienfii A4;, 4,, ..., A, determinati prin un sistem de ecuatii li-
piare date de conditiile lui Cauchy.
~ Invers, orice integrali a ecuatiei cu coeficientii constanti (2) este
integrald a ecuafiei diferentiale A,[f] = 0 in care A, 5 [f]=~0.

Fie acum ecuatia diferentiali

y y’ 1 yhﬂ

Yik) y(k.+n co. Ylhitn)

y(kd y(k:+1) b y(k;r}'ﬂ} — 0 (3)
ytk,,l v(k,‘H.I L yfk_"+u)

unde 1 < k1_< ky < ... < k,, iar k, >n.

Pentru integrarea acestei ecuatii putem presupune, firi a restringe
generalitatea, ci determinantul
’ - y(n—].)

= y(k,+u—‘n

¥y Y
y(-&ﬂ yfh+l)

(4)
ytk,,_ll y(k,._ﬁ-l) o y(k,,_l+n—l)

nu este identic nul.
~ Conditiile necesare si suficiente pentru ca determinantul din (3) sd
fie nul, oricare ar fi x, sint

yihad pmyat) LA gy =0
ytkn"i"') e a,lyfiﬂ_]+l) + ...+ any' =40 (5)

unde coeficientii a,, ay, ..., a, vom arita ci nu depind de z.
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Prin derivarea unei relatii din (5) si tinind seama de relatia urmi-
toare celei derivate, rezulti sistemul

ayyta-  +agy™?  + ... t+aly =0

uiy(kn-l""” _l_. a"zy”’uiE‘"” + Leshd + a.; y‘ =0

.....................................

aytn-1ta-10 4 giyta-ztnml o gr gy =g,

Cum integrarea se face in ipoteza ci determinantul (4) este diferit
de zero, Tnseamni ci
ay=az=...=a,=0,
deci
@, = const., @, = const.,..., @&, — const.

Astfel prima relafie din (5) este o ecuafie cu coeficientii constante

arbitrare.
Solufia generald a acestei ecuafii este

13X 12y ¥y X
y:CJ_BJ -J{“ng —|—-...—|—-Ck”6ku " (6)
unde C;, Gy, ..., C; sint constante arbitrare, iar 7, #,, ..., 7y, sint rd-
dicinile ecuatiei caracteristice
k oy k
rt a4 L a7+ a, = 0. (7

Desigur cd in cazul rddidcinilor multiple ale acestei ecuafii, solutia

(6) ia forma bine cunoscutd din teoria ecuatiilor diferentiale.
Relatia (6) dd solufia generald a ecuatiei diferentiale (3) daci C,, ...
oy Cy, 81 ay, ..., a, din (7) sint constante arbitrare, adicd 7y, 7,, o =i B,
sint functii de constantele arbitrare a,, a,, ..., a,. Astfel (6) contine &, -+ »
constante arbitrare cit este ordinul ecuatiei (3). Cum ecuafia (7) este me-
completd, rddicinile ei, », cu ¢ =1, 2, ..., &, sint legate prin &, — » re-
latii, primite utilizind relatiile dintre rddicinile $i coeficientii ecuatiei (7).
Solutia generald a ecuafiei (3) s-a obtinut in ipoteza ci determinantul
(4) nu este identic nul. In cazul cind este identic nul, problema se reduce
la integrarea unei ecuatii de forma (3), de ordinul %,_,, a cirei solufie este

Y= Clgflx + Cot™ + ... Cretn—1" .

dar aceasta este o solutie particulari a ecuatiei (3).
J. Integrarea ecuafiei considerate de G. Darboux

y ¥ e ™
¥’ yu o y(n+1] =_¥

.y(.n) y[n-}-l) = ytﬂn)
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sau

. y(n+l) o (8)

y(n) y{u+l| e yﬂ".‘l

unde % este o constanti, revine la integrarea unei ecuatii de forma ecuatiei (3).
In adevir, derivind ecuatia (8) se giseste ecuatia

y oy L. oy
yt yn . y("-*”
................. = 0 (9)
y("—” yl") o y(anl)
y(n+l] y(u+2]. M y(ZfH-l)
care fiind de tipul ecuatiei (3), are solufia
y=C"+ ...+ C,p e " (10)
unde Cy, ..., G,y sint constante arbitrare, iar 7, ..., 7.+, constante

arbitrare, ce trebuie si verifice relatia

Vi B i N R e )
Deci solufia ecuafiei (9) s-ar putea scrie

y= Clghx + ... -- C,,ﬂr”x s Cﬂ--l-l 8_(’:+’a+-..+’»)x

unde Ci(i=1,2 ...,n4+1) sir,...,7, sint constante arbitrare. Pu-

nind apoi condifia ca functia din (10) si verifice ecuatia (8), se va gisi o
relatie intre aceste 2n -+ 1 comstante arbitrare, care impreuni cu (10) di
integrala generald a ecuatiei (8).

4. 5S4 considerdim acum ecuatia diferentiali

Wyt y(n+“ — g+l (az+d)

Ea se reduce la cazul precedent prin substitutia

ar+b

y =g
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obtinindu-se
Zl;'“z'l'b [2 + a]{‘Jenz+b a0 [Z + aJ(H)ea.r+b

[Z + a]“‘eﬂl‘f‘b [2 -4 a](?]eﬂx{—b e [2 +a}(u+l)eax+b . gl441) (as48)

(%) (n+1
[z +a] e**° [z 4+ a]" e+ | [z 4+ a]/*) gastd
} : L (n—1 p,(n—p) b
unde am notat prin [z + a]™ pe PRl RS B By, a® 4
+ ... + a"z. Dind factor comun pe €“’, din fiecare coloani si apoi
simplificind cu "V obginem astfel ecuatia

z [z + a™ L [zpal™
[z4+a" [z+a® .. (244" =1

[k al™ L2+ al™M oo 8 Foal

(2n)

care se reduce la una in z de forma (8), ficind asupra determinantului pre-
cedent urmitoarele tramsformdiri: la elementele liniei a 4+ 1 — a Soe
aduni acelea ale liniilor 1,2, ..., # inmulfite respectiv cu (—1)"a"C,,
(—1)""u"7[C},, ..., —aCi', la elementele liniei a n-a se aduni’ acelﬁa-lale
liniilor 1,2, ..., m — 1 inmultite respectiv. cu (—1)""'a""'C,)_,,
(=17l E ) 4 5 —aCt”} s.a.m.d. ; la elementele liniei a 2-a se aduni
elementele liniei 1-a inmulfite cu —aC?. Se va proceda apoi absolut la
fel si pe coloane. In felul acesta se gdseste ecuafia

-

z 2 B .
o 2" z(n+1) =
g Gl g (2n)

a cidrei integrare se cunoaste.

HMCCJAEJOBAHHUE HEKOTOPBIX NHU®PEPEHIIMAJBHBIX
YPABHEHHWH

KPATKOE COHOEPJKAHHE

Wcxonst ot muddepernnanbubix ypaprenuit (1), KoTopple GBUIH HHTETPH-
poBanel I'. M ap6y [l,2] u wemasuo I, B. Honecky [3], uccneayorea
nuddepennnansaele ypaBuuua tanos (3), (8) u# (11).
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ETUDE SUR QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

RESUME

En partant des équations différentielles (1) qui ont été intégrées par
G. Darboux [l,2] et, récemment, par D. V. Tonescu [3], on
€tudie des équations différentielles des types (3), (8) et (11).
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