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TEOREME DE TIP STURM PENTRU EXTREMELE
INTEGRALELOR UNEI ECUATII DIFERENTIALE LINIARE
SI OMOGENE DE ORDINUL AL DOILEA
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FLORIN CONSTANTINESCU

Lucrave prezentatd tn sedinfa de comunicdri din 17 aprilie 1957
a Institutului de caleul — Clug.

Pornind de la cazuri simple, cercetirile clasice ale lui Sturm [1]
au dat proprietiti ale solutiilor unei ecuatii diferentiale liniare §i omogene
de ordinul al doilea, fird a mai trece prin faza integririi ecuafiei. Sturm a
demonstrat o teoremid de separafie pentru solufiile liniar-independente ale
unei astfel de ecuatii si o teoremi de comparafie pentru solufiile a doud
ecuafii in ipoteza umnor relatii intre coeficienti. Cercetdrile lui Sturm au fost
continuate de M. Bocher [2], care a stabilit existenfa valorilor proprii
ale unui sistem Sturm.

Tn aceasti lucrare se face un studiu analog cu cel al lui Sturm, insd nu
pentru zerourile solutiilor, ci pentru punctele de maximum si de minimum
ale acestora. La sfirsitul lucririi se dd o delimitare pentru distanfa dintre
doud puncte de extremum ale unei solufii.

1. Si considerim ecuatfia diferentiald :
"' +(%)y' +g(x)y=0 (1)
unde presupunem ci f(x) si g(x) sint funcfii continue pe un interval [a,b],
iar g(x)>0 pe acest interval. -
Dacd y(x) este o solufie a acestei ecuatii, avem :
Lema 1. Multimea punctelor de extremum ale solutiei y(x) coincide
cu multimea punctelor in cave se anuleazd devivata acesteia y'(x).

Evident, mulfimea punctelor de extremum este inclusd in mulfimea
zerourilor derivatei. Dacid admitem ci incluziunea contrard nu este ade-
viratd, inseamnd cd in x, avem :

¥’ (%) =" (%) =0
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Deoarece g(xy)=~ 0, avem : Y (%) =0 s,;i.confo_r_m teoremei lui Cauchy y(x)=0,
solutie pe care o excludem din consideratiile noastre,

Lema 2. Punctele de extremum ale solutiei y(x) sint puncte izolate.
Sd admitem ci ar fi un punct de acumulare pentru punctele de
extremum ale lui y(x), adicd pentru zerourile derivatei y'(x). Atunci existd
unﬁlr{;r,,} 3 (%0)=0,n=1, 2,... care pentru #— co ; tinde eitre x,; 8§ (%) =10s
Oricare ar fi #, avem :
/ ’
Y (%) — 9" (%)
Xn—2%,

=0

$1 trecind la limita pentru n—sco : y”(:w:o)_:(). Deoarece g(x)>0, inseamni
cd avem si ¥(xy) =0 si conform teoremei luj Cauchy y(x)=0, solutic pe care
am exclus-o.

Lema 3. Zevourile si pumctele de extremum ale uner solutii Y(x) se
separd pe inlervalul [a, b]. :

I_)emonstrat:iq acestei leme a fost dati de acad. M. Nicolescu [3],
atunci cind f(x) si g(x) sint derivahile, side E. Kamke [4] pentru f(x)
si g(x¥) numai continue.

2. TEOREMA 1. Punclele de extremum a doud solutii liniar-indepen-
dente ale ecuagiei (1) se separd pe intervalul [a, b).

Fie y,(x), y5(x) cele doui solufii liniar-independente. Wronskianul
acestor solutii

W) ="t 2|0, 2
ALl Yo &

Fie x; si x, doud extreme consecutive ale solufiei y,(x). Avem :
W(x) . W(x,)>0 (3)

adicd -
y1(%y) yé(ﬂﬁ) ¥1(%p) yé(x2)>0-
Pe de altd parte, dupi lema 3 :
Y1(*1)31(,) <0. (4)
Rezultd :
Vo (%1)y, (%) <O0. (5)

Asadar, intre x, si x, se giseste cel putin un extrem al solutiei y,(x). Demon-
stram analog ci Intre doud extreme cénsecutive ale lui y,(x) exista un extrem
pentru y;(x). Din aceste doui afirmatii rezulti teorema 1.

3. Sd considerim doui ecuatii diferentiale de ordinul al doilea aduse
la forma autoadjuncti :

(fly’)’“}'gly:(): (fzz’)’—l—g2z=0 (6)

cu fy, fy, fh sz, g1, g continue pe intervalul [a, b].

(3
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TEOREMA 2. Dacd pe intervalul [a,b] avem :

f1(%) > fo(x) >0, g(%)>g(x)>0 (7)

atunct intre doud extreme ale oricdrei solutii y(x) se gdseste cel putin un extrem
al flecdrver solutii z(x).

Demonstratia acestei teoreme se bazeaza pe_ urmitoarea - identitate
cunoscuti sub numele de indentitatea lui Picone [5]:

12 ' Y )2 e
o B e A O N A R A () I
dx | 2
Fie x;, %, doud extreme consecutive ale unei solutii y(x). Dupd cum rezultd
din lelllna 3, intre x, si %, existd un punct %, pentru care y(xo}:O.u
Este suficient si ne situim in cazul 9'(x)>0, deoarece celdlalt caz
Vi in i i ==l
'(%)<<0) revine la acesta prin inmultire cu ) e
A )Sé ():011struim solufia particulari z(x) care satisface la urmétoarele
conditii initiale :

Ar)=y(x) =0,  #(%)='(xo) (9)

o : o
Admitem ci pe intervalul (xy, %,], #(x) nu are nici un ex‘trcni. ;f&t}111;:trétg;»).
‘(x) péstreazd semnul pe intervalul (x,, #%,], iar in punctul x, 3

si 2
y(%,) >0, y'(x,) =0, 2(%5) >0, 2 (%) =>0.
Apoi :
y(xU) — lim y(x} st lil‘ﬂ y’(ﬂ’) L= 3 (5\7“) =
(%) o 2(2) 2(x)  Z(%)

Si integrim identitatea lui Picone intre limitele x, 51 %, :

e S [(gg—gi)yu(h-fa)y’zﬂg (;v’* %2)2 ] ax

l (v'zfy—vzt,)
&

- (&4 :: S (e +(rpiy™ o[y = 22 a0

. 5 - ; ’
In egalitatea (10) primul membru esteune.gﬁatw, pe .Cl]‘:ld al Elollga ue;t:‘{]]zroez;n
tiv. Rezulti ci ipoteza noastra este falsua si 1n_t{e %, sl ’1“‘2. se gas‘est e o e:{ e
al solutiei z(x). Analog se {iemonstreaza cd si intre x; 5;11 xouiijisdiué eX:C L
al lui z(«). Prin urmare pe intervalul [%;, #,], z(«x) are ce 11:3 b e e
si conform teoremei 1 orice solutie z(x) are pe acest interva = P b
extrem. Teorema 2 este demonstrati. Ca un rezultat intermediar :

TEOREMA 3. Dacd pe intervalul [a, b]:

Lzh>0,  g26>0

6 — Studil si cercetirl de matematica
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atunce f”'.ntdu dr,ztaz 0 solutie y(x) a primei ecuatii s¢ doud extreme consecutive
¥y, ¥y, eX1Sld 0 solufre z(x) a celei de a doua ecuatii care are cel putin doud extre-
me pe intervalul [%;, %) '

Aceastd teoremd rezultd din demonstrafia teoremei 2.
In cazul f,=f,=1 relativ 1a solufia definitd de (9) mai putem adiuga :
TEOREMA 4. In vecindtatea punciului w, existd puncte in care avem :
()] > |2(x)|
Sd presupunem ci nu este asa; adici pe intervalul (x, %,+8) avem :
2(%) >y ().
Vom folosi o functie auxiliarj :
o(%) =2(x) —y(x).

Avem : o(x,)=0, ¢(x)>0 pentru xe(x, x,-+3): i i
e gﬁ 4 9 ;i : P | (%, %+ 8); 8 poate fi ales destul de mic

Pe de altd parte :
YR =—py(%),  2(%)=—gu(x)
integrdm intre %, si we(¥, %-+3):

YO~y (== gyds  (0) —(x) = — (" guds.

Xo

Deoarece g,>g,>0, 2>y avem si ga>gy si nggzdx>sx gydzx, deci
Xo Xo

V(R =Y (%) >2 (%) s 2 (%) =y'(%), ¢'(%)=#(5)—y'(x)<0.
Contradictia obfinutd demonstreazi afirmatia noastri.

g‘emonstra,tia este analoagd pentru intervalul (%0— 38, %,).
le acum y(x) si z(#) solutiile ecuatiilor (6), definite in modul urmitor -

Y (@) =0
y'(a)=o,

: Z(a)=uy (11)
7' (a) =,

Vom studia urmitoarele dous cazuri:
a) oy=oy=0
b) o0, ay-£0
in care caz mai presupunem :
hi@)a)  fy(a)e,
_;71> 3 2

> 1 0. 0t oty 6t >0,
% %y

wr-
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o

Deoarece printr-o inmulfire cu o constantd putem face oy.0,>0, rezultd
ci curbele integrale cresc amindoud sau descresc in punctul a.

e

a b o
Fig. 1 Fig. 2

TEOREMA 5. In intervalul [a, b] solutia z(x) are cel pufin lot atitea
extreme cite ave y(x) in acest interval si numerotind cu Xy, X%y, %y, . . . extremele
lui y(x) iar cu x,, %y, %, . .. exiremele lui z(x) in ordine crescdloare, avem :

X<y

pentru orice valoare k corespunzdloare wnui extvem al lui y(x) st 2(x).

Aceasta este analoagd cu teorema generald de comparatie a lui Sturm,

care este de bazd in teoria sistemelor Sturm.
Ne vom servi de aceastd teoremd si de aceea o enuntdm independent :

in intervalul [a, b] solutia z(x) are cel putin tot atitea zerouri cite are

y(x) in acest interval si numerotind cu xy, %y, #,. .. zerourile lui y(#) iar cu
%1y Xgs Hgye o - zerourile lui z(x) in ordine crescdtoare, avem :
X%,

pentru orice valoare k corespunzitoare unui zero al lui y(x) §i 2(x).

S4 trecem la demonstratia teoremei b.

Cazul a), este evident, deoarece revine la teorema de comparafie 2 prin
inmulfirea uneia dintre solutii cu o constantd.

in cazul b), tot dupi teorema de comparafie 2 rezultd cd z(x) are cel
putin un extrem intre x; $i %, %, i %, etc. Rdmine de demonstrat cd z(x)
are cel pufin un extrem intre @ $i x;. Dacd o;=0, acest lucru rezultd ime-
diat din teorema 2.

Presupunem : ;
oy == 0.

Cazul 1. Presupunem ci pe intervalul («, %], z(%) nu are nici un extrem.
Evident, z(x) nu se anuleazd atunci pe acest interval i putem integra identi-
tatea lui Picone intre a i x;:

Liyap eyt = @y + iy +h{y - 2P aa

) e[, %]
z(%y) iad 1[11 i 5 fz]

- S [(gl—gl)y'“ +H(h— 1)y *+1s {y'— %Zﬂ <

a
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Contradictia obfinutd ne aratid cd intre @ si ¥, existd un punct de extremum
pentru z(x).

5 e g
f,‘azui 2. Fie g; primul punct la dreapta lui a, in care y(x) se anuleazi.
Dupa teorema generald de comparatie a lui Sturm, existd un punct £ ¢(a, &, ]
in care avem gi z(£;)=0. Dacd intre a §i § existd mai multe puncte in care
z(x) se anuleazd, teorema este demonstrati. Vom presupune existenta
unui singur punct £ in care z(g)=0.

e 0o 31 £/ ol o A =1 a0
i lDte asemenea f'\_ro(11n presupune cd intre &’ si %, 2(«) nu se anuleazd, cici
el teorema ar fi demonstratd. Asadar, presupunem cd z(x) si z'(x) pis-

5 : R sty 2 T ;
Erezizaxs.emnul pe intervalul (&'y, ;). Integrdm identitatea lui Picone intre

sl o

U= g:‘[(gz—gl)yﬂ+(f1~f2)y'2+f2(y'— —f—z‘ﬂdx

5
¥ (xy)2' (%) - ' -
— 2w = (e —edyr H(h—hy k(v — 27| e
z('?“l) : 51 3
Contradictia obfinutd ne arati cd intre & si x, existd un extrem pentru
z(x). Teorema este in intregime demonstrati.

L (y'2t,—a'yty)
2

1

_ /5 in 111c11.e1ere vom folosi teorema 2 pentru a deduce margini (infe-
rioard si superioard) pentru intervalul dintre doud puncte de extremum con-
secutive ale ecuafiei

(1y) +ey=0 (12)

unde presupunem cd pe intervalul [a, b] avem : f(x)>0, g(x)>0. Notind
cu my, My minimul §i maximul lui f(x) iar cu 2y, M, minimul gi maximul

lui g(x) pe [a, b]:
TEOREMA 6. Distanta dinive doud extveme conseculive ale ecuatier (12)

este cuprinsd intre :
m - M
JETaE
g My
Pentru demonstratie, sd compardm ecuatia (12) cu ecuatiile
(my2') +Mz=0
(Mg2') +mg 2=0

care se reduc la :
My 2 +Mgz=0
Mzz" g 2=0. (13)

Aplicind teorema 2 §i integrind ecuatiile (13), teorema 6 rezulti imediat,
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Teopempl Tuna Ltypma AJjist 9KCTPEMYMOB HHTErpanos OLHOro
JUHEHHOro oIHopoaHOTo nuddepennansHoro ypasHeHus
BTOPOro nopsjka

(Kpatkoe cojepxanue)

B pafoTe HCCJACAYIOTCS TOYKH IKCTPeMyMa peilenHi JIIHEHHOrO 0JHO-
poanoro audhepenuHansHOT0 yPaBHEHHS BTOPOTO HMOpAAKA:

Y’ +1 ()Y +8(x)y=0, (@)

rae f(x) u g (x) uenpepeBHble HA OTPE3KE [a, b] ynxuuy, npuuem g (x) =0
B 3TOM OTpeske. B Iepeofi uwacTd AOKAa3bIBAIOTCS CIEAYIOILHE ABE TEOpEeMbl:
Teopema 1. Toukn sKCTpeMyMa JABYX JHMHEIHO HE3ABHCHMBIX pewenui ypan-
netusi (1) ormeasiorest na unreppane [a, b].

PaceMaTpuBaiorcsl ypaBHeHus:

(hy') +&y =0 (6)
(J2) +g22 =0.
Teopema 2. Fean na otpeske [a, b] umeem: [ = [, > 0; g2 = g > (), Torna
MEMLY ABYMS SKCTpeMyMami J060ro pemenns y(X) HaxoXHTCS Mo Kpalinei

Mepe OIHH SKCTPEMYM KamI0ro pemenus z(x).
B 3akJI0UCHNH HAXOASTCS TPAlHUbl (BEPXHAA H HHMKHSM) s paccrod-

HHA MeKAy IOBYMHA oche oBaTeJbHbIMHA 9KCTPEMYMAMH.

Théorémes du type Sturm pour les extrémes des intégrales d’une
équation différentielle linéaire et homogéne du deuxidme ordre

(Résumé)

On fait une étude des points d’extremum des solutions de 1’équation
différentielle linéaire et homogeéne du deuxiéme ordre :

v +1(x) ¥'+e(x) y=0 (1)
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oit f(x) et g(x) sont continues dans l'intervalle [a, b] et g(x) >0 sur cet inter-
valle. Dans la premiére partie on démontre les deux théorémes suivants :

1er théoréme. Les points d’extremum de deux solutions linéairement
indépendantes de I'équation (1) se séparent sur l'intervalle [a,b].
On considére les équations :

(hy') +&y=0
(h?) +g2 =0, i

2¢ théoréme. Si dans l'intervalle [a, bJona: f, >/, >0, g,>g >0,
alors entre les deux extrémes de' n'importe quelle solution y(x) il existe
au moins un extréme de chaque solution z(x).

Dans la conclusion on trouve des limites (inférieure et supérieure)
pour la distance entre deux point d’extremum consécutifs.




