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Primele exemple de numere transcendente au fost construite de J.
Liouville. Aceste numere au forma

=<1
2
nl ?

n—1 10

unde girul a,, a,, ... are o infinitate de termeni diferiti de zero, formati
din numerele 0, 1,2, ..., 9. : ;

DEFINUTIA 1. Orice numdr de forma

5

aﬂ-

)\A»Br{'u} = A + E B : i ¥

n=I

unde A este un nwmdr intreg, B este un numdr intreg supravnitar, tar sirul
Uy, Gy, ..., Gy, ... eSle un Sir de numere intregi situate in tntervalul
[0, B —1], care are o infinitate de lermeni diferiti de zero, se numeste
numir de tip Liouville. Prin £, 5 se va nota multimea tuturor numerelor de
tip Liowville pentru A si B fixati. De asemenca se vor introduce notafiile

Lp= O L5, = ] =fp
A= = B=2

Se aratd, ca si in cazul numerelor lui Liouville (a se vedea [1], [2])
cd mulfimea £ este o mulfime constituiti din numere transcendente.

In lucrare se stabilesc citeva proprietdti ale mulfimilor liniare Lag

Ly sl L.
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Lema 1. Are loc incluziunea LypC (A, A + 1).

Intr-adevdr, pentru partea fracfionard a unui numir din Ly p este
=]
. a
valabila inegalitatea : 0 < E
n—=1 B
din £, apartine intervalului (4, 4 + 1), ceea ce demonstreazi lema.

:, < 1, de unde rezulti ci orice numir

LEnma 2. Multimile L4 5, Lp si L au puterea continumwmauli.

Intr-adevir, din corespondenta biunivocd intre mulfimile £, zsi [0, 1);

ﬂﬂ!
-3

A4

t('”
w—=1 B n=1 B”
rezulti ci £, » are puterea continuumului. Tinind seama de incluziunile
Ly s C Ly C LC(—o00,00)

si de faptul cd multimile 2,4 p $i (—o0, 00) au puterea continnumului, rezultd
cd si multimile £z, £ au puterea continuumului.

Trema 3. Multimile L4 5, Lp si L aw wmdsura Zero.

Demonstrajie. Mai intli se va arita cd multimea £4 p are mdsura zero.
Multimea £y fiind o reuniune numirabild de mulfimi de forma £4 5, iar
L fiind o reuniune numaérabild de mulfimi de forma £p, rezultd cd si mul-
fimile fp si £ au mdsura zero.

IYie ¢ un numir pozitiv arbitrar. Prin "QA'B'{‘H _____ o) S€ va nota mulfi-
mea numerelor din £, p care au primii / termeni ay, a,, ..., a; fixati.

; ; A : 1
Multimea ,2.—:_3,{:;1“__!"{} este inclusd in intervalul de lungime —:
A

1 e [
a=1 B n—=1 Bll

R

Astfel ﬁ,f,;_u,,l, .4 este acoperiti de un interval de lungime é Mul-

timea £, peste reuniunea unui numdr B¢ de mulfimi de forma £, Bfag il

i

prin urmare £, p poate fiacoperitd cu B? intervale de lungime totala

B”.

Alegind numdirul 7 suficient de mare (¢ | > 1 —logg €), multimea £, 5 este
acoperiti cu B¢ intervale de lungime totald mai micd decit e

DERINITIA 2. Prin Sap se va nota mulftmea intervalelor deschise (a, D)
care au proprietatea . ovicare ar [i ¢ >0, au loc relafitle :

(@, )N-Laz =4, (a — e, b) NLy 27D, (@ b0+ €} MLy s A,
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unde prin A s-a nolal mulfimea vidd. De asemenea se va inlroduce notafia :

o0

i L s

A= —e

LeMA 4. Daci pentru i =1 are loc inegalilatea a; < B —1, atunci
tntervalul :

o B) = [ 3

n=1I

1

Y - '. Oy )
Bl e DRl e R
L (I) 1) ey | I " ‘ Ha!

1
B gt =

va apariine mulitmic S4 p.
intr-adevir, din wx€(z, B), rezultd cd in reprezentarea in baza B a
numarului x :
x=4, & a 000 a; 0 ... 04 0
040 ...0B—10 .. 0(EB-L0 ..+
+0, 0 00000 0 ... 00 0
00T - B e By TRl M wen X Hps e

existd cifre 2;(j =1, 2, 3, ...) care si [ie diferite de zero. Astfel numirul
¥ nu va aparfine multimii £, . Pentru orice = pozitiv are loc relajia :

M, Bfa,, .. B-1,B-1,..} € (% — & B)-
In fine trebuie si se arate ci

L4 gNe, B+ ) ZA

Pentru £ > si < ¢, toate numerele din 2,4 p de forma

)‘-A, B'("l' ety 0,00 0, Ry R 2 of

cu @, ..., «; fixati, vor aparfine mulfimii («, B 4 )N L4, s

Astfel lema este demonstrata. )

Se poate observa cd multimea (o, § + =)Ly p are puterea continuu-
mului.

€0

Lema 5. Intervalul («, B) = (.[ + ZB/HI—l], A+ 1) aparfine  mal-
/gt

"=
fimit S 4 p.
Aceasta lemd se demonstreazi ca i lema precedentd.

DEFINTTTIA 3. Prin ly p (e, ... 4y S¢ noteazd numdrul rafional

i

A+

n—1 D
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tar prin P4 p i s va nota mullimea numerelor de forma ly p (0 ... o) c4 a; 7
. . . s R
#= 0. Se mair introduc nolaliile

x (- ]
pa 5= Uea,mis 8= U par, p= U Pa.

i=0 A o B=2

LeMa 6. Dacd o este un numadr real si a g Lyl)pp, atunci existd un
tnterval (o, B) care aparline mullimii g, astfel incit sd fie valabild aparte-
nenfa a €(e, B).

Intr-adevir, a scris ca fractie in baza de numeratie B, are cel putin
o cifrd diferita de zero scrisd in loc diferit de # |. Fie I prima cifrd de acest

oo v A 3 § : % =
fel Ibltuata .111 locul ¢! + k& (0 <k <i-2!—1). Fie d B i o oy Numarul
obtinut prin inldturarea din numdirul a scris ca fractie In baza B a
cifrei [ precum si a cifrelor urméitoare. —

Se pot prezenta urmitoarele cazuri :

1% ;< B—1, 2°% ay= ... =a;_y,=B—1 >0;_, 4, 3%a;=

= . == 0y — B — 1.
Referitor la aceste cazuri au loc relatiile de apartenenta :
in cazul 1°; .
¢ @, oo | i ” {

4 (‘4 + 77" + B = ]) nl 4 + e M) 4 !

’; Bn, ( .;;;',yl Bu. ; B”! + _B“ E,S‘A'B
In cazul 2°:

t—t—1 i Bl { T=—t=—1 . i .
A4 —r =3 e e
I 6 [ + ”2 B;r! + (B ) 1;;f Bu! ' _J "I—' ”; B“! -l R““‘il)! ] ECYAI B

In cazul 3°:

ae(A - Z}E} A +1)e54,3.

Din aceste relatii rezultd lema.

_ Lmma 7. Dacd intervalul («, B) aparfine multimii §, 5, atunci acest
interval are forma indicatd in lema 4 sau 5. '

Intr-adevir, din (, B) €S, p rezultd ci oricare ar fi numarul a din
(@, B) are loc relatia de apartenentd ae £, ;, adici existi un interval
(o, By) astfel incit («y, B,) €54, 5. In baza lemei 6 intervalul (¢, B;) ate una
din formele indicate in lema 4 sau 5.

_ Observafie. Intervalele maximale disjuncte cu £, p sint intervale des-
~ 4 s oA . i
chise la stinga si inchise la dreapta de forma (o, ], unde o este un numér
de tip Liouville din £, p, iar B este un numir rafional din py g
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LeMa 8. Multimea punctelor de acumulare ale mulfimii Ly 5 este

datd de reuniunea
pa, 8 U L4, B

intr-adevir, aceste puncte sint puncte de acumulare ale mulfimii £, 5.
Daci a€ Ly, p U pa,p, atunci existd un interval («, ) care aparfine mul-
pimii 8, 5, astfel incit punctul a sid aparfinid acestui interval.

Se poate alege un numdr pozitiv ¢, astfel incit intervalul (@ — <, a + ¢
s4 fie inclus n intervalul («, B). Prin aceastd alegere, vecindtatea (a —¢, @ + 2)
a lui a este disjunctd cu mulfimea L4 p.

LeMa 9. Dacd intervalul (o, B) aparfine mullimii 8, p, atwnci oricare
ar fi numdrul intreg c, intervalul (o + ¢, B+ ¢) va aparfine muljimii Sp.

Tutr—adevﬁr, diﬂ 7\,;, B, {a,} E:.EA' B rezultﬁ ca )\A+ ¢, B,{a,} eaQA-pC,E-

LeMmA 10. Are loc relatia :

sup (f—a) =1 — Xo, B, (B-1,5-1,...};
(a, E]Ecs,ﬁ

fntr-adevar, dacd intervalul (e, B) are forma din lema 4, atunci lungi-
mea acestui interval va fi:

1
B B B e 1Y | et e o B
| pil+1 Rl+1)1—1
1 i
7 DI+ T glieni—t o ] '

iar pentru @;2 este valabila inegalitatea :

1 k L Gy e . L |

:Bf“]-;—I e gli+ -1 gli+n+1 g2+

Astfel lema este demonstrata.

Lema 11. Sint valabile inegalitdfile
—”—~Lﬁ< sup (B-——fx)<l—2-
Bt B (o pedy &

intr-adevir, in scrierea in baza B este valabild inegalitatea

0,00 (B—1) (B—1) (B— 1) :é - B—‘ < swp @ — a),
; (. NED R
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: : - . : g 1 i
lar din lema 10 si inegalitatea evidenta Ao, B{B-1,B-1,...3 << — se obfinine-
B2

galititile

1

Lo Loap (p—o <L
T AN @ OES, B

Astfel lema este demonstrats.

Lema 12. Din By < By rezultd inegalitatea

sup (B—a) > sup (P — «).
(% Bledp, (o, pES 5,

Intr-adevdr, va fi suficient si se arate valabilitatea inegalitafii

sup (B—o) > sup (P + o).
(@ BES, (= BESE

. e i 1
Pentru aceasta se fine seama de relafia — — — >-—"_ care se
B® Be (B -+ 1)®

deduce din inegalitatea evidenti :
B(B—1)(2B% + 3B 4+ 9) > 1.

TEOREMA. Multimea L este o multime de mdsura zero de pulerea con-
tinwwmulut st orice punct de pe axa numerelor reale este un punct de con-
densare pentru aceastd mulfime.

Demonstratie. Din lemele 2 §i 3 rezultd ci mulfimea £ este de puterea
continuumului si are misura zero. Trebuie aritat ci orice numér real
este punct de condensare pentru £ (prin definitie un punct este punct
de condensare pentru o mulfime nenumirabili, daci in orice vecinitate
a acestui punct se afli o mulfime de puterea continuumului de puncte din
mulfime). Mai intii se va arita cd orice numir rational este punct de con-

densare pentru mulfimea £, Daci £ este un numsir rational, atunci oricare

q
ar fi baza B =m-q=2 (B este un multiplu a lui ¢), numirul ratio-

nal £ se va putea reprezenta sub forma 4 + =, unde 0 << a < g. De-
q B

a w o
oarece 4 -+ 5 €Pan rezultd ci £ este un punct de condensare pentru £,
. q

deci si pentru 2. Pentru a stabili ci orice numir real este punct de
condensare pentru mulfimea £, este suficient ca si se observe ci in orice
vecinitate a unui numﬁlr real, este inclusi o vecinitate a unui numar
rational.

Astfel teorema este demonstrati.
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O "HEKOTOPOM MHOXECTBE TPAHCHEHIEHTHBIX YHCEJI
KPATKOE COOEPKAHHE

Mneetcss MHoKecTBO Ly p unces BHjlA

- Py
4 + El Bﬂ'! 5
n=
” \
roe A= IeJsoe 4YHcJIo, B — HAaTypa/JbHOe YHCJO OoJblIe eJIHHHIIbI, a {ti’,,,f
— MOCJaeIOBATCABHOCTE YHCJIE, JEKANINX MEXIY 0uw B — I, ¢ OeckoHey-

HBIM YHCJOM YJEHOB OTJHYAIIIHXCA OT HY.J.
B Tpyne ycTaHaBJHBACTCS HECKOJBKO CBOHCTB MHOXKEGCTB

k-] el
Liw, Ly= U Las L= Ls,

' A=—c B=2
i ABJACTCH MHOXKeCTBOM MOIHOCTH
KOHTHHYYMA, uMeer HyJTIeBYIO Mepy, a J0Has ToOuKa Ha OCH JeHCTBHTEIbHBIX
YHCEJ SIBJSETCS TOUKOH CTYLUQHHS JJIA L.

1 B 34KJYEeHHM ToKa3aHo, 4To L

SUR UN ENSEMBLE DE NOMBRES TRANSCENDANTS

RESUME

On considére 'ensemble £y 5 des nombres de la forme
o0
(4]
H
A+ L
n=

oit A est un nombre entier, B un nombre naturel plus grand que l'unité
et {a,) une suite de nombres compris entre 0 et B —1, avec un nombre infini

de termes différents de zéro. A s .
Dans le travail on établit quelques propriétés des eusembles

Lain L= U Las, ,QZBL)U_.QB,

A=—eo

et, dans la partie finale, on montre que £est un ensemble de la puissance
. g , ye .

du continu, qu'il a la mesure zéro et que n'importe quel point situé sur

I'axe des nombre réels est un point de condensation pour 2.
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