~ 7 RESTUL IN FORMULA DE INTEGRARE NUMERICA
A LUI NYSTROM
DE

. V. IONESCU
(Cluj)

Sa consideram ecuatia diferentiala

v =[x 9) (1)
$i sd presupunem ci solufia ei care satisface la condfpla y(xn) = ¥,, a fost
calculatd in prealabil pe nodurile x;, %, ..., % in progresie aritmetici

cu rafia h = x, — x,. Pentru calculul lui y(xs) unde x4 = %; + k, se folo-
seste o formula de mtegrare numerici de forma

V(xg) = 'Y(%) + h g(:\ (Azg(xs) + Ag g(xs) + Aqgg(wg) + B58(%5)) —
_% (A g(xs) + 285 (%) | + R (2)
care se numeste formula lui Nystrom [1]. In aceastd formuld avem
g(x) = flx y(x)], (3)
jag -
'Azg(*"a) = g(5) — 28(%0) + 8(%)
( %) = g(x5) — 3g(xa) + 3g(x) — &%) (4)
g(%s) = glx) —4g(xy) + 6g(xy) — 4g(xg) + &(w)
Asg(xs ) = g(%) — 5g(xg) + 10g(xy) —10g(x) + Ba(r) — &(%a)-
TIormula (2) se mai scrie sub forma
Y(xg) = ¥(%) + 297 g(xs) — 406 f(xy) + 574 g(x,) — 426 g(-"z)

+ 169 g(x,) —28 g(x)] + R. (5)
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In aceastd lucrare vom determina restul formulei de integrare numerici
(2) sau (5), pe care-l vom pune sub formi de integrali definitd, din care
va rezulta o evaluare a valorii lui absolute. Vom presupune ci [unctia f(x, v)
are derivate parfiale in raport cu ¥ si ¥, pind la ordinul 6, continue in do-
meniul D definit de inegalititile

Yo < ¥ L Xy + a, [ = Yol L B

51 cd solufia y(x), care satisface la condifia v(x,) = y, este definiti pe

intervalul [x,, %, + a].

I. Pentru a determina restul formulei de integrare numerici (2) sau
(5), vom intrebuinfa metoda noastrd de lucru [2]. Aliturim la intervalele
[y, %], oo [45, %] functiile (), ..., pg(x) care sint solufii ale ecuatiilor
diferentiale

(%) =0, olx) =0, ..., o0 (x) =0 (6)
si care satisfac la urmitoarele conditii la limitd
P1(%) = 0, Pi(%) =0, ..., ¢(xy) = 0,
¢ (x) = —28h, o{¥(x,) =0

wa(%;) = oy(xy), (P;(x]) — CP;(‘U])' Ceey (P-(;)(-""‘l) = 'P{l")(xl):
P(%) — oP(x;) = 169 h, of)(x;) — p®(x,) = 0

Pa(¥a) = o(¥y), Py(%p) = 0,(¥a)s vy @i (%) = @i(xg),
#9(5) — () — —426 b, () — () = 0
t4(%3) = wa(), ‘94("“3) = ?;(9‘73)' coen () = o (x,), (7)
PP (%) — @i (x;) = 574 h, @(¥)(x) — 9{O(x,) = 0
Ps(¥0) = pa(%g),  @i(w) = Pu(%a), -0, @W(xy) = o{(xy),
p(xa) — o{)(xy) = —406 h, ) (x,) — @®(x,) = —90
P4(¥s) = @5(5), Ps(¥s) = @g(%5), . . ., (P;(;“(;‘:E) = ol(x5),
#P(%) — @Pxs) — 207 b, o) — () — 0
Pe{vg) = 0, P(¥) =0, ..., ol)(xg) =0,
o) = 0, gO(r) = —90.

In baza ipotezelor ficute asupra functiei S(x, y) solutia y(x) are pe
intervalul [x), v, + a], derivate succesive continue pini la ordinul 7, s
vom avea

¥y Va Xy
Scpgm.-d_\- =0, Sfp(;)_‘\!ri,\f —0, ..., g oUlydx = 0,
Yo LN X
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Aplicind la fiecare integrali de mai sus, formula generalizati de inte-
grare prin piarfl vom putea scrie
Ay
’ ’ B v { 2o S
[o®y —g@y' + ... + g/ y™ —oly® + <?1.1”‘”]“*'S oy dx =0

{
n

pplftly — oyt ot ¢ oo 9 000y by — §¢a;\"”drv =

+1

Xy

ol + o . o Y —py® 4 ey "_S Peydx = 0.

X5

[0

Adunind toate aceste formule membru cu membru si :,cinind seama de-
conditiile de limitd (7), obtinem formula de integrare (5):
B[—28 g(x,) + 169 g(x,) — 426 g(x,) + 574 g(x;) — 106 g(x,) + 297 g(x;) ]+

+ 90[ v (x) — y(2y) ] —S oy Tdx = 0

X

de unde deducem cd restul in formula (5) este dat de formula

R=— 5§ eymar (?)

90

Iixistenfa formulei de integrare numericd (5) cu restul dat de formula
(8) depinde de integrarea sistemului de ecuatii diferentiale (6) cu condi-
tiile (7).

.. )
2. Si determindm pe rind functiile o,(x), ..., gg(x).

Avem
2 \5
o) =28 I T
51
a(n) = —28 5 LB 4 159 2
3! 5!
op() = — 285 F =M 4 1695 K M°  yogp RS (9)
g 5 51 51
— B i ;o— )0
a(x) = — 281 iL;@L + 169 & L‘;f%L
hd | il s )b
S pp g 2= )R 1 574 k =m0
5l il
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aa(n) = —28 p LB 4 gy p oMy bty
s 5! Sil
—i— h74 k uf_ — 406 A (¥ — ,\';)i 90 ﬁ, )8
ot 5! G!
(] = — 28 LJ—— + 1695 Y= == 2" o b - I_L + (9

B T ) LT et A

5 51
__gotr =) 207 h (7 — %)%

G! 51

Cu aceste formule toate condifiile la limitda (7) din nodurile "
¥y «.., % sint verificate. De asemenea sint verificate conditiile din
nodul % si din aceastd cauzd @g(x) se mai scrie sub forma

gal) = — 90 L=H)% (10)

d. Putem acum sd facem studiul functiei o(x).
5S4 observdm cd" avem

@ (x) = —28 h

o) (%) = 141 h
@ (x) = — 285 h
PF)(x) — 289 h )
e®(x) = —117 h — 90(x — x,)

¢§(x) = 90(xg — x)
51 ci nici una din aceste derivate nu se anuleazi pe intervalul respectiv.
Avem
P(%) =0, ¢'(%) =0, o"(%) =0 ¢""(x%) =0
P(%%) =0, ¢'(%) =0, ¢"(x) =0, ¢""(%) =0,

’

iar funcfia ¢@(¥) este continud impreund cu derivatele ¢, o', 0", @™ pe
intervalul [x,, x].

Deoarece ¢(%p) =0, @(x) = 0 'derivata ¢'(x) are cel putm un zero

pe intervalul [x,, x,4]. S4 demonstrim cd acest zero este wunic.
Intr-adevdr daci ¢'(x) ar avea doui zerouri pe intervalul (%0, %),

ar urma aplicind teorema lui Rolle ca ¢"(x) si aibd trei zerouri, ¢'"'(x)

sd aibd patru zerouri, iar ¢®(x) sd aibd cinci zerouri £, &, Eoy gy v B
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Avem
(x — 79" (x — x)°
cpl(x) = —28 A 4—-—;-!—0#, CP“(.'M) = _90_81—“

ceea ce Inseamnd cd nici unul din zerourile Iui ¢M(x) nu se gédseste pe
(%q, %], a0 pe [, %). Atuncipunctele &, &,, &, &,, &; se gisesc pe intervalul
(%1, %)

Pe un interval parfial (x,;, %,], sau (%, %3], sau (¥, %;] sau (%, x)
nu se pot gisi doud puncte dintre &, ..., &, cdci dacd s-ar gisi ar trebui
ca derivata ¢®)(x) sd se anuleze pe acest interval, ceea ce este imposibil,
dupd cum aratd formulele (11).

Mo X, X, X, o ¥ Xe

Figura |

Rezultd cd ¢'(x) are un singur zero pe intervalul (x,, %), §i deoarece
v (x) si @g(#) sint negative pe intervalele respective, graficul functiei (%)

este cel din' fig. 1.

4. Proprietatea funcfiei ¢(x) de a fi negativd pe intervalul (x, x4),
permite si evaludm restul R dat de formula (8). Avem

e
R= 2= S,a(x)dx

unde £ € (x5, xg).

Fard greutate se aratd finind seama de formulele (9) ci

1139,
42

fao(x)dx - —

astfel incit formula precedentd se mai scrie

1139 :
R =2 prym 2
3780 (E (1 )







