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RESTUL IN FORMULA DE INTEGRARE NUMERICA
A LUI STORMER

DE

D. V. IONESCU
“ (Ch)

Sa considerdm ecuatia diferenfiald de ordinul al doilea
yﬂ =f(x’ y) £ (1)

si fie y(x) solufia ei care satisface la conditiile inifiale y(x) = o, ¥'(%,) = i
Sd presupunem ci aceastd solufie a fost calculata in prealabil pe
nodurile %y, x, %, %, ¥, in progresie aritmetici cu ratia s — x, — x,.
Valoarea lui y(x) pe nodul x; = x5 + A, este datd de o formuli de inte-
grare numericd, numitd formula lui Stirmer (a se vedea volumul [2]), care
are urmétoarea forma :

V) = 20() () + gy - L 4 )

12
19A,8(x;) 9 Agg(w5)
B e )
unde . :
2(x) = /1% v(x)], (3)

R este restul formulei, iar
Apg(x5) = g(xg) — 2g(wy) + £(x5)
Agg(%5) = g(w5) — Bg(xy) + 3e(2) — g(x) (4)
- Ag(x5) = g(x5)_—4g‘(‘xﬁ) + 6g(x,) f“*‘g("‘a) + g(%)
A (%) = g(xs) — 5g(wa) + 10g(%) — 10gx(y) + bg(x,) — g(x,).

In aceasti lucrare se determini restul formulei lui Stormer care se
pune sub formd de integrali definitd, din care se deduce o evaluare a lui.

4 — Studii si cercetari de matematica 1/1963




50 D. V. IONESCU 9

Vom presupune in ecuafia (1) cd funcfia f(x, y) are deﬁrivate partiale
in raport cu % si y, pind la ordinul al patrulea, continue in domeniul D

definit de inegalitdtile :
o <x L H a1y —yel b
si cd solujia ecuatiei (1), cu condifiile y(x) = ¥,, ¥'(%) = ¥o este definitd

e intervalul [#,, % + a]. ' ‘
i Dacid in f(EI’I")nLﬂg. (2) se inlocuiesc diferentele din membrul al doilea

cu formulele (4) se obfine
¥ir) = () —y(m) + % [Tlg(x) —28 g(wa) + 22g(x) —
— 3g(xy) —3g(%) + &(%) 1+ R. (6)

1. Pentru a determina restul formulei de integrare numericd (2) sau
(5), vom aplica metoda noastrd de lucru [2], si la intervalele [%y, %],
(%1, %3], ..., [%; %] vom atasa functiile g(x), ©o(%), ..., pg(¥), care sint
solufii ale ecuatiilor diferentiale

9P(x) =0, (%) =0, ..., ¢f)(x) =0 (6)

si care satisfac la urmitoarele conditii la limitd
oi(%) =0, /(%) =0, 9y (%) = —h*
o) =0, ¢f) (%) =0,
fa() = @i(%), @a() = @3(®), @5 (%) = @] (%), @5(%) — @ (%) =3A*
: pi(x1) = o), ¢Fa(%) = ¢ (%),
Py(%g) = a(%a), @5(¥) = @a(%a), Py (%2) = @y (%), @g(¥a) — @y (%) =3h*

o (%) = ¢§)(xa), 9f(¥s) = ¢f(5a), (7)

(

(%) = 0,

@4(%5) = @a(%s), (P; %) = <p;(x3), ‘P;'(xa) = @;(f‘s)» <P:'("73) *"P’-'_;(’"’:a)—_——22}"2
Pi(xy) = @{(xs), @f(%5) = (),

0s(%) = 04(%a), Pa(%) = @s(%a), @5 (%) = @ (%), @} (%a) — i (%s) =28 A
W (%,) = @{(%g), oL(%) — 9 (%) = 60

ve(%5) = @5(%5), Pu(¥e) = @5(%s)s P (%s) = @4 (%), 9 (%) — 95 (%) = —71A%
o (%) = e{(%5), 9F(%) — ¢f(%5) = —120

pg(xg) = 0, 9g(%g) =0, @g (%) =0, - Pg(¥g) = 0,

98! (%) = 0, 9§ (%g) = — 60.

Dacd y(x) este solutia ecuafiei diferenfiale (1), care satisface la condi-
tiile initiale y(%,) = 0, ¥'(%) = 0, este evident cd avem

2 #g LT

S(Pgs)ydx = (), S (Pés)ydx — (R S(péb)ydx = 0.

*u ) 13

3 RESTUL IN FORMULA LUI STURMER A1

Aplicind la fiecare integrald formula generalizati de integrare prin
parfi $i observind cd in baza ipotezelor ficute, functia y(x) are derivate
succesive pind la ordinul al saselea, continue pe intervalul [%5, %y + @],
vom avea :

4

|98 —ofy" + oy — oy + o3 — 3O +{ @y dx = 0

o
*3
[28% — oy’ + @iy — @ v + @,y — gy + S Py Odx — 0
. &
'1:1
e

[ — okl 9y —259" & el —guW]" 4 Stps_-y(ﬁld;\: — 0.

Adunind toate aceste formule membru cu membru si tinind seama de
condifiile la limitd (7) se obtine formula

— 60 [y(xy) — 2v(x5) + v(x6)] + A2[y" (wy) — 39" (a7) — 39" (%) +
+ 229" (x5) — 289" (%) + TLy""(%5)] + S o(x)y N x)dx = 0,

unde funcfia ¢(x) definita pe intervalul [x,, 4], coincide cu g;(x), @y(%). . .,
@e(%) pe intervalele [x, x ], [, %], - ., [# %]
Formula precedentd este formula de integrare numericd a lut Stérmer,
in care s-a determinat restul prin formula
Xg ;
R = ig o(X)y(O)(x)dx. (8)
60

*o

Pentru ca formula de integrare numericd (5) si existe, rdmine si se
arate cd se poate determina funcfia () de ecuatiile diferenfiale (6) si de
condifiile la limitd (7).

2. Integrind pe rind ecuafiile diferenfiale (6) cu condifiile la limita
(8), avem

9i(#) = —pr =l
i)
o(#) = —p3 AL L ogpe o2 9
#a() e 31 e 31 (9)
cps(x) = _kg (;r; 'r")n 7}- 3!?2 ('v 3 I;‘:J)i ‘i“ 3/32 (T—;;i
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ou(%) = — N2 (‘4;_’1__ 4 3h2 (’(_;I‘_lli + 3h2 (—r%m fgg;gz(“’;;@i
N . 7m (¥ i_fq)'.; ane (¥ — %)° p (¥ — #)? __9op2 (# — 2)® |
sl %) = h e -+ 3k = + 3k e 22k o -
4 oogpe = go B ) 9
} Al ‘ 5l { )
ol I
o (# — )8 e (¥ — %)3 g (% — %)} 99,2 v — )
p(%) = —h*——— 1+ 3h* ———— - 3n® 2 — 29 ———— -
3! 3! 3! 3!
D] (x = "'4) 60 (X 2"4 (X _— xﬁ) 1D Lh (,L’ 4 1'5) 5_ ]
-+ 28h2 T + 6 e L 71h* i i

Functiile ¢(%), ..., pg(x) verifici ecuatiile diferentiale (6) si condi-
tiile la limitd (7) din nodurile X ovr X Se constatd ci si conditiile din
nodul x, sint satisfacute, astfel ca cpﬁ(,v) mai este dat si de ecuafia

?o(%) = 60 L2 (10)
51
Formula de integrare numerici (5) este astfel bine stabilitd si restul
el este dat de formula (8).

3. Sa facem studiul functiei o(x). Observim intii ca gy(xy) = 0. De
aici rezultd ci avind o(x,) = 0, ¢(x;) = 0, ¢(x,) = 0, derivata ¢(x) se anu-
leazd cel putin odatd in intervalul (x,, x,) si cel putin odatd in intervalul
(%5, %) S ardtim cd acestea sint singurele rdddcini ale Iui ¢'(x).

1°. Dacd ar exista doud riadacini El, £, ale lui ¢'(x) in intervalul (x,,
xy) atunci din egalititile (%) = 0, ¢'(§) =0, ¢ (Ez) = 0 si din continu-
itatea lui ¢(x) pe intervalul [, Xy, Tezultd cd si ¢"(x) ar trebui s aibd
doud rdaddcini £, &, in intervalul (,xﬂ, Xa) Ridicina g, nu poate sd aparfini
intervalului (%, x;], cdci ar trebui ca ¢](x) sd se anuleze intr-un punct
din intervalul (x,, ¥,) $i aceasta este imposibil cdci ¢ = —A% Radicina
g, nu poate si aparfind intervalului (¥, ¥,], cdci funcfia ¢"(x) fiind con-
tinud pe intervalul [x,, x,] i avind o derivati continud ¢'’(x) pe acest
interval, ar trebui ca ¢'''(x) si se anuleze intr-un punct din intervalul
(%, %), ceea ce este imposibil cici ¢ = —h? iar ¢, = 2A% Deci punctele
£\, £, aparfin intervalului (x,, xy). Avind ¢/ (&) = 0, ¢, (&) =0, ar urma
ca @} (x) si se anuleze intr-un punct din intervalul (¥, #%,). Aceasta este
insd imposibil cdci ¢ = bh% Ajungind astfel la o coutradic‘;:e o'(x) are

o singuri rddicind pe intervalul (x;, ;).
Deoarece
hnl

gym) = — 2 gim) = 304

aceastd rdddcind este cuprinsd intre x, si x,.

) RESTUL IN FORMULA LUI STORMER 53

2°. Daci ar exista doud ridacini &, £, alelui ¢'(x) pe mtervqlul (1\3, '66)
rafionind ca mai sus ar trebui si existe doua rdddcini &), £ aleluiq’(x)
pe acelasi interval.

Punctul £, nu poate sd aparfind intervalului [x;, ), cdci dacd am
avea ¢/ (&) = 0, aliturind si ¢; (xg) = 0, ar urma ca ¢;(x) si se anuleze
intr-un punct de pe intervalul (x5 ;). Aceasta este imposibil cici g7 (x) =
= —30(xg — x)25£ 0. Punctul & nu poate si aparfind nici intervalului
[%,, %5), cdci @''(¥) fiind o functie continud pe intervalul [x,, %] si avind
p“(E). =0, 9'(%) =0, ar trebui ca e'"'(x) sd se anuleze intr-un punct
situat pe intervalul (x,, #;), ceea ce este imposibil, deoarece o (x) = 7h® +
+ 30(x — x,)?%, este diferit de zero pe intervalul (x;, v;). Atunci rezulta
cd punctele £, £ trebuie si apartind intervalului (v, x,). Insd nici aceasta
nu este posibil, cici avind ¢ (&) = 0, ¢, (&) = 0, ar trebui ca ¢}(x) sd e
anuleze intr-un punct sitvat pe intervalul (a,, x,) ceca ce este imposibil

cacl @) (x) = —17 k2 Ajungind astfel la o contradictie, deducem cd deri-
vata ¢'(x) are o singurd raddcind pe intervalul (x,, x4). Deoarece avem
s it r Sh!
Ps(e) ==, #5{) = ——,

2

deducem cd ¢'(x) se anuleazd intr-un singur punct din intervalul (x,, %;).
3° Din consideratiile precedente rezulti cd graficul functiei o(x) pe
intervalul [x,, x;], este cel din fig. 1.

X X5 XG

Fig. 1

4. Putem sd evaludm restul dat de formula (8). Vom avea
Ag
RI< (o) | - 1y19() . (11)
£

Sd ardtam intli cum se evalueazd valoarea absolutd a derivatei y(%)(x).
Derivind succesiv ambii membrii ai ecuatiei (1) se obfine

30(2) = fo(% 3) + L% )9 + L% 9y + f(% )y + fulx )y, (12)
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unde

mMm:ggﬁggﬂ4g%g+ggﬂ+gg%+gq

hiwy) =2 122yt s

Jo(%,3) =6 a"’jy patL e (13)

vy =420

fmg)= 2

In baza ipotezelor ficute, functiile fy(x, v), ..., fu(%, ¥) sint continue
in domeniul D si valorile lor absolute au marginile superioare F,,..., I,

in acest domeniu.
Pe de altd parte, din ecuafia (1) se deduce ci
V(%) =y, + (/15 391 s, (14)

*

de unde rezultd cd dacd se noteazd cu F o margine superioard a valorii
absolute a functiei f(x, ¥) in domeniul D, vom avea

191 < 1951 + Bl — %) < | 9, + aF. (13)

Prin urmare daci notim
M = Fy + Fy(ly)] + aF) + ... + Fy(|y,] + aF)%, (16)

VoIl avea
92 | < M. (17)

Din inegalitatea (11) se deduce cd avem

0

R et o(x) | dx.
IRI< = lo(x) | da

Fard greutate se aratd ci
S o(xv)dy = L5 ne, S o(x) dx = — h",

41
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de unde rezulti ci
¥

{ to(x)idz = 2 ae

5:ﬂ

si prin urmare

IR | <;~1Mk“ — 0,0875 Mh®. (18)

Astfel determinarea restului in formula lui Stérmer, sub forma (8)
ne-a permis si dim evaluarea restului. Se mai constatd ca restul esteud-q
ordinul lui 4% si cd factorul numeric din membrul al doilea al evaludrii

(18) este mic.
Vom da, in alte lucriri, generaliziri si extinderi ale formulei lui Stor-

nier.

OCTATOK B ®OPMVYJIE UMCJEHHOIO UHTETPUPOBAHMS
: HITEPMEPA

KPATKOE COIEP)XAHWE

MsBectna opmy/a UHCIEHHOrO HHTerpupoBanusi (2), HasbiBaemas
hopmyaoii Htépmepa, nas wurerpuposauust Au(GdepeHnIHaNIbHbIX YPaBHEHH
(1) nmpu ycnosusx ¥ (%) = Yo, ¥ (%)) = y'o. DTy hopMyy MONKHO Npes-
craButh M B BHAe (5). Drta (opmysa MMeeT UeJb AaTh 3HaueHue Y (Xg),

Korfa peulenue Y (x) OBIO NpeaBapUTeNbHO BHIYHCAEHO Ha y3/aax X, ..., Xj
HAXONSKXCs B apH(MeTHyecKoH TpOrpeccHu . ¢ aroM f=X — X, H
.'CG == x5 + h. —

B wHacrosiem Tpyde Mbl ONpenenuau ocratok topmyan (5), mnpexrno-
narasi uro (GyHkius f(X, y) WMeer uacTHBle TNPOM3BOAHBIE MO X H Y JO
4yeTBEPTOrO Mopsiaka B obGaactu [, onpenensemoll HepaBeHCTBAMH.

nLrLagta, |y —yl<L8,

M uTO pelueHue y(X) ompeneneHa Ha HHTepBagde [X, Xy + af.

Mur panu ocratox R opmynoii  (8) m wuccnenoBamu (pyuxumio @ (x)
BTOpPOil wacTh 3TOH Gopmynas; ¢(v) onpenensercd AuddepeHIHANbHBIMH
vpaBHeHusiMu (6) u mpemenpnbivMu ycaosusimu (7). B puc. 1 naéres rpadur
s7ofi QYHKIMH. DTH pesy/ibTaThl Ad/H HAM BO3MOXKHOCTb OUEHHTHL |R| Hepa-
sencrpamu (18), mokasmiBalomumH, wro ocratok R siBasercs mopsaka /9,
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LE RESTE DANS LA FORMULE D’INTEGRATION NUMERIQUE
DE STORMER

RESUME

On connait la formule d’intégration numérique (2) dite la formule de
Stdrmer pour I'intégration de 1'équation différentielle (1), avec les conditions
Y(%g) = ¥o, ¥'(%g) = »’p. On peut mettre cette formule aussi sous la forme
(b). Le but de cette formule est de donner la valeur y(xg), lorsque la solu-
tion y(x) a €été calculée au préalable sur les noeuds #;, ..., %; en progression
arithmétique dont la raison est & = x;, — x, et x, = x; + 4.

Dans ce travail, nous avons déterminé le reste de la formule (), en
supposant que la fonction f(x, y) a des dérivées partielles par rapport a
x et 4 y, jusqu’'au quatriéme ordre, dans le domaine D, défini par les iné-
galités

Yo x < % +a |y —y L8

a solution y(v) étant définie sur l'intervalle [x,, ¥, + a].

Nous avons donné pour le reste R la formule (8) et nous avons étudié
la fonction ¢(x) du second membre de cette formule, qui est déterminée
par les équations différentielles (6) et les conditions aux limites (7). Nous
avons donné dans la fig. 1 le graphique de cette fonction. Ces résultats
nous ont permis d’évaluer |R| par I'inégalité (18) , qui montre que le reste
R est de 'ordre de hS,
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