ASUPRA METODElI GENERALIZATE A LUI CEBISEV (II)

DE

BELA JANKO
(Cluj)

Se considerd ecuatia functionald F(x) = 0, F(x) fiind o functionald
neliniara definitd in domeniul S complet si convex din spatiul Banach X.
Functionala I(x) este continud si admite derivate de tip I'réchet pind la
ordinul 3.

Metoda de iterafie a lui Cebisev, generalizatd pentru rezolvarea ecua-
tiflor functionale, se prezintd in felul urmitor [1]

F(x”) Y *i = (I‘;’} % F2( 'u) Vo (I)
F'(xn) Y 2 (F'{:v"} -j'n)3

Xny1 = Ny

unde F'(x,), F"(x,) sint derivatele Fréchet ale funcfionalei F(x), calculate
pentru aproximatia x,€ X. Aici se presupune cd F(x) este de asa natura
incit elementele w, pot [i alese astfel

(A) Fyll = [|F )], llow =1  (r=0,1...).

I. In cele ce urmeazd vom enunta citeva teoreme referitoare la exis-
tenta solufiei F(x) = 0, precum si pentru convergenfa metodei generalizzte
a lui Cebisev. In cadrul luecririi [3] s-a stabilit o teoremd in care condifia
4° este largitd, iar condifia 5° diferd si este mai pufin restrictivd pentru
M > 0,375 —fatd de condifiile corespunzidtoare ale teoremei 1, din luc-
rarea [2].

In lucrarea amintitd [3] am presupus ci pentru aproximatia inifiald
%, este satisficutd conditia

1

= == B
= 0
LE () |l
Este insd interesant de studiat gi cazul cind aceastd condifie ramine
satisficutd pentru orice x € S, deoarcce o asemenea situatie ne oferd po-

sibilitdati pentru slibirea celorlalte conditii.
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TrorREMA 1. Dacd wrmdtoarele condifii sint indeplinite
8ot

. < pentru orice x € S,
BT P

unde S este o sferd din spatiul X, definitd de inegalitatea

||x—xﬂ||<[1+”;°]Hno siH =2 (hoge) ",

apoi pe lingd aceasta wmai este salisfaoutd condifia (A) ;
2° aproximafia x, salisface inegalitatea
B () |

b :
TEwl. - W sree

3°. existd derivatele de tip Fréchel pina la ovdinul 3 si avem

|F'(x)| K M < +oo, [|[F"(#)| <K< +00, x€S;

4°. are loc inegalitalea

hogy < 1, unde hy = BMr,

s
1 1 K
2=_—_+ —h e
gn 2 8 (’+GBM3

(1 R

2
atunct ecuafia functionald F(x) = 0 admite o solufie x* € S cdtre care con-
verg aproximatiile x, date prin formula (1). Rapiditatea convergenfei se ex-
primd prin delimitarea

I8 — 2l < (1 %2 Hg (gl (2)
Demonstratie. Pe baza formulei generalizate a lui Newton
; / j : 1 :
[E(2) — F (%) — F' (%) (% — %) g E" (%) (% — %) *| \<\?K I — % I

tinind seamad de formula (1) si de notatiile introduse se obfine — analog ca
in lucrarea [3] — urmétoarea delimitare

[F(x) | i BM [ =X ]‘n] k KB ll ):i 78,

LR T 2 !

de unde

1, < hggin,.
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Tinind apoi seama de b = BMn; < (hagﬂ)% si de condifia 4°, se obfine
hy < hy si g < g, In cele ce urmeazi vom nota

. |F) | h. — BM =il B
NEwyn " 2 : 4

K]

'M:=A+_ + G;MZ(I—'_%)”.

Se aratd la fel ca mai inainte ci

< () ®ny »

si de aici

hy = BMny < (ng1)%hy < (Pogo) *hy.-
Astfel hy < Iy si g, < g. Prin inductie completi se arati ca
N < (Mn—180—1)% Nu—r
sicd hy, < h, 4, g, < g, 1. Tot pe baza inductiei complete se stabilesc
inegalitatile

b <~ (ogo)®"

Eo
si
N < (kngu)3”_1 Mo+ (3)
Folosindu-ne acum de relafiile
hﬂ h’li Ul
[ 8» =l Xug1 — Ny I < (1 ST ?) My < (] -+ _2_) (h'ngo)s T o
obfinem delimitarea
I gy — % | < Ball + 1 Spga ll + oo+l Bpgpr Il <

< (12 ()1 10 3 G = (1 + ) Hrllog®" .

De aici, precum gi din faptul ¢ X este un spatiu complet, rezulti delimi-
tarea (2); apoi inegalitatea
h
It | < (14 %) H

arata cd v,€S. Se observa ca |F(x,)|— 0 pentru # —oo. Acest lucru
rezultd imediat din conditia 4°; din formulele (3), (2) si din inegalitatea

F(x,) | < [M"ﬂ[l g ) i I; (1 oL ""quJ B
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Tinind scama pe lingd acestea si de continuitatea functionalei F(x) se oh-
ey Bt ) = W0,

2. In cele ce urmeazi vom da cite o aplicatic pentru teorema 1, pre-
cum si pentru teorema datd in lucrarea [3]. Este interesant de studiat
cazul particular cind X este un spatiu Hilbert, deoarece aici condifia (A)

cste intotdeauna satisfadcutd.
Fie deci X un spafiu Hilbert real. Considerim ecuatia operationald

Bz — 0,

udde P(x) este o operatic neliniard definitd in domeniul S gi cu valori in
X. Introducem notatiile

F(x) = (P(x), P(x) = || PO si Q(x) = (%) Plx),

unde P’(x,) este operatorul adjunct al operatorului P’(x,), iar P'(x,) este
derivata Fréchet a operatiei P(x) pentru elementul x,. Astfel avem

F'(x)Ax = 2(Q(#,), Ax), F"(x,)Ax% = 2(Q'(x,)Ax, Ax).

Dacd pe lingd aceasta se alege [1]
A\ e Q ( J'")
T el

atunci condifia (A) este indepliniti. In adevir
A(x,)

R, ¥ = 2( e
(3 () [1@(x,) 11

] =21 Q) | = || F'(%) 1l .

Formula (1) in cazul de fatd se prezinti astfel

[ (1
Fppr = X [2 [HQ("'H)“ J F

1 [ Il P(""L) I

1 ¥ ¢ - - 0 v U
S Taoor g ) @ 0w, o] e, (v)

TrorEMA 2. Dacd avem salisfdcute condifitle
1° pentrie operatia Q(x) avem
1
.29
e

B, xe.S,
unde domeniul S este dal de inegalitalea

- l/ , = i
¥ — %Il < (l i ‘T:’Hnm LA Zu (hoga)® 15
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2°. pentru aproximatia inifiald x, avem velalia

_ et
o= el

3°. existd derivalele Fréchel de ordinul 1 5i 2 ale operatier (%), precum
st delimitdrile :

el <

)

M < 400, [Q"W|< L K< +oo, €S

it
2

b | =

4° are loc inegalitalea
hogy << 1,
wunde

: i 1 K By 13
hy = BMu, si gy =— + —# 1 _") :
by N ST 8o 5 + 2 b+ BBM‘-’( + 2]’

in aceste conditii ecuatia operafionald P(x) = 0 admite o solutie x*¢ S

cdlve carve tind aproximatiile x, delerminate prin procedeul (1), iar rapidi-
lalea convergenter este datd de delimitarea

o™ — x, |l < (1 S %] Wn(""n gn}s" L

In cazul dacd ||Q(x,)|~' nu este uniform marginitd, putem enunta
urmdtoarea teorema ; '

TroREMA 3. Dacd pentru aproximaiia initiald Xy avem indeplinile
condifiile ;
1°. pentru operatia Q(x) avem proprietatea
1

- < 28, ;
oGl = °
2° are loc relatia
Il P(x) 1] 2
— L o e
O a0 |

3°. pentru derivatele Fréchet Q'(x), Q"(x) existd delimitdvile
‘ 1 it 1
19 < 5 M < too,  [|Q(H)| < K < + 00, x€5,

S fiind o sferd din X definild de inegalitatea | v — x, || <L
4°. au loc condifiile Hy

0 < hy = BMn, <

il

1
2

Iy K B 13
A B e 14—
[_I‘IJ+B"1VI“(+2)

[l B k"(l % (%r
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atunct pentru ecuafia operationald P(x) = 0 existd in sfera S o solufie x*
spre care converg aproximafiile calculate prin (1') si pe lingd accasta avem
delimitarea

=l <[t oL+ 5| Eha)

L 0
wnde am notal

P BT (B
2 2 4] " 6B M2 +2)

el

OB OBOBINEHHOM METOIE YEBbBILIEBA (11)

KPATKOE COINEPXAHHE

Hacrosmuii 1pyn sBasiercss npogoskenwem Tpysa [3]. B cayuae
|| F'(x) || *<B naercsi TeopemMa CyIIeCTBOBAHHS DellleHHst (DYHKIHOHANLHOTG
ypaBHeHusi F(x) =0, a Tauxe u cxogumoctd Mmeroga (1).

Hanee, matorcsi ABa NMpHMeHeHusi B npocrpaHcrse [uubepra,

SUR LA METHODE GENERALISEE DE TCHEBYCHEFF (II)

RESUME

Le travail est la continuation du travail [3]. Dans !le cas || I'(x)|7*<B
on établit un théoréme pour l'existence de la solution de 1'équation fonc-
tionnelle F(x) = 0, ainsi que pour la convergence de la méthode (1).

On donne ensuite deux applications dans I'espace de Hilbert.
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