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ASUPRA METODELOR GENERALE ITERATIVE
' DE ORDINUL k '

DE

BELA JANKO
(Cluj)

Lucvarve prezentald la sesiumea stiinfificd a Filialei din Cluyj a Academiei R.P.R., din
7—9 decembrie 1962,

Fie datd ecuafia funcfionald F(x) = 0, unde F(x) este o funcfionald
neliniard definitd in domeniul S complet si convex din spatiul Banach X
Pe lingd aceasta mai presupunem ci F(x) este continui si admite derivata
de tip Fréchet pind la ordinul k. ‘

Considerdim formula generald de iterafie

5 ’ 1 (b) F(xn)
X1 = %y —Gu(F (%), F'(%a), F''(%), ..., F¥(x,) : v4) m—y" (1)
ande F'(a), FUeY, o0 P05, (B > 2) reprezinti derivatele Fréchet de

ordinele 1, 2, ..., k calculate pentru elementul x,e S C X. In continuare
se presupune ci funcfionala F(x) este de aga naturi incit elementele y, € X
pot fi alese astfel ca si avem satisficuti condifia [1] ;

IE @y | = 1F'®) L, yall =1 (»n=0,1,...) (4)

Elementul x, este aproximatia inifiald, iar x,, %, ..
succesiv prin procedeul iterativ (1).

Se observi cd metodele de iterafii cunoscute cum sint, metoda lui
Newton-Altman [1]

.y X ... sint calculate

_ . P :
. . xu-}—l = Y F'fﬂn)_‘l’,, Y (2)
metoda lui Cebisev [2, 4] |
o Fzx,) 1 F(x,) 9 :
gl =Fp— ———Ya e ] g 3
nt+1 F(x) 9, Yo7 (F'(a)) 3,0 ( " (3)
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si metoda iperbolelor tangente [5, 6]

Fx,)
TS il ¢ 'Jl 4
| E(,) v 4 ®

£ (‘r”) .‘.” o _'.; F’(-'Vy) 1'1!’ ff(:l"')
e

L e e

sint incluse in metoda generald de iteratie (1). Intr-adevar in aceste cazuri
G, ia pe rind urmitoarele forme particulare

B 1 38
xﬂ "Jl

(F(xy) yp)*

4 ~(C 1 7
G — Gl = ) - I7(x)

" = )

S i
(7_" s = 9 T
E(x,) o,

=
(Fr ) )8

1
_E 'Vﬂ)
unde A, ¢, I indicd metoda lui Newton-Altman, a luiCebigev, respectiv

metoda iperbolelor tangente.
In cele ce urmeazi vom stabili doud teoreme referitoare la convergentfa
metodei generale (1), precum si pentru existenta solutiei ecuatiei F(x) = 0.
Inainte de a enunfa aceste teoreme considerim urmitoarele proprie-

tati

h—2 | F () | x
|F(%ny) | < B2 E(By, ne M,,..., My) (M . B Ey @)
WE ()l
| F () |
| ¥ng1r — X || < H(Bn, 1) M,, ..., My) e ’ (H < H,y), (1)
| F(x,) 1l
unde
L B |[FOR <M, (6 =2%3...k xS
[E () | ’ ;
domeniul S fiind o sferd in X de razia » = e cu centrul in x; iar
1 — (Bolp)* 2
EE)
I I

Mentiondm ci constantele M, =, E, H, sint finite ¢i fixate, iar B,
de obicei tinde spre infinit, pentru # — co.

DEFINUTIA.  Spunem cd meloda ilerativd (1) este convergentd de ordinul
k, dacd

1° %y — 5%,
adicd aproximatiile x, caleulate prin formula (1) converg spre limita x*, si

2°. au loc proprietatile (1,) (II).
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o

Se observd cd proprietitile (I), (II) sint valabile in particular pentru
metodele (2), (3), (4).
a) Intr-adevir, dacd se consideri formula lui Taylor

| B (pu ) — (e}~ () (s — ) | £ %—Mz [ a1 — %l

atunci avind in vedere formula (2) se obfine pentru cazul metodei lui New-
ton-Altman proprietitile

IE(x)] 2 1)
F(x, L o M AR P T8
Plragi 1< 5 M ) (Bo= o4 (L)
1F ()|

Hn S 1)- (IIA)

“ Nupp — X ” < 3 ’
N SR T TP

b) Pentru cazul metodei lui Cebisev se considerd formula lui Taylor
1B (ins) — F () — F'(%2) (g — 50) —

1 i 1
= ';F (%) (Fnp1 — %) 2| é? My |24 1 = fE.
z i

Inlocuind diferenfa x,,, — ¥, cu expresia corespunzitoare din formula
(3), se obtine

F () + B () (31— %) + — F(%) (Y1 — 50)? =

(R E ) - 1 =)
e L R e
= (F (Xﬂ) jln) 8 (F’(xu) 5’”)&

(" (xn) y3)5.

Folosind aceastd relafie, din formula lui Taylor rezulti

o 1 by M. by \3 . i
[F (1) | < Ba [EMg (1 + " ) | (1 1 T) ].q:, (Le)

unde ne-am folosit de notafia A, = B,M,n,.
Din formula (3) se obfine imediat
|F(x,) |
I E (%) 1]

h
“ *I:M—| 1 — Y “ *-< (1 + I\ ")

2

Astfel in acest caz am obtinut

’ I Blg
E==>0h]1 _) My [ 4%
2 ( + 2 +BB"( i 9
h

i
9 .

H=1 -+

5 ~— Studii si cercelari de matematicid 1/1963
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Se observd ci in cazul dacid %, descreste monoton atunci funcfiile £
si H sint monoton descrescatoare. )

¢) Pentru cazul metodei iperbolelor tangente se procedeazd analog
ca mai tnainte. Cu ajutorul formulei (4) se stabilegte relafia

g (xn) + F’(xn) (anr — xn) + %F” {xﬂ) (.‘U,,+1 —x'")2:

e ,2 2
K % F3(ay) (B (%0)y,) - {ti)
; 1 IR 0k, ]
it g 1- - F(-‘\’")
(F'(x,) )" [ 9 (Fl(x”)_\l")ﬂ

Din (6), (5) si (4) se obfine

M2 7
N o (LB L P Iy

Pe baza formulei (4) avem
1 | £(x,) |
by | Fx,)

(ITy)

I Xpy1 — ¥a I <

18]

Astfel in cazul de fatd avem

M M

ol
9 by 2 by, o
1 =— 6B, |1 ——
2 % 2

ek

n

=

2

Se observd de asemenea ci E si H sint functii monotone in raport cu By

TEOREMA 1. Presupunem cd pentru aproximatia inifiald %, avem inde-
plinite wrmdloarele condifiv :
. v A . $ ! !
1°. funcfionala F(x) eslte continud in S, admite derivatla Fréchet F'(x,)
st are loc delimitavea
e
[l F* (%) |l

< By < o0,

apoi pe lingd aceasta mai esle satisfaculd conditia (A);

5 ASUPRA METODBLOR ITERATIVE DE ORDINUL k [

2° existd in S derivatele de tip Fréchet FO(x) (i = 1, 2 k) si a
kel : g = by ARy Stoau
loc proprietdtile (I) si (II) ; i !
3% avem satisfdcute inegalitifile
hHy <1 si b6y <1,
unde am notal

i_;.’f*-[ o £y
My — hyH)

In aceste conditii pentru ecuatia F(x) = 0 existd in sfera S(x,, ») o so-
¥ . * . . e .
lufie x* la care tind aproximatitle x, calculate prin procedeul general (1)
Rapiditatea convergenfei o caracterizeazd delimitarea

Hong
1— (kn(‘o‘o)""

Demonstrafic. Folosindu-ne de inegalitatea [1]

(hy8& }k"—l. (")

00

Il ¥ — Fu |l <

, Fllx.) — F'{x
I E (e ga) 1| <N F' (¥ngen) | [1 o Tl T il
L F () 1l

si de formula lui Taylor

Il F’(JV::) *F"(Wu-g-l) | << M, | Xpg1 — X ||,
se obtine '
I F'(i‘;n—l—l) = | F'(;(f,,) I (1 — B,M, | Fug1 — % |l );
de unde

1 B

"
n n

Bfle e TH o i - om 7

1— B M, TR el ki @)

i ('1 N1 ""u“

) I

Se observid cd B,,; > B,. Din proprietatea (I) si relagia (7) se obfine

’ = Ij:("';4+1) f Bﬁ_] ]"ﬁ_" IEU
Nny1 = = e E, 'fjﬁ e e
H ('rﬂ-;-l) ” =S hnhrﬂ 114571(1 - }?“H")
sau astfel
N1 ‘-< %»(h»'su)kﬂl'ﬁ‘n, (8)
unde s-au introdus notatiile
Hy=1—Il, 5 B '=_o b

k1 .
M= (1 — hy, Hy)?
Folosindu-ne de relafia (9) si de notatia introdusi

kn == BuMz'me
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se stabileste prin inducfie completd inegalitatea
1

A (9)

o

1) 0

unde
Bp >8> ... >80 § B>l >... >h

pentru orice n. Din (8) si (9) tot prin inductie completd se obfine delimi-
tarea

‘.q" < (hoBy)** =11y (10)
Pe baia proprietdfii (1I) si relaiei (10) rezultad
% || << Hyno[(heBo)*" ~* + 2 e SO o (BB =

Hyno
1— (7o80)*"

| ¥nyp—
(FrgBo)*" . (11)

Spatiul X fiind complet, din (11) rezultd ci existd limita

x* = lim z,.
H=p oo

N s g S o
Trecind la limitd in (11) pentru p —oo, se ajunge la delimitarea (*) din
teorem#, valabili pentru » > 1. Rdmine si mai aratam ca aproximaftiile
v, nu ies din sfera S(x, 7). Intr-adevir

| % — % | < Hymo[L + (RoB0)*~" + (BeBo)* 2+ ... + (haBo)¥" 1] <
e (11’)
1 ol 1N (hn,t_,‘ﬂ)k— 1

Pe lingi aceasta mai trebuie ardtat cd limita x* satisface Intr-adevir
ecuafia F(¥) = 0. Din (9), (10) si (I) rezultd pentru » —o0 cd |_Iu'" (%) | — 0
si fiinded x,— x* pe baza continuitafii functionalei F'(x), obfinem ca F(x*)=0.

Se observd cd in loc de sfera S definitd de '

”x_xu” < ‘.—'H_‘L_
1 — (Bo5p)*~!

putem considera sfera § CS definitd de inegalitatea
¥ — % || < X Hymy,
unde

K =2 (hyBo)¥1.
i=1

Acest fapt rezulti imediat din delimitdrile (117).
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In teorema 1 am presupus ci pentru aproximatia inifiald x, este sa-
tisficutd conditia
1

= B
[ F () 1]

Lo 0

Este insd interesant de studiat si cazul cind aceastd relatie este satisficuta
pentru orice x € S ; deoarece o asemenea situatie ne oferd posibilitdfi pentru
slibirea celorlalte conditii.

TEROREMA 2. Dacd wrmdloarvele condifii sint indeplinite

e ”7’1(—)—”* < B pentru orvice x€ S, unde S este o sferd din spafrul
X
X, defimitd de inegalitatea
| & — % || < KHyny, wnde K = Y (hE)¥ 1,
i=0

apoi pe lingd aceasta mai avem salisfaculd conditia (A);

2°. derivatele Fréchet F'W(x), (¢ =1,2, ..., k) existd in S §i au loc
proprietafile (1), (IT);

3°. este salisfacutd inegalitatea

hE, < 1,

unde s-an  notal

Eq
P
M2

hy = BMyn,, - Ei'=

atunct ecuatia F(x) = 0 admite o solutie x* € S la care converg aproximatiile
Xy Rapiditalea convergenlei este exprimald de delimilarea

H I n
1 gy (o )

H gt Xn ” =

Demonstrajie. Pe baza proprietafii (I) si a condifiei 1° din teoremd,
se obfine

h.'c—]

|F (2,4 )
= e T gt o ol (12)
i1 1y

Tin+1

unde s-a notat &, = BM,v,. Folosindu-ne de aceste relafii se obfine

]"u-l 1 << (h'ﬂEn)k_Ihu-;

5
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far prin inductie completd se stabileste delimitarea

By < — (hy Eg)¥", (13)
unde '
Bo =y 2 s, ol

pentru orice n. Din (12) si (13) tot prin inductie completd rezultd

Tt < (hEo)¥ 11y, ‘ (14)
In baza proprietatii (IT) si relatiei (14), se ajunge la delimitarile

I Nugp — N I < [_’r“_q“[(hnga)k”fl 4 (‘f"'of{:n)k”J = =t il (hofn)ku-!p_]7]j =5

e Hu"]o

I—EE—)’“' (g Eg)¥" 1.
G =)

De aici gi din faptul cd X este complet, rezultd delimitarea (*#). Ardtim
acum cii aproximatiile v, apartin sferei .S pentru orice #. Intr-adeviir

| %o — % || < Hor[L + (hoBolt=t + ... + (hoBy¥ 1-1] <

< Hyny 2 (""’(:E})M_1 = KHyn,.
=0

Cu aceasta am demonstrat complet teorema 2.

Observajie. Teoremele stabilite in cadrul acestei lucrdri constituie
generalizari ale teoremelor referitoare la metoda lui Newton-Altman [1],
la metoda Iui Cebisev [2, 4] precum si la metoda iperbolelor tangente
[5, 6].

Ob OBIIHWX UTEPATHMBHBIX METOJAX TIOPSOKA £

KPATKOE COHNEP)AHHE

Paccmarpusaercss ypaBuenuwe F(x) =0, mnpuuém F(x) HelHHEHHbI]
()YHKIHOHAM, ONpeleséHHbIl B MOJHOH H BBIMyKJOH objactn S B mpocTpaH-
cree Banaxa X. ®Pynkunonas F(x) HempepbleeH H JONyCKAeT MPOH3BOIHBIE

" Tuna ®pente g0 mopsiiKa & BKIIOYHTENBHO, Tie R = 2.

B Tpyue wu3yualorcsi ycJOBHSI CXOAHMOCTH OOLIEro MeToja HTepaliiu
(1), a Tamke ycnoBusi cymecrBoBaHusi pemenust ypasueuus F(x) =0. B
3TOM CMBICJIe YCTAHOBJIEHBl JiBe TeopeMbl, 00061alolIHe pe3y/abTaThl Kaca-
jouixest Merogos (2), (3) u (4).
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SUR LES METHODES GENERALES ITERATIVES D'ORDRE &

RESUME

On considére l'équation F(x) = 0, F(x) étant une fonctionnelle non-
linéaire définie dans le domaine S complet et convexe de l'espace de Ba-
nach X. La fonctionnelle F(x) est continue et admet des dérivées du type
I'réchet jusqu’a ordre k& y compris, olt & > 2.

On étudie les conditions de convergence de la méthode d'itération
générale (1), ainsi que les conditions d’existence de la solution de 1'équation
F(x) = 0. On établit deux théorémes qui généralisent les résultats relatifs
aux méthodes (2), (3) et (4).
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