ASUPRA UNEI PROBLEME EXTREMALE RELATIV LA
FUNCTIILE UNIVALENTE
DE
PETRU T, MOCANU
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Comunicare prezentatd la Colocviul de leovia funcliiloy si analizd funclionald din
2127  septembric 1962, Bucuresti,

l. Fie S clasa fuﬁc{:ii]or
w=f2) =2+ a?+ ... +ae+ ...

olomorfe si univalente in discul unitate, |z| < 1.

Intr-o noti anterioari [2] ne-am ocupat de urmatoarea problema
extremald relativ la clasa S: dindu-se o functie g(z) meromorfd in discul
unitate, s se determine valorile extreme ale modulelor radicinilor ecuafiei

f&) = gl (1)
cind funcfia f(z) variaza in clasa S. Rezultatul obfinut era urmatorul : daca

2 = re'® este o raddcind a ecuatiei (1) al cdrei modul are o valoare extremi
(cind f descrie clasa S), atunci » si 0 verificd sistemul de ecuatii

2 4
= | g(rei0) | (l—l—r) (w:l l
r 1 —v
; 1+ [
arg g(rei®) — 0 + J(g) ln1 =10 |
— i

unde
1=8 o P
1 —Q g(re’e)
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2. In nota de fagd vom modifica problema de mai sus in felul urmitor.
I'ie a un punct fix din discul unitate (pentru simplificare vom presupune
0 < a < 1) si g(z) o functie meromorfa in intreg planul cu conditia g(0) = 0.
Ne punem problema de a gasi valorile extreme ale modulelor radicinilor
ecuatiel

8(z) = f(a), (3)
cind functia [ descrie clasa S.

Deoarece g(0) =0, f(a) 7£ 0, iar clasa S este compacta rezultd cd va
exista un minim pozitiv al modulelor rddicinilor ecuatiei (3). Dacd punctul
Z = oo este un zero sau un pol pentru g(z), atunei va exista, cu siguranti,
si o valoare maximi a acestor module. Dacd 7 = oo este un punct singular
esential pentru g(z), atunci evident ci nu va exista un maxim finit.

3. Fie » minimul modulelor raddcinilor ecuatiei (3) si fie f(2) acea funcfie
din clasa S pentru care acest minim este atins (astfel de functie existd deoa-
rece S este un spatiu compact). Dacd z,, |z,| = 7, este rddacina ecuatici
(3), care are modulul minim, atunci avem

.;f-’(zn) = /(a)

2y = el 0 real,

Vom considera o variatie a functiei extremale f(z), datd de formula lui
Schiffer-Goluzin (a se consulta lucrarea 1] :

f’*‘(z) :f(z) -+ a4 (2. C; ‘:J) =5 ( )

€] < 1, L= 0, J real,

unde
- N £ ¢ o [ e o 38 AT 12
Az 0 d) = ey ———— — ¥ f{(z %——]—F“" it bl T i l
( ) @) — AQ /) ) =& L)
T e ]
iy 2T . 1
i T “‘[tf’{c) ()

Se stie cd pentru  suficient de mic, functia f(z) apartine clasei S.
Inlocuind in ecuatia (3) pe [/ cu f*, aceastd ecuatie devine

g(2) = fla) + rA(a; T 4) + 0. (%)

Aceastd ecuatie va avea, pentru  suficient de mic, o radicind zf, care va
fi o variatie a rddédcinii z, a ecuatiei (3):

=1z + M+ 002, h=_"|
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Pentru a-1 obfine pe #, vom inlocui in ecuatia (5) pe z cu z5, vom
deriva identitatea obfinutd in raport cu 2 si-1 vom face pe & = 0. Se obtine
imediat

P
u'(g‘,)
unde am notat
4 = Afa; ¢; ¢)
Deoarece funcfia f este extremald, rezultd ca
| =l | =7

Dar
|28 |2 = sdzd = |7, |2 4+ 20R(zh) 4 O(r2).

Deci trebuie si fie satisficutd inegalitatea
Rz, h) =0, sau @(i] =0
“0

Pentru comoditate, vom introduce notatiile

glep) = fla) = f
fd'(5) = ©
fla) =1

w = f(0).

Tinind seama de aceste notatii si de expresia Im h, inegalitatea de mai sus
se scrie

Inlocuind pe A cu expresia sa datd de (4), obtinem conditia :

R
m(f — ) o L wle — ) \Lw’ w(l — al) \ Lo’ =

Din cauza arbitraritatii lui ), trebuie ca paranteza dreapti sd fie nula.
Rezultd cd funcia extremald w = f({) trebuie si verifice ecuatia diferen-
tiald

f—w L;(fl — 0 — al) '

Qui)*  f2 “y 1‘ L+ al*
Gl i
unde
ay = oaf
a, = wlal — (1 + a®)f] — wa®l
a, = waf + wa®f.
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4. Se poate aridta, ca yi in [1], ci functia extremald w = f({) transforma
discul unitate in intreg planul tiiat de-a lungul unui numir finit de arce
analitice. Fie %, |k| =1, un punct de pe cercul unitate care se transforma
in extremitatea unei tiieturi. Evident ci in acel punct trebuie ca w' — 0.
Deci trinomul

ay -+ H-lC + ﬂgCE

trebuie si admitd ridicina dubli ¢ = k.
Feuatia diferengiala (6) va primi forma

(_Cﬂ bt o <
) f—w (g — D)1 —at)

w

Ficind { — 0, se deduce C = af. Impirfind ambii membri cu a - ¢
g1 facind { — a, se obfine relafia

L—ka)? = 4 (1 —a,
( Wi )

Pe de altd parte, conditia ca trinomul a, - a,l 4+ a,{® sd admits
radacind dubld se poate scrie sub forma

{[(1 —a®)f + al] — wa®l }? = 1o2afl(l — a?).

Inlocuind aici pe / cu expresia sa dati de (7) se obtine relatia
{ﬁf[l —a® + (1[ 3 H-/i)" ol w,’%zw}z: 1221 — ak)?

a? i I — a?

de unde se deduce usor

k=12
w .
Notind -
| 0 B il
I 2(z)
se obfine
Ri=— =18
T E )

5. Ecuafia diferenfiala (6) se scrie, in definitiv, sub forma

(gug ¥ . al— EEP
J f—w (e — )1 — al) '

w

I
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unde k este dat de formula (8), sau separind variabilele,

V7idw  Ya( — kY dy
w \/_,f — w C\/m
unde
H(®) = (a — 8 (1 —ak).
Integrind, avem
o ¢ o=
- diw = = kL
, \/./Sw Vi-w i S LY
f “a
de unde obfinem ca funclia extremald este datd sub formd implicitd de ecuatia
s R U= ot 8
o VitV w " 2VaH(®)+ 2a — (1 + ¥
__ELnliif:%@iﬁjﬂﬁg (9)
ot

Rezolvind aceasti ecuafie in raport cu w, se obfine

(E)
[ = %l' = )
= e
unde
(liag);-iJl::
DY) = =
© [2Vak(® + 2a — (1 + eI [1 + a* — 2L — 2 VaH
Avem

w1 PRI
T+ o3
Tinind seamid cid [ = f(a) = g(z,) = g(re'?), condifia @'(0) =1 ne
conduce la relatia

1 —ua

UWWFiﬁaa%:u

[

sau

L= 9% g(reit) | exp lQ(k) In i S :J exp {i[afg glrei) — () In = a]}: .

i 1—a

Deducem in definitiv urmitoarea
TroOREMA. Dacd z, = re® este o rdddcind a ecuajtel

gla) == fla), 0= a1,




90 P. T. MOCANU i

al cdrei modul are o valoare extremd (cind functia [ descrie clasa S), atunci
rosi O werifica sistemul de ecuatii

1 — a%

JLNE u.)@f-': |

1—a

e |

o

arg g(re'®) — ¢/ (k) In ] -y

whde
B 0 () — %)

13 g(re’®)
Funcfia extremala este data sub forma implicitd de ecuagia (9).

6. Dacd g(z) = z, atunci Q =1, %k = +1 si din sistemul (10) se deduc
cele doud valori extreme pentru |z = |f(a) |, anume se regiseste delimitatea
hine cunoscuti

(4

— o =ZF s AT
e <

In general, notind z = Ji(w) inversa functiei w = g(z), sistemul (10)
ne permite sa delimitdm modulul Tui 4 f(a)] atunci cind / parcurge clasa S.

Universitatea ,,Babes-Bolvai’ Cluj,
Catedra de leoria funcliilor

OB OOHOM 2KCTPEMAJIDHOWM 3AOAUE, KACAIOULEMCY
OOHOJIMCTHBIX ®YHKIIWH

KPATKOE COLEPKAHHE i

Mycts S wirace pymruntt w=/(z)=z-+ay2®+. .. +a,2"+...ro1oMopdHbIX
N ONHOMNTHBIX Ha Jucke-eauuulde [z] << 1. Tlyere g(2) mepovopduas
(pynkums na Beeft naockocti, TIpin MOMOWM BApMANMOHHONO MCTOAA JlOKA-
3BIBACTCA CICAYIOWAST TeopemMa: '

Ecau zy=re' asagerca ropres ypasrenus g(z) =[(a), 0<a <],
MOdyab  KOTOPOO uMeer IKcTpeslaivhoe 3Hauenue (xorja | npoGeraer
knace S), 1o r u & ydosaersopaor cucresme ypacuenud (10). Irxcrpemann-
Has pyurygua daéres 6 wessHoan eude ypaswenuen (9).

7 PROBLEMA EXTREMALA LA FUNCTII UNIVALENTE 91

SUR UN PROBLEME EXTREMAI, RELATII' AUX
FONCTION SUNIVALENTES

RESUMIE

Soit S la classe des fonctions w = f(2) = z+apz* + ...+ a,2" + ... holo-
morphes et univalentes dans le disque unité |z[<1. On considére une fonction
2(z) méromorphe dans le plan entier. A 'aide de la méthode variationnelle
on démontre le théoréme suivant :

Si 5y = rei® este ume racine de I'équation g (2) = f(a), 0 < a <1, dont le
module a une valewr extréme (quand [ parcourt la classe S), alors » el ()
vérifient le svstéme d'équations (10). La fonction extrémale est donnée sous
Jorme implicite par I’ équation (9).
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