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Cercetdrile in domeniul interpolirii cu lacune —— problema formulata
de G. D. Birkhoff [3] —auluatin ultimul timp o deosebita amploare.
Dupa lucrarea lui G. Polya [A], care a cuprins numai studiul cazurilor
particulare, cind numirul nodurilor =2, prima lucrare in acest domeniu
a fost publicatd de P. Surdnyi i P. Turdn [8] care au studiat
problema existenfel si unicitatii polinomului de grad cel mult 2n—I1, cu pro-
prietatea ca polinomul si derivata sa de ordinul doi si ia valori prescrise
in n puncte distincte, numite nodurile interpolirii. Acest gen de interpolare
a fost denumit de ei interpolare de tip (0, 2).

Autorii s-au ocupat cu cercetarea existentei si unicitafii unui astfel
de polinom, cind nodurile interpolirii sint ridécinile polinomului lui Legendre
$i rddicinile polinoamelor ultrasferice. J. Baldzs si P. Turdn au
reprezentat explicit [1] si au demonstrat teoremad de convergentd [2] pentru
polinoamele interpolatoare (0, 2) Iuate pe primele din aceste noduri.

Cercetdri in acest domeniu au fost efectuate de R. B. Saxena si
A, Sharma [6], care au studiat existenta unicitatea si reprezentarea
explicitd a polinoamelor interpolatoare de tip (0,1, 3) pe radicinile polino-
mului Legendre. R. B. Saxen a[7]studiazd interpolarea de tip (0,1, 2, 4)
pe aceleasi noduri. ,

K. K. Mathur si A, Sharma [4] studiazi problema existentei
si unicititii a polinoamelor interpolatoare de tip (0, 2) si (0, 1, 3)"pe rddacinile
polinomului lui Hermite. A. K. Varma studiazi existenta §i unici-
tatea polinomului interpolator de tip (0, 1, 3) pe radacinile polinomului Tui
Cebisev, in lucrarea [9].

Un aspect intersant al problemelor de interpolare cu lacuue este cd ele —
dupd cum reiese i din cazurile particulare studiate in lucrdrile ingirate mai
sus — nu au solufie pentru orice sistem de noduri distincte (zicem ca proble-
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ma de interpolare are solufie, dacd se verificd exitenta si unicitatea poli-
nomului interpolator cu proprietitile cerute).

Din acest punct de vedere, cazul studiat de noi constituie un caz spe-
cial. Bazindu-ne pe faptul ci problema existentei si unicitatii polinomului
interpolator revine la nesingularitatea unei matrici, am studiat o formi
de interpolare unde matricea atasatd este foarte simpli. Aceasts simplitate
a matricei ne di posibilitatea de a conclude nesingularitatea ei pentru
orice sistem de noduri distincte, si totodatd ne sugereazd ideea unei tratiri
mai generale decit cele ficute in articolele citate.

. TroreMA 1. Peniru orice sistem de puncte reale

— 00 < Jl'” < x”“l < P < :‘"’2 < .'-\fl << 0o (1)

si orice sisteme de valori .

GOV (IO (Y @)
se poale determina in mod wnic un polinom P(x) de grad cel mult (kR +1)n—1,
care sd satisfacd la urmdtoarele conditii

P(x) =3,
B adi= g L o (3)
et ’ L=5 ..,
Pslgiy i i th)
Demonstragie. Considerim polinomul P(x) de grad (k41)n—1 cu coe-
ficienfi nedeterminati,

P(x) = @ppqyn 40T L g g a®H00-2 L 4 g g g (4)
Scriind conditiile (3) in formd explicitd pentru polinomul (4), obfinem un
sistem de (k+-1) n ecuatii liniare in cele (k-+1)n coeficienti ai polinomului
(4). Dezvoltind repetat determinantul principal al sistemului obfinut dupa

ultimile # linii (sau ultimele » coloane), conform regulii lui Laplace, gidsim
cd aceasta este egal cu

D = C Pt (5)

unde C este o constantd diferitd de zero, iar IV determinantul lui Vander-
monde format din punctele din (1). Pe baza conditiei (1) acest determinant
V" este diferit de zero, ceea ce demonstreazi teorema I.

2. Tntroducem urmitorul simbol
)

S J(%) d,

prin care intelegem integrarea consecutiva de p ori a functiei (), constanta
obtinuta la integrare luindu-se de fiecare dati egald cu zero.
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Trecind la reprezentarea explicita a polinomului P(x), cautim mai
intii sa reprezentim explicit polinomul A, ; (¥) care s satisfaci la condifiile

A (x3) = 8 8%, (6)
unde 4 si 7 sint pentru moment fixati.

i1 vom ciiuta pe A, ; (¥) sub urmitoarea forma
" (£n)

>.8 ij (x¥)dv, (7)
i=1" :

(fll) =1
=0 j

A () = S L (x)dx +

unde /; (x) este al i-lea polinom fundamental al lui Lagrange pe sisi;emnl

(1). Avem in mod evident :
AP (25) = 1.

Coeficientii ¢f (¢ =0, ..., [—1; j=1, ..., n) se determind pe baza condi-

tiilor (6). Derivim expresia (7) de n(l —1) ori. Obfinem

() "
AT (2) = § & () + 3 eft(),

Din condifia ,
A () =0,  h=1 ...,

obfinem

(n)

S W)Y |smm =0  h=1,...,n (8)
Din relaia (8), ¢i-! se poate determina.

In general, din coundifia
AE”;’ ()=, - h=1, 6 m P
scriind-o pentru expresia (7), obfinem
(T=pm) i (I—p—1n)
{ Lmdnln+2 a7 § L dxlog + ot
(9)

n (n)
+ 20 gt (Ll + o =0,
=

Pe baza expresiei (9) coeficienfii din (7) se pot determina recursiv, derivind
de (l—1)n, (I —2)n, ..., n ori. Reprezentarea explicitdi condensati a

polinomului  P(x) va fi

=1y sy 0,

"

P(x) = ?;_:12 ¥ Ay ; (%), (10)

i=1
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3. Problema generali de interpolare cu lacune se formuleazi in felul
urmator :
se cautd polinomul P(x) de grad cel mult m, care satisface la conditiile

Pl (55,) = 919, =kl s iy,
Bl 1 — gl a
Pk (x;) = 3y, i =l s
T LI (11)
P(k")(ﬂxi) = ;\’5”): } = 1: ey gy,
unde gradul polinomului, m = a,+ '@+ ...} a, — 1. Dacii pentru orice
ststem de valori (4T, ..., (¥} se poate determina in mod unic polino-

mul P(x), care si satisfacd la conditiile (11), atunci zicem ci problema de
_interpolare are solufie. Acest mod de interpolare, il vom numi prescurtat
interpolare de ;tip [(kg)u (Bi)ay - - -» (ka)a,], unde (k;) reprezinti ordinul
derivirii, iar a; numdrul punctelor pe care derivata de ordin k; trebuie si ia
valori date. Putem presupune ky << &y << ... < k,. Este evident ci pentru
ca problema de interpolare de tip [(Rg)u, (Bi)asr - - ., (Ru)a,] sd aibad solufie

este necesar ca sda avem k&, = 0.

4. O generalizate imediatd a problemei tratate la punctul 1 si 2 din
punctul de vedere al interpolarii formulate la punctul 3, este cazul interpolarii

[0)s,s (Podsvs (Pa+Lidpas + oo (Bot -+ Bui)p, ]

Demonstram urmitoarea teorema
TrorEMA 11 Pentru orice sisteme de puncle de tip (1)
Lo¥iplss g, - v,
stoorice sisteme de valori
CICI ORI R ()

existd wn polinom P(x) wnic, de grad cel mull m = Py p+ ...+ p,— 1
care satisface la condiliile : ; )
P(yx) = a0 cg=13, i B
P (xd =gl d =1, .. b
BB ) = ) § .
Pctd) () = 9 F=1,, . Py (12)

Pl g () == g, B B

Demonstrafie. Scriem polinomul P(x). de grad m cu coeficienti nede-
terminati

P{x%) =y s" oty "4 o+ agx Ty (13)
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Scriind conditiile (12) pentru acest polinom, obfinem un sistem de m+-1
ecuafii cu m+1 necunoscute. Ia fiecare derivare numdrul termenilor din
(13)  scade cu wunu. Dupd p,+ ...+ pu; deriviri consecutive
din (13) dispar ultimii $, + ... + p, 1 termeni, riminind nuimai primii
pu termeni. Aceasta inseamnd cd in ultimele $p, rinduri din determinatul
principal al sistemului obtinut, numai primele p, elemente pot diferi de
zero. Dezvoltind cu regula lui Taplace dupd ultimele $, linii, gisim ca de-
terminantul principal este egal cu produsul de doi determinangi, dintre
care unul pe bazi de rationalmente similare cu cele de mai sus se poate
dezvolta mai departz. Obtinem pinid la urmid cd determinantul principal

al sistemului este

B=F ¥ Fion Va

unde V; este determinantul Vandermonde pe sistemul de puncte {;xi}#s , iar
K este o constantd diferiti de zero. Pe baza presupunerii ficute, anume

cd sistemele de puncte {jx;}t; = (j=1,..., n) sint sisteme de tip (I), ur-

meazd cid V,;(j=1,..., n) si totodatd D estediferit de zero, ceea ce demon-
streaza teorema.

5. Reprezentarea explicitd a polinomului P(x), a cdrui existenfd i
unicitate s-a demonstrat la punctul 4, se face reprezentind prima data
polinoamele A; ; (x), care satisfac la conditiile

Aftut -t 2i-1) () = §.8} (14)
Ciautdm polinomul A; ; (x) sub urmétoarea formd
(botput ...+ q) 11 P (Bt prt « -0 i) .
Apzilg) = S ljp(x)dx +35° 3= ¢ S Ly (v)dx, (15)
=0 j—1

unde Z; , (v) este al ¢-lea polinom fundamental al lui Lagrange pe punctele
{;:\-’j}j.’;[. Avem in mod evident

Albct bk e H00) () = ;4 (i) = B}
Determinarea constantelor ¢! ({ =0, ..., I—L; j =1, ..., p) seface pe baza
condiiilor (14), succesiv, derivind expresia (15) de py+pi+ ...+ pros
ori, substituind punctele ; %, (h =1, ..., p; ), derivind apoi de p,+ p; +
4 ... 4+ pi_y ori, substituind punctele ; ,x;, (h=1,...,$;,) s asa mai

departe.
Forma condensatd a polinomului P(x) va fi in acest caz

"

il
Plsy = 3 290 by (%), (16)

=0 i=1
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6. Dacd in cazulinterpolariistudiate la punctele 4 si 5 avem p, =
- = pa =1, atunci aceastd interpolare devine interpolare de tip Abel—
Lyunclarox iar polinomul (16), polinom interpolator de tip Abel-Gonciarov.

UN POLYNOME INTERPOLATEUR DU TYPE (0, #, 2n, ..., kn) ET SA
GENERALISATION POUR I,/ASPECT GENERAI, DE
I INTERPOLATION A LACUNES

RESUME

WHTEPHOJISALIMOHHBIM TTOJIMHOM THWITA (0, n, 20, ..., kn)

WM Ero OBOBIIEHHWE OJI OBIIETO BHJIA
HMHTEPTIOJIFAIIMHU C [TPOBEJIAMHU

Dans ce travail on démontre que pour n'importe quel systéme de
noeuds

KPATKOE COJEPYKAHHE 0 AT W B By T e B My R (1)

et n'importe quels systémes de valeurs {y©@}', {y(U}', ..., {y®}, on peut

B nacrommem Tpyse noxasbiBaercs uto aas M0G0 CHCTEMbl VAJI0H
o A déterminer un polynome P(x) de degré (k4-1) n — 1 au plus, tel que

- — 00 < Xy < Xy < ... < < % < o0
B AAS MOGBIX 3HAUEHHI Bl - =9
RO AR PR =28
MOKHO ONpeienuTs noaunom P(x) crenewn me Gomee (k + 1)n'— |, takum P”‘”’( ) ‘.’Vm

o6pasomM, 4TOOH

On doune la représentation explicite de ce polynome.

On montre que pour tout systéme de noeuds du type (1) {owpbe,
{xadt, .o, {axin et pour tout systéme de valeurs {y@po, {y3tr ., . {ym}p"
exmte un polynome P(x) unique, de degré m = p, +p, + ... + p,—1 au
plus, qui satisfait aux conditions

P(x) =y,

P (x) — plb)
P (1)) =90, T

Plen) ( x,—) ] - y,(k) /

P (%) = y&m, il e

Jlaércs sIBHOe BbipaKeHHe 3ITOTO [0JHHOMA. P®o) () =y, i= » Pu
IlokasbiBaetcsi, uto gns mo6wix  chereM y3a0B  Tina (1) LoXiyde Pt (,x,) — A= . P,
Qg {a¥iPe W IS MOBRIX CHCTeM 3HAYEHHI {43, {yiye, . o Ly B, e i o M i e e e o T
(‘ymeLTB_yET efuicTReHHBIH nonunom P (x), cremenn we 6omee m = pu + P ~i_f Plwtpit <oty () = i), i=1,..., pn

+ ... +pu—1, KoTOPHIl YIOBIECTBOPAET YCJOBHSIM:

On donne la représentation explicite du polynome P(x).

P(yx) =0k £.=1,lvres Do
P () =y, =1, p,
Pitotp) (,x;) ' =y, i=1,..., py, BIBLIOGRAFIE
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