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INTERPOLARE CU LACUNE PE NODURI DISTINCTE
DE

A, B. NEMETII
(Cluj)

Lucrare prezentald la sestunea stiinplifica din 7—9 decembyic 1962 a Filialei din Cluj
a Academiei R.P.IV.

I. Problema de interpolare cu lacune este cea mai generald problemi
a interpolirii polinomiale, formulatd pentru prima oard de G. Birckhoff
[3]. Ea contine ca si caz particular, toate tipurile de interpolare studiate
pind acum. Formulim problema de interpolare cu lacune in felul urmitor :
Se cautda polinomul P(x) de grad cel mult n—1, care sd satisfacd urmi-
toarcle conditii : '

P (x0) =42, i=1,..., a,

ki) (41 =l e
Pl (_t.',_) = A=l s (%)
Pl m) (J:}if) = "\’,{”, o= e
unde yJ sint valori date, a,+a; + . .. 4 a,, = n, iar k; sint numere naturale

reprezentind derivata de un anumit ordin. Spunem c¢i problema de interpo-
lare are solutie, dacd se poate determina in mod unic polinomul interpo-
lator P(x), care sd satisfacd conditiile ingirate mai sus. Interpolarea se poate
caracteriza prin perechile (%;, @) ¢ =0, ..., m. In cazul perechilor fixate
vorbim de interpolare lacunard de un anumit tip.

Ca prime lucréri relative la interpolare lacunari, putem aminti lucrirea
Iui G. Pélya [6] publicatd fn 1931, care studiazi problema pentru doui
noduri de interpolare, si ciclul de lucrdri [8], [1] si [2] publicate de J. Baldzs,
J. Surdnyigi P. Turdn, incepind cu anul 1955. Lucririle [4],[7],[9]
reprezintd contributia unui grup de matematicieni indieni pe acest tirim.
Toate aceste lucrdri (exceptind lucrarea lui Pélya) trateazd problema inter-
poldrii lacunare pentru cazul cind nodurile interpolirii sint riddicinile unor
polinoame ortogonale, pentru un anumit tip de interpolare lacunari,
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Dintre problemele ce se pot pune in legiturd cu interpolarea lacunari
este studiul accestui tip de interpolare pentru noduri oarecare. In aceasti
problematica se poate incadra problema interpolirii de tip Abel-Gonciarov.
Extinderea acestui tip de interpolare pentru aspectul general al interpolirii
lacunare a fost datd in lucrarea [5].

Nota de fafd trateazd problema interpoldrii lacunare ficiud restricfia
ca toate nodurile de interpolare si fie distincte. Se considerd numai cazul
cind pentru unele noduri se cere valoarea polinomului, iar pentru altele
valoarea derivatei de ordinul intii al polinomului.

2. Presupunem ca sistemul de » noduri distincte este dat si ¢ are loc

“urmitoarea ordonare a nodurilor

=100 My S Wy e R L Ny < A oo, (1

Vom numi ponderea punctului x in sistemul (11) urmitoarea suma
an

=2 —

1_.:] :rk — 2’11

Ingirdim urmitoarele afirmatii simple in legiturd cu ponderea unui
punct intr-un sistem de tip (1) :

1°. In orice sistem de tip (1) (n = 2) existid puncte de pondere pozitivi
51 negativ.

2°, Pentru orice n = 3 existd sistem de tip (1) cu puncte de pondere zero.

3°. Pentru orice » existd sistem de tip (1) fird puncte de pondere zero.

4° Toate punctele de pondere zero Intr-un sistem de noduri vor
deveni puncte de pondere diferitd de zero in orice sistem obtinut prin adiu-
gare a unui nou nod la sistemul vechi, sau intr-unsistem obtinut prin ne-
glijarea unui punct al sistemului vechi.

5° Pentru orice n = 2 existd sistem de tip (1) cu un singur punct de
pondere negativi iar toate celelalte puncte de pondere pozitivd si invers.

3. Dacid scriem condifiile (*) pentru un polinom P(x) de grad n—1 cu
coeficienfi nedeterminafi, atunci problema interpolirii revine la rezolvarea
unui sistem de ecuafii lineare in coeficienfii polinomului P(x). Rezolvabili-
tatea problemei de interpolare este echivalenti cu nesingularitata matricei
atagate sistemului (*).

Ca prim pas studiem rezolvabilitatea probemei de interpolare formulati

in urméatorul fel :
54 se determine polinomul P(x) de grad cel mult n—1, care si satisfaci

la conditiile
Pla) =, l=it=mn, 12k,
P'(x) = y'.
Dac# pentru sistemmul (1) aceastd problemi de interpolare are solutie, zicem
cd sistemul (1) este de tip &;.

(2)
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ProroziTia 1. Sistemul de noduri (1) este de tip k; atunci si numai atunci
cind Pk ¢ 0.

Demonstrafia propozitiei este evidenti. Este suficient si observim
cd determinantul atagat sistemului (2) este de forma

Vie=V - s,

unde V' este determinantul lui Vandermonde pe sistemul (1).

In lumina acestei propozifii afirmatiilor 1°—5° din punctul precedent
li se pot da interpretiri corespunzitoare.

Incercim acum si reprezentim explicit polinomul P(x) de grad cel
mult n—1, care satisface conditiile (2). In cazul cind p,=£0 existenta si
unicitatea acestui polinom pentru sistemul dat de puncte este demonstrats.
Vom cduta polinomul P(x) sub forma

P(x) = 35 i{a) +5' ula)

unde 24(x) si w(¥) sint polinoame de grad cel mult n—1, care satisfac la
conditiile

)\,-(x,-) =i 1 gj = #, j = i, k,

)\;(;\:,-) = ]_J
?\'(xk) = ()
wx) =0, l1=<j==n j#4,
w!(x) = 1.

Definim funcfia py;(x) in felul urmitor
" 1 1
Pl = 3 =
=1 % — % ¥, — ¥
IR,

Este evident ci py (%) = pp.
Vom demonstra ci are loc reprezentarea expliciti

(%) ) Pi(#)

Mlx) =
A we'r) B

, unde o (%) = (¥ —=5x;) ... (xr — x,).

Primele doud condifii impuse polinomului Ai(x) se verificd in mod evident
Sé ardtim acum cg !

)\; (.'l.k) = ().
S4 derivim expresia lui 2;(x) :

(@(#) Pp;(#) + (%) pp(2) (37— %) — (%) py; (%) m

(¥ — %) (z) P

8 — Studii si cercetdri de matematic¥ 1/1963
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Folosind identitatea

n

1

@'(1) = o(x) P

si faptul cd

’ 1
D(%) = Ttk

vom face urmitoarea transformare identici

(0" (%) P2i(%) + 0(%) p,(%)) (¥ — 2;) — (%) pri(x) =

=w(x)ﬂ(i = )[2 T

l:I.x-—x‘ x—xk 4’*%1- 1=1 xk_x

£k, i Ik, 5

.1 ”n
+_ ](:’C——xa)‘z 1—— 1
(¥, — #)® = om = m—
£k,

"

= w(#)(x — x,{) Z 1 ‘_i 1 ) -0

¥ — % I=1 %, — » = — %
& =1 ¥ X
A N i :

it # n

+m(x)[(x_x,-)2 TR0 S oo MR, o

I=1 %, — %, = — = o,
=1 ¥ — & =1 1, — x

I£hR i ", Ik, i

gi din aceastd ultimi expresie urmeazi imediat ci
?\1. (x) =)

Pentru polinomul u(x) avem reprezentarea expliciti

w(s)

w(x) =

T =)o),
Avem in mod evident
wr) =0, l<j=<mn j=£k
Vom arita ci
W (%) = 1.

Definim funcfia py; (%) in felul urmitor :
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Observam ci

e ) = pua().

X*xk x—xk

S4 derivdm expresia lui p (x). Gésim

e = w() Pl :
(2 = xk)m’(xk) 2y
de unde
() = 1.

Cu aceasta reprezentare a expliciti este demonstrati.

4. Considerim problema de interpolare cu lacune formulatid in urmai-

torul fel :
54 se determine polinomul P(x) de gradul cel mult n—1, care sd satis-

facd urmitoarele conditii :
P(%;):j’u 1;@&”, I;’ﬁk,l_.
P'(x;) =y;, T

(3)

Interpolarea de aceasti naturid o vom numi interpolare k. Dacd pentru
un sistem dat de noduri problema de interpolare este nerezolvabili, atunci
zicem ci sistemul de noduri este de tip %/,. Urmitoarea propozifie pune in
evidents relatia dintre interpolarea k, si /, pe de o parte §i interpolarea &l
pe de alta parte.

PROPOZITIA 2. Ovice sistem de n puncte distincle care nu este de bip k,
sau nu este de tip 1, este de tip kL, st invers, dacd sistemul dat nu este de tip
kyly atunci este de tip ky si de tip 1.

Pentru demonstrarea acestei propozifii este suficient de a observa ci
determinantul atasat sistemului (3) este de forma

Vir — V(Pk b+ (x—l*—,) ) (4)

B #)

unde V este determinantul Vandermonde, pe sistemul dat de noduri §i cum
sistemul este format din puncte distincte , V' 52 0. Din formula (4) se vede
ci Vi 5i ppsau Vi, si gy nu pot fi simultan egale cu zero, fapt care demon-

streazd propozitia.
Considerdim acum urmitoarea problemi de interpolare :
Se cautd polinomul P(x) de grad cel mult #n—I1, care satisface urmi-

toarele condifii :
Plx) =y, 1=i=smn, t7#k,
P’J(xk) ::ylf'

(5)
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Interpolarea de aceasti forma se numeste interpolare %,. Daci pentru sis-
temul dat de noduri problema de interpolare are solutie, atunci sistemul
dat de noduri se numeste sistem %,. Se enuntd urmitoarea propozitie :

PRrOPOZITIA 3. Orice sistem de n puncte distincte, care nu este sistem tp
k,, este sistem tip ky st invers, dacd nu este sistem k, este sistem tip k.

Pentru demonstratie observim cd determinantul atasat problemei (5)
s¢ poate reprezenta sub forma

" 1
Pp =W =5 —— .
ke (pk té;(zk _x!)g)
%k

Din aceastd reprezentare se vede cd V,, si p, nu pot fi simultan egale cu
zero, fapt care demonstreazd propozitia.

5. Cu ajutorul nofiunii de pondere a unui punct intr-un sistem de no-
duri distincte se pot da condifii suficiente pentru rezolvabilitatea unor
probleme de interpolare lacunard date.

PropoziTIA 4. Dacd ponderile punctelor difevite xp , ..., x4 al siste-
mului (1) sint

a) toate memegative, (nepozitive) atunci (1) este sistem de tip k}...RY,
lg%g?, ’&J#'&;, dﬂlﬂt\l’l;’fj‘

b) toate nemegative (nepozitive) si cel pufin una pozitivd (negativi)
atunct (1) este sistem de tip k} ... ki oK, uwnde 114, =9, 5i xy este
punctul cu pondere pozitivd (negativi).

Pentru demonstrarea acestei propozitii considerim determinantul V
functie de » variabile, variabilele satisficind o constringere de ordonare de
tipul (1). Vom nota variabilele la fel cu punctele sistemului de noduri
(1). Ori de cite ori vrem si tragem o concluzie relativ la un sistem de noduri
fixate considerim variabilele x;, ..., %, numere fixate si anume nodurile
sistemului. Pe baza acestei observatii putem scrie

stiind ¢ ¥V = II (x; — ;). La fel gasim
i<i :
8 8V 3y 2V

+V

axhax., 6x[ Bxk 5xkaxz

Vki

1L

Demonstrim intli punctul a) al propozifiei pentru pondere nenegative.
Observim cd in conditiile punctului a) avem

av = v ~0

R
CEFR CETOLETTA
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oricare ar fi &% si k% dintre k%, ..., k. Presupunem acum ci pentru orice
.mulfime de indici &%, ..., E#-3 si k", ..., A¥-2 din multimea £, ..., k¥
avem™)
aﬂrfii 74 ﬁ‘lr—-'z v
LR e A R S
OXpiy ... Bxyior 3 T g ... Bayla2

Pentru a doua dintre aceste derivate avem expresia

e o a3y ln vV ¥ty 3ln vy
0%y, ... Oxinr—n Bxyiy ... Oxpioe— 2 By, By, v, IX 23 ‘axkil 6 xybzr—2
+ o+ gty a%ln ¥ (6)
L m@-—z ; m -

Derivind aceasta expresie incd odatd in raport cu xiw—1, gisim

=11 " pRI=4 7 alnv Crdle 2ln v
- . E== _-_ . ] % . __.—____l
E4piy ... Fagiay g 840y .. . Bwpior—1 8 ¥y, 0i, ... Bx 00y 2 8 xpi, Oxtor 2
gy 8%1n ¥ (7)
+ i .
Qxpig oo, Ompizr—2 By Iy,

Aceasta expresie este negativi pe baza presupunerii de inductie. Si
observdm incd odatd in raport cu x4 ; obfinem

iy X iy dln ¥V Bl a2ln 1
%y ... Bayioy Bdpiy o0 Oxpiey By, Gapiy ... Ombop—1 B Oxyin
= = G 8%In V (8)
"8y ... OFpbor O, O,

In aceastd formuli primul termen din partea dreapti este negativ pe
baza conditiei propozitiei i a rezultatului (7), termenii urmitori sint pozitivi
pe baza presupunerii de inductie. Pentru cazul ponderelor nepozitive deri-
vabilele partiale mixte de ordin impar al lui V' vor fi nepozitive si demonstra-
tia se face in mod analog. Observim ci implicit s-a ficut si demonstratia
expresiilor de forma (7) si (8).

Trecem acum la demonstrarea punctelor ) pe care o facem pentru
pondere nenegative si cel putin o pondere pozitivi. Putem presupune ci
g este impar; pentru ¢ par demonstratia este continuti in demonstratia
punctului a). S4 presupunem ci punctul x, este cel cu pondere pozitivi.

*) Pentru a evita complicarea notatiilor, indicii  care in enuntul propozitiei 4 sint fixati,
se considerd aici §i variabile,
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Avem :
aly L 8Ly dlnV 3ty 8%ln v
Bxyiy ... Oxpig 5 8%y ... 20y ; 9 %y D Oxpiy v O g1 ' 9 w0, O w3
il 82l ¥ ()
Plancat=fe .

O iy 0. O3yl 8 241, 0 %4,

Deoarece ¢ este impar, pe baza punctului a) si a presupunerii de mai sus
urmeazd ci primul termen din partea dreapti a formulei (9) este pozitiv.
Ceilalfi termeni din sumi sint nenegativi pe baza punctului a) si cu aceasta
punctul b) al propozitiei este demonstrat.

6. Considerim acum problema de interpolare &1, ..., %% i presupunem

cd sistemul (1) este de acest tip. Vom da reprezentarea explicitd a polino-
mului interpolator P(x) ciutindu-l sub forma

n P
Pla) o= ;ye A(x) + ;y; (),

iERT (r=1, ..., )

unde A;(%) si p,(#) sint polinoame de grad cel mult #—1, care satisfac la
conditiile

sl =0, l=ji=mn, Yl j2E (r=1,...;8)

N(x) =1

Kiwe) =0, r=1,..., p;

wim) =0, 1=<j=m, j£k, (r=1,... ),

w (%) =0, 1=s=p, sz#v,

wl (o) — 1.
Din forma functiei V' urmeazd imediat ci are loc reprezentarea explicitd

ot v

: 0y ... 0%
)\,(x) — TER (54

X=X

a? v
9xy vu. O5pp

at-ly

34".51 S axkr—l azkf+l e aﬂr'k# ”k' =¥

Al ==
r (%) o

a”al Y
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Dim urmitoarea reprezentare a cirei demonstratie se poate face prin in-
ductie
af v

= Vlpm 2:: Ppup ZP"" oo o Ppp—R gpp—igh £ .

dxyy ... dxpp
+2P-’f‘ Greps - - gkﬁ'“lk?) = V‘?kl...kf-' (xl, iy xﬂ)s
pentru p impar gi

L: V(pk1 s Dap —I—EPm ces DPpp-tgap—tge .o

Dy ... Txpp
4D qhs . qrr—tap) = Voom . wp(%, .., %)

pentru p par, unde g; = e iar sumele reprezinta suma tuturor pro
1

duselor de forma dati, pentru :)rice permutare a indicilor £, ..., k?, fieca-

re termen figurind o singuri datd. Produsul de sub semnul sumei re-

prezinti primul termen din aceasti sumi. e ] )
Folosind reprezentirile de mai sus, obfinem simplificiri considerabile

in reprezentarea expliciti a polinoamelor fundamentale Ai(x) si w,(x). Vom

avea pentru ele

A(x) = w(#) B e Wil X P U %)

! (v — #)e(x;) P, it (1, oo )

(x)* (%) _?M...k'—l kf+1‘..kib(x1""'xk’41'”'xk’+1""’xn} ]
G (# — 2y () P Y

Pentru cazul interpoldrii %, /; de exemplu, avem reprezentirile explicite :

1
Pkg(”) (%) + Rl o
Al e e i e B A e YR
1

(x — x)a'(%;)

bpty + W
ur(2) = o) -. #u™) )
(» — xk)m'("‘k) 1
ty )+ (—xk By
b
() = —22_. i
(# — x)' (%) i
LR rP——r
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UHTEPTIOJISAIIUS C TIPOBEJAMU HA PA3JTMYHBIX Y3JIAX

KPATKOE COJEP)KAHUE

Paccmatpusaercsi sanava wmaTepnossumm c npobesaMn Ha cHCTeMe
PA3JUYHEIX YSJIOB, COPMYJUPOBAHHAS CJELYIOUIEM O6pasoM:
Onpenennts mosnuom P(x) cremeHn He 60Jbie n—1, yunosierso-
DSIOIIHE YCAOBHSAM:
Plag =95, I=i=n b it it ),

Plilaw) =%, #=1,...9;

€C/IH AJI1 CHCTEMBI DABNUUHBIX y3JI0B ¥, ..., X, 3ajlaya HHTEeDIOISIUHA
HMEET CAHHCTBEHHOE pPelleHHe, TO CHCTEMAa V3J0B HA3LIBAETCH THHA k1RZ..RE
=
PagenctBom
n
o 1
=1 %, —%
R R

BBOAUTCS MOHATHE BECOMOCTH, TOUKH X, B CHCTEME DABJHUHBIX Y3JIOB.

B 3-ei, 4-0off u 5-off wacTax Hactosmel paboThl JOKA3LIBAIOTCS CJie-
AYIOUIHe TIPenIoKeHHs.

MPENNOXEHUE 1. Cucrema n Y3408 asasercs cucremod Tuna ky
ecal u TOAbKO ecau P2 0.

I1 PENNIOKEHUE 2. Jlrobas cucrema n PA3AUYHBIY  TOYEK KOTOPUS
He ABaAeTcs CUcTemol Tuna Ry uau tuna ly, Asidercs cucremoli Tuna kil
U, HOOOOPOT, ecau cucrema He ABAAETCs. CUCTeMOL Tuna kily, oHa Tuna
Ry u ly.

ITPENNIOKEHUE 3. Jwbas  cucrema PABAUUHBIY  TOYeK, He A84d-
fowancs cuctenol Tuna ky, ssasercs cucremord Tuna ky u Hobopor.

[TPENNIOKEHUE 4. Ecau secomocri PABAUYHBLY TOYEK Xpa, ..., X
6 CuCTeMe PASAUYHLLY Y3408 ABASIOTCA

a) ace ReoTpuyaresvhoimy  (HeNIONOKHTENBHBIME), TO CUCTeMA TOYeK

J i e iy ] : ; .

ABARETCA cucTemou Tuna k! BE ... k¥, 1=i; =<9, 4524, ecan gl

6) sce HeoTpuyatesbHoLMU (HemoMoXHTeNBHEIMK) 1 RO Kkpadnet mepe
O0Ha U3 Hux N0A0JCUTEAbHA (OTPHIATENBHA), TO CLCTEMA ABAALTCS CUCTE-

v 11 i T ' v

Mou Tuna R' ... R ... kY, 20e 1 i, p, a xx fsaneTCA TouKoL ¢ noao-
oTeAbHON (OTPHIATE/IBHON) 8ecomocTsio,

B mecroit wactu Hacroseii pa6oth naércs ofluee sIBHOE BLIPAMKEHHE
HHTEPIOMAIHOHHBIX MOJMHOMOB JaHHOLO THIA.
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I’INTERPOLATION LACUNAIRE SUR DES NOEUDS DISTINCTS

RESUME

On considére le probleme d’interpolation lacunaire sur un systéme de

noeuds distincts, formulé de la fagon suivante : ; bat
Que 'on détermine le polynome P(x) de degré n—1 au plus, qui satisfait

aux conditions

i RS T == et ol s (e —d B R )

Plwr) =y v=1, ..., D
Si potr le systéme de noeuds distincts %y, ..., ¥, le probléme d’interpolation
admet une solution unique, alors le systéme de points est appelé de type

LRie ok
i===1 1
Au point 2 on introduit la dénomination de poids d'un point x, dans
un systéme de noeuds distincts, par 1’égalité

n
1
P :E, =3
=1y =
I£k

Aux points 3, 4 et b on démontre les propositions :

Prorosrrion 1. Un systéme de n noeuds est de type ky si et seulement
7 j)k # 0.

ProrosirioN 2. Tout systéme de n points distincts qui w'est pas de
type ky ow de type Ly est de type k, I, el inversement, si le systéme w'est pas de type
kily il est de type k, et 1.

ProrosiTiON 3. Tout systéme de n points distincts, qui n'est pas un
systéme de type k,, est un systéme de lype ky, est un systéme de type k, et
1nversement.

ProrosiTiON 4. Si les poids des points diffévents xw, ..., xp d'un
systéme de noeuds distincts sont

a) tous non-négatifs (nom-positifs), alors le systéme de poinis est de
typekl B2 L BTl ==, 4y hsi] AL

b) tous non-négatifs (non-positifs) et un aw moins positif (négatif), alors
le systéme est de type k... R ... ko, o0 1 < i; < p, ot %3¢ est le point an
poids positif (négatif).

Au point 6 on donne représentation explicite générale de polynomes
interpolateurs du type étudié.
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