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Multimea /// este mirginitd inferior asa ci se poate pune problema exis-
tentei — si in caz afirmativ a determinirii — elementelor (perechilor) mi-
nime ale ei, in functie de definitia dati acestor elemente minime.

In nota de fata se vor introduce trei asemenea definitii :

DermNiTIA 1. O pereche (ay, a,) din JlLse numeste , minimd relativ' in
raport cu ay, dacd orice pereche (ay, a,) cu ay < @, nu apartine mulfimic .

DErINTTIA 2. O pereche (@), a,) din Al se numeste ,minimd absolut in
raport cu a,, dacd orice pereche (ay, a,) cu a, < @, si orice peveche (ay,@,) cu ay <
< a, nu apariin multimic M.

DErINTTIA 3. O pereche (ay,a,) din M se numeste ,,mimimd in raport

cu functia flay, a,)*, dacd f (a;, a,) min f(a, a,).
(ay, “a)Eﬂ

Definitiile 1 si 2 se enuntd in acelasi fel referitor la a,.

In not4 se determini perechea minimi relativ in raport cu g, pentru un
a, oarecare — care se va Insemna cu (a;, «(a,)) (teorema 1) si perechea minimi
relativ in raport cu a; pentru un a, oarecare — care se va jnsemna cu
(B(ay), a,) (teorema 4).

Cu titlu de aplicatii simple ale teoremei 1 se determini perechile minime
in raport cu functiile f(a;, @) = a,+ a5, flay, a,) = @ ay = (teorema 2)
si flay, ay) = a™ +a, unde m este un numdr natural (teorema 3).

In lucrarea [2], Z. Opial a determinat perechea minima absolat
in raport cu a,:

s = (3)

Simpla examinare a relafiei (2) arati ci daci perechea (ay,a5) € A, atunci
orice pereche (a;, a,) cu @,=a,, @, == a, apartine si ea multimii . Dupa
cum se va constata in teorema 1, nu existi o pereche minimi absolut in
raport cu a;, acesta putind fi Iuat oricit de aproape de zero.

2. In acest paragraf se va determina perechea minim3 relativ in raport
cu a, pentru o valoare oarecare a lui a;.
TrorREMA 1. Perechea minimd relativ in raport cu ay este (ay, a(a,)), unde
o(ay) se defineste asifel :
; 1 : g . s
Dacd 0 < a, < = atunct  o(a) este rdddcina pozitivd a funcliei de

variabila a,
1 Ve — 1

gl ———— ==
4 2 q Viw+ \jflag + @l

g V7 4V —1
+11 2 E

unde
— 1
m = [2ai(1 + 2a;) + a,(1 —8a, — 4a}) +
1

+ (1 —2a) Vdai + 4ai(l — 2a,) a, + (1 — 12a, + 44) a3

3
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g 1 ! 1
Dacd a, = —, atunci o [—] .
8 8 8
Daci L < a < i, atunci o(a;) este rdddcina pozitivd a functier de
8 2

variabila a,

Jralt) = —

T -+ arctg o =iy

1
2 g, Vit + Via, + o m

unde 7
= Tlé-{za?a 4 ) -+ ag(l —8a —AaY~—~
]

— (1 —2a;) Vdat -+ a1 —2a) a5 + (1 —12a, + 44%) 4.

z 2 : 1
Dacé a) = =, atunci o(a;) = —-
T e

: - ; 2\
Functia o (a,) este descrescdtoare in intervalul {0, -;) si
™

lim o (a;) = oo.
a, =0
Demonstratie. Se va folosi — aga cum face 5i Z. Opial in [1] urmi-
torul rezultat al luide la Vallée Poussin [3]:
Dacd he Hr, atunci

(- -]
]
= e i 4
hz Him, my) = 2§ - (4)
(1}
De altfel, sint cazuri in care in (4) intervine semnul =, de exemplu

pentru ecuatia (E,) : ¥2 4 k%y =0 pentru care m, =0, m, = k2, numirul 4 = %
apartine lui 75, sieste egal cu H(0, £2). In cazul coeficientilor pi(%) (i =1, 2)
din (1) constanti, m;(¢ = 1, 2) din (2) nu depinde de 4, asa cid relatia (2) este
evident echivalentd*) cu relatia

hz= o = oy, my) =—— (—apmy + Vaim? + dagm,), (5)

2a,m,

iar aceasta din urmi cu relatia
HZ=oq,

pentru cd din (6) si (4) urmeazi (5), iar (5) atrage pe (6) pentru ecuatiile
(E,) din & pentru care un b = hy = H € Hg,.

*) Se va intelege prin echivalenta relatiilor (A) si (B) faptul ci (A) aisrage pe (B) si (B)
atrage pe (A), exprimat prin notafia (A) ~ (B). Evident ca dacd (A) ~ (B) si (B) ~ (C), atuneci |
(A) ~ (). ’.
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Dacd se inseamnd cu &, submulfimea lui 6 alcituiti din ecuatiile )
cu coeficienti constanti §i cu 6, complementara ei fafs de &, iar cu Y,
mulfimea perechilor de numere pozitive (a;, @,) cu proprietatea ci relatia
(2) are loc pentru orice 4 € #r §i orice ecuatie E [¥(x)] = 0 din &, atunci
evident cd mulfimile # si _#, coincid.

Este suficient, pentru a ne convinge, de a observa pe de o parte ci daci
(ay, az) € M, atunci (a,, _czz) € M., deci JLC M,, iar pe de alta ci dacise ia o
ecuatie Eg [y(x)] = 0 din & si un k€ Hr,, atunci in (2) m; = m? = M (hy),
unde s-a insemnat cu M;(h) = max |p;(x)| (i = 1,2).

*€[0,k]

Se va considera pe m;(i — 1,2) ca numere, nu ca functii de ,.

: Confon(? lu(.)i (4) hﬂa;:_h; (mi, m3), iar dac (21, a;) € M, atunci conform
lui (6) H(my, mz) = ¢(mi1, ms) deci hy = o(mq, ms) adici (2) este verificata,
gga cd (a%é)dz) € ﬂ.(peel 1ﬂ‘;)cﬂ, asa cd M = _,. Este decidestul de a consi-

era in pe m; (¢ = 1, 2) constante, variind independent de /% si ind =
dent una de alta, de la 0 la co. 5 Z ol

Relatia (6) se scrie asadar cu ajutorul lui (4) si (5) sub forma urmi-
toarelor trei relafii, date — cu alte notatii — de Z. Opial in lucrarea
[2] citatd .

b LT R

4

'\/4m2 — mi _ Amy — m?
TR (aymy — Vdazmy + aimi) + arctg*—=2 1
ayhity my

=0 (7a)

pentru m; < 2 \/m,,

= 4 ay + a, -—I-
e =0
- AP e (7b)

pentru m; = 2 \m,,

Am) =X g

B Vrnf — 4m, V%H my + '\,c'mi"- — 4m,
= Sazm: (alml =i 0 4“2”32 “l" alml) + In T ; 0 (7(:)
pentru m, > 2\/m,.
Acesite trei relatii, luate fmpreund, sint deci echivalente cu relagia (2).
Dacd 4, = 0, (7c) di lim f, (m) = —oo pentru orice a, finit. Se va
g .=}

presupune asadar, in toatﬁ'nota, a > 0.

e ————————
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Expresiile (7a) si (7¢) dau

’ i fa(ml)
Ji(my) 4%,%\/(4% — m?) (dagm, + ajm3)
’ Sa(my)
P ==
Jal = T e ®)
fo(my) = —my[aim} + 2(ay — ad)m,] +

+ [aymi + 2(2ay — a;)m,) \/4a2m2 + atmsi.

Relatia fy(m,) = 0 se scrie prin izolarea termenului cu rddédcina patrata
si ridicare la pitrat
my
P;(m) = 0, unde m = —
My

si

r

Pl(m) = 2aim?® — [2ai(1 + 2a,) + a,(1 —8a, —4ai) Im +4 (a; —2a,)%.  (9)

Agadar, f;(m,) poate avea cel mult doud rddidcini nenegative, care se
vor insemna —daci existdi —cu m, §i m,. Pentru aceasta este necesar ca rada-
cinile polinomului P,(m) din (9) — care se vor insemna cu m §i  — si fie
nenegative. Pentru ca expresiile pozitive \/mm si Vm,m, singurele numere
care ar putea fi rdddcini ale lui fy(m,), — sd fie ridicini ale acestei functii,
este mecesar si suficient ca si se aibd in (8)

[aym + 2(2a, — a;) ] [aim +2(a;, — ai)] >0, :

respectiv j
[am + 2(2a, — a,)] [alm + 2(ay— af)] >0,
(pentru cd expresiile a;m +2(2 a, — a,) si aim +2(a, — ai) au aceeasi ridicini

—— 1 0 ; : ;
m in singurul caz a; = E] , relatii, care se scriu cu ajutorul lui (9)

1 — 2a) {[a% +20- 2a1)] 7 4 2a,(2a, —al)} ~0 ]

respectiv h (10)

(1 — 2a,) {[a% + 2 (1_2%)J W+ 2a,(2a, —al)} >0

Realizantul polinomulﬁi P,(m) din (9) este

Py(a,) = (1 —12a, + 4ai) ai + 4ai(1 —2a,) a, + 4ai




