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ASUPRA RADACINILOR COMPONENTELOR SOLUTIILOR
UNUL SISTEM DE DOUA ECUATII DIFERENTIALE
: DE ORDINUL INTII

DE

TIOAN A, RUS
(Cluj)

1. In legituri cu studiul proprietitilor de separare a riddcinilor com-
ponentelor solufiilor unui sistem de ecuatii diferenfiale lineare, au aparut
numeroase lucriri, dintre care citdm lueririle [3, 4, 6, 8, 10, 12]. Mai pufin
au fost studiate asemenea proprietifi relativ la sisteme de ecuatii de ordinul
intii neliniare. I. Bihari studiazi in lucrdrile [1] si [2] citeva proprietafi
ale rddicinilor solufiilor unui sistem de forma

¥ = P(x) gy, 2) + Q(x) G(v,2) } , )
' = R(x) h(y, 2)+ S(v) H(y, %)

functiile g, o, P, Q, R, S, G, H satisfdcind anumite condi]:ii'.
In lucrarea [9] am considerat un sistem de forma

y’:F(xly’Z) (g)
2 ='G%,9,2) &

si am dat clteva teoreme de separare a rdddcinilor componentelor y si z
ce formeazi o solufie a acestiii sistem in anumite condifii asupra functiilor
FsiG. -

Nu s-au dat insi teoremei relative la separarea ridicinilor ,,compo-
nentelor v" (sau z) a doud solufii a sistemului (2).

in aceastd lucrare se dau citeva teoreme in legiturd cu aceastd pro-
blema.

2. Inainte de a trece la chestiunea propriuzisi, va trebui si facem
anumite considerafii asupra unor teoreme de existenfd gi unicitate,

—
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Fie sistemul
Elx, v, 9, 8 %) =0
G(x, 9,2 z’) =0 }
Relativ la acest sistem vom considera urmitoarele probleme :
Prosreya . Sd se afle solutia (v,7) a sistemului (3), care satisface urmd-
toarele condifii
Y(x) =,
z(’ltn) = %
Propruva B. Sd se afle solufia (y. z) a sistemuliui (3) care salisface
trmatoarele condifii
V(%) = ¥,
¥'(%) =,
Proprema G Sd se afle solufia (v,2) a sistemului (3) care salisface
wrnidloarele condifin
(%) =%

7' (%) = z,

x(ie (a'» b): 3’0, ZUE ('* @0, + OO)

Y€ (@, 0);  ¥o Vo€ (—o0, +o0).

Xy €(a, D); 2, 7€ (—oo, +o0).

ProBreEyma A n cazul sistemului de ecuatii diferentiale (2) este bine
cunoscuta problema lui Cauchy, iar in cazul sistemului de ecuatii diferen-
f1ale nerezolvate in raport cu y’ si 2’ ea a fost studiata printre alfii de T.
Hildebrandt si Graves [5]s5iB. Mania [7] (vezi de asemenea
flitgye
. 3. Problemele Bsi € dupd cunogtinga noastrd n-au fost studiate pind
In prezent. In aceastd lucrare facem citeva consideratii asupra acestor
prol.)k?me st ardtdm legatura care existd intre problema A i problemele
B si C. ; :

Astfel are loc

' . . = ,

I‘OEOREMA L. Dacd sistemul (3) satisface wrmdtoarele condilii :

1% Problema A are o solufie si numai una pentru  orice Xy € (a, 0)
$1 Yy, % € (— o0, 4 00).
2%, Sistemul de ecuatii in X si Y
F(x, 20 ¥5 X, Y) =0
G(%, Yo 305 X, Y) =0 :
are 0 solufic si nwmai pentru orice xy € [a, b]; y,, Yy € (—o0, +o0).
Atunci problema B are o solulic si numai wna. )

’I?OREMA 2. Dacd sistemul (3) satisface wrmdloarcle condilii :
1°. Problema A are o solufie si numai una pentru orice x, € (a, b) si
Yoo % € (—o0, +o0) ;

3 —— ey s
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20, Sistemul de ecualii in X st}
F(xg, X, Y, 2, 2) = 0
G(xy, X, Y, 2, z,) =0

are o solulie st numai wna pentru orice xy€ (a, b) si z,, %€ (—oo, +o0).
Atunci problema C are o solulle si numai wnd. '
Demonstratia acestor teoreme este imediatd.
Din teorema 1 si 2 rezultd :
TrOREMA 3. Problema B (C) relativ la sistenul
¥ bl A =0 0
Yy +qi=0
are o solutie si numai wna in orice interval [a, 0], in care pi(x), qi(x), sint
continue, iar q(x).52=0 (pa(x) #0).

4. Vom incheia aceste consideratii prealabile prin :

Liya 1,0r ToNgLLT ™ Fie funcliile oi(x) §i @u(x) definile in Tnbervalil
la, b] si care satisfac wrmdloarele condifii .

1°. @ §i @, au derivate de ordinul intit continue.

2°. @y(a) = @5(b) = 0, ¢a(x) >0 pentru xe (a,b), tar

o (v >0 pentru ¥ [a, D].

Atwnei existd un x>0 si x,€la, b] astfel ca
o1 (%) = A @2 (%)

; —
p(vo) = K9 (%)

Demonstratie. Considerim familia de fuucii

Ui () = @) — 2 pa (),
unde % este un numir real pozitiv. Vom fmpérfi mulfimea numerelor 2 in
doud clase. Intr-o clasi o si intre toate numerele A pentru care ¢y (¥) ia
valori nepozitive, iar in cealaltd clasd numerele 2 pentru care da (%) > 0,
pentru orice x din intervalul [a, b]. Obtinem astfel in multimea numerelor
A, 0 tiieturd Dedekind, a cirei element separator %, se bucurd de proprieta-
tea ci existid cel pufin un x, € [a, b] astfel incit g (v,) = 0 siexista o \Ba(:l-_
nitate a lui x, Vgastfel incit ¢ (x) >0 pentru O_Il(:el » g!’VIn: _Lc(:
punctul x, este un punct de minim pentra $y,(v), de unde rezultd v 2, (%a) = (

si ctt aceasta lema este demonstratd.

#) Am atagat lemei de mai sus numele lui Tonelli deoarece aceéasta lema ne-a suge-

ratd de lectura articolului [13].
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5. Sd trecem acum i si demonstrim

TrorEMA 4. (de separare). Dacd sistemul (3) satisface conditiile
1% F(x, 9,9, 2 2,), G(x, v, ¥, 2, 2') sint Juwnelii omogene in raport ciw an-
samblul variabilelor v, y', z, 2"
2°. F 5i G satisfac unei anumite conditii de existentd st unicitale a pro-
blemer B (C), atunci oricare ar fi perechea de soludii (v, 21) 5 (¥, %), rdddcinile
hui yy 569y (21 51 2,) se separd in orice interval [a, b] in care n-aw raddcini comune.

Demonstratie. Fie x; si x, doud radicini consecutive ale componentei
Ay 3 ardtdm cd intre v, si x,, v, are cel pufin o radidcinid. Pentru aceasta
sa presupunem contrariul §i anume ca y,(x) £ 0 pentru orice xe [x;, x,].

Din cauza condifiei 1°, putem presupune ci n(x) >0, x€ (¥, x,) si de
asemenea y,(x) >0, x€ [x, x,]. Astfel am ajuns Ia concluzia ci Y1(%) si ()
satisfac conditiile lemei lui Tonelii si deci existi un Xo € (%, %) si 0 con-
stantd pozitivad 2, astfel incit

Ya() = 2 3y(%)

i) = Ay)(x). )

S consideram solutiile sistemului (3) yz(x)‘, 2(%) 5 Wyy(%), Azy(x). Din (5)
§i1 2° rezultd

Yo (%) = h yy()
2(%) = 2 5()

i astfel am ajuns la o contradictie cu ipotezele ficute. Tn mod analog se
aratd cd intre doud rddicini consecutive ale componentei ¥o(%), componenta
¥1(%) are cel putin o ridicini.

Cu aceasta teoreme este complet demonstrati.

6. Peuntru a se putea pune problema la care ne-am referit ar fi trebuit
ardtat in prealabil ci rddédcinile componentelor unei solufii sint simple
si izolate. Aceasta insi rezulti imediat din ipotezele in care am enuntat
teorema 4. Intr-adevir fie solutia (y,2) a sistemului (3). S& presupunem
¢a componenta y a solufiei (y, z) ar admite pe Xy € [a,b], ca o ridicind mul-
tipld. Aceasta inseamni ci in mod necesar V(%) = ¥'(%) = 0. Deoarece
problema B are o solufie unici rezultd y = 0, 2 = 0, Analog se arati si faptul
cd rddacinile componentelor sint izolate.

7. Dacd aplicim teorema 4. sistemului (4) obtinem bine cunoscutele
teoreme ale lui Butlewski [3]. Astfel, teorema 4 constituie o generalizare
a acestora, pentru cazul neliniar.

8. Considerind un caz particular al ‘sistemului (3) ¢ anume cazul
G(x, v, ¥', 2, 2/) =& —w, din teorema 4 obtinem o teoremd a lui Tonelli dati
in lucrarea [13].
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O KOPHSIX COCTABJIGJIOIIMX PEIIEHWM CHUCTEMBI ,DL;.BYX
HEJUHEXAHBIX JHUPGEPENIIHMAJIBHBIX YPABHEHHWMH
[TEPBOTI'O TIOPSIIKA

KPATKOE COJHEPKAHHE

B 5TOM Tpye MCCACLYeTCH Mexiy IPOYHM BONPOC YEPEeIoBaHHS KOp-
Helt ,,cocraBasionux y' (uauw 2) aByx pewennii cucrembl (3). Iosyuennsie
pe3yabTaThl OTPayKarTcsd B

TrorEMA 4 (ce‘napau;m)-. Ecau cucrema (3) ydosaersopser yeaosusim

12 Elx y, s %20 Gl y, 4,2 %) ABAAIOTCA O?HOpOﬁHbl.4$£L£ (PYHKLAML
OTHOCUTEAbHO COBOKYNHOCTU NEPEMEHHbIX Y, ', 2, Z;

2° F u G yodosaersopstor HEKOTOPOMY ONPEJCABHHOMY YCA0BUIO clhuie-
creosanus y eduncrserocTu 3adaqn B(C),

70 Kakas OGot Hu Gotaa napa pewenuti (yi, zi), (ys, z2), KOPHH Y1 U Yo,
(21 u 2y) uepedyiorca Ha atodom uHTepsaie [a,b|, Ha KOTOpOM OHH He
HMeT OOIIHX KOpHeil,

SUR' LES RACINES;DES . COMPOSANTES DES SQLUTIONS D'U}\r
SYSTEME DE DEUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON-LINE-
AIRES DU PREMIER ORDRE

RESUME

Dans ce travail on étudie entre autres le probléme de la séparation des
racines des ,,composantes v’ (ou z) de deux solutions du systeme (3). LS
résultats obtenus sant presentés dans le

THE;REI;I’E 4 (de séparation). Si le systéme (3) satisfait awx conditions

1% Fleyy', % 2), C—{,\:, v, v, 2, 2’ ’somi des fonctions homogénes ijti‘
rapport d I'ensemble des variables y, v', z, 2, » el o

2° F et G satisfont @ une_certaine condition d’existence et d.«.'mwz.te d
probléme B (C), .

alors quelle que soit la paire de solutions (y'L. ), Ve %), ﬁg.‘e m.cmes: de
vy el vy (2, et z,) se séparent dans w'importe quel intervalle [a, b] ot elles n'onl
pas de racines commaunes,
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