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NUMERE DE FORMA A2?+ AB+B? (A, B INTREGI)

DE

LUGEN RUSU
(Bueuresti)

1. fn articolul de fatd ne ocupim de inelul numerelor a + b (a si b
. ? . ol 1 Ng . ’
intregi rationali; j = - + 1‘/—2_; §8 = 1]

2

Vom stabili unicitatea descompunerii in factori primi in acest inel
pe o cale directd (independentd de utilizarea algoritmului Iui Fuclid).

Legat de aceasta, ne ocupim i de scrierea numerelor naturale in
forma a? -+ ab -+ b2

3. Unitdtile inelului fiind: 1,7, 7% 8= —1, j*=—j j*=—j%
orice numir din inel are un asociat cu @ >0; b > 0 (il putem inmulfi
cu o unitate astfel incit produsul si fie in sextanul T, fig. 1).

Norma numirului o =a + 0 = a | ;— b+ ib V‘)—j este N(w) = a® +

T

+ ab -+ b%; conjugatul lui o este’® =a +b—0b] = i (b + a)); N(w) =

J
=N@) =w-®=a+ab4 b*=(a+0)*—(a+ nb -+ b2 _
Daci vy este divizibil cu «, y = a- B, atunci N(y) = N(a) - N(),
si norma lui v este un numar divizibil cu norma lui o, nu insd i reciproc.
Ne punem problema : ce putem deduce din divizibilitatea normelor ; ris-
punsul, care urmeazi, constituie baza studiului de fafa.

3. TroreMA. Dacd norma numdrului A + Bj, N = A*+ AB + B?
este un numdy divizidil cu nwmdrul prim p = a® + ab + b* >3, iar A (st
deci nici B) nu este multiplu de p, atunci 4 + Bj este divizibil saw cu a 4 bj
sau cu conjugatul lui.

Demonstratie : Avem

A+ B _ (A4 B)atb—b) Ala+b+Bb | Ba—db . 1 .
a + by a? -+ ab + b2 » =5 P i 7 (%1 + 317),
A 4 Bj (4 + Bj)(a + b)) Ada — Bb Ab-+ Bla+1) - 1 u
= i == = — (Vs '
a-4b—Dbj a? + ab — b P it P J p("—l_j-‘j)




Yoy = (da — Bb)(Ba — Ab) = AB(a® 4 0% —ab(A42 84 —
= AB(a® + ab + b?) —ab(A? 4+ AB + B2 = _pp,
deci cel pufin unul din numerele ¥y, ¥y este Mp.
Sd ardtam cd nu pot fi ambele Mp; in adevidr, suma lor, Xy oy =

= (4 + B)(a —b) 3£ Mp. Din A + B — Mp st N = A(A - B) + B2 z
— J}{j),. ar rezulta B — AP,
y . contrar ipotezei; dinag — § — Mp
$1p = (a —b)2 + 3ab ar rezulta
{Sczb = Mp, de asemenea contrar
ipotezei.
L Daca y, = Jp,  ambured - g
g Yy = Mp, cici avem av, — by =
- A+8; — 4p L @ D,
. L] Dacd v, = g/p, atunci si
o) X ¥y = Mp, cici avem @y, —
= b.'l.,'z = f)’P ” i
. Observatie : Conjugatul nu-
marului @ + b/ nu este aseciat
cu el decit in cazul g = b: pentru
a=10b=1, avem numiral 1 +7
de normd 3. Dacdi N = 42
-+ {ib’ -+ B:"' este 3 fari ca
. A(si B) sd fie, numirul 4 4 By,
Tig. 1 este divizibil §i cu 1 + 5 si cu
con]_ugatul sdu,, care 1i este
Enunt echivalent, In conditiile 111e111:igi(;(1::1eatlsau (A + By) by
. . “ & ¥ i 5 ;i a
;aéut(f + Bj) (@ + b — &) are componentele divizibile cu p —{)rin( C(jl;l ){3—’
nfele numdrului 4 + Bj intelegind coeficientii 4 si B. :

4. Sori '
%. Serierea numerelor naturale prime in forma 42 + ab 4 b2

Numidral N = 42 L 4B 4 B2 und i B st itivi si
L1 . A% L AR ! e A si B sint pozitivi s =
este impar; factorii lui primi sint de forma 6K - 1}?(15\;1\1::1?:111(11{ g} i
A\fmare factorul 3, daci 4 — B — 3. Fie 2 un factor prim diferit de 3.

A¥—~BY = (4. — B2 4 AB 4 BY) — gty

Daci 4 = B - L A
— 6K 41 (mod ), nu putem avea 43— BYp) de cit dacs fi
Dacﬁ A =B (lll()d P), A2 + .‘.{B ___,_ B2 — 3 B2/ N o
pentru ¢d $>3 si B .nu este fp (B — Jf{? atra(fgjs?eiqa S}lu k \pomb.l,l
contrazice conditia (A4, B) =1). 8¢ 5 : P, ceea ce
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Dacd un numdr prim poate fi scris in forma a? | ab | b2, el este 3
sau de forma 6K 4 1 (numerele prime de forma 6K — 1 nu pot fi scrise
in forma dati). .

TrOREMA. Orice numdr pr-ﬁn de forma p = 6K 4 1 poale [i scris in
Jorma a® 4 ab 4 b2 cu a >b >0, in mod wunic.

Demonstratia se face prin inductie completd. Pentru primele numere,
putem verifica propozifia in mod direct, prin incerciri.

Avemm 3 =12 L 1.1 4+12:7=2212.1+ 12

Admitem propozifia valabili pentru numerele prime inferioare lui p
si sa aratdm cd rezultd de aici gi valabilitatea ei pentru insusi p.

Numérul p fiind de forma 6k + 1, numerele 1% 2% ..., (p —1)°
Ay resturi, fiecare repetat de 3 ori. Deci putem

e

in fmpértirea cu p dau

o : L A p—1 ;
gdsi numerele A si B, ambele mai mici ca =1 astfelca A%= B3 (mod p).
2

Vom avea )
A2 L AB 4+ B* = p < :3(15 —1)2 < $2,

adicd
A4 L AB |- B2=4¢.q cu g<p.

Putem presupune (4, B) =1 cici in caz contrar putem fmpirgi
ambii membri cu 42, d = (4, B).

Descompunem numdrul ¢ fn factori primi; ei sint inferiori lui p i
sint de forma 6k 4 1 sau 3.

ie N = A% .LAB |- B =dogg,... g5 @i p; (A, B) =1,
Am admis ¢& g; = 4% | ab | &%

Conform teoremei de la punctul 3, numirul 4 4 Bj este divizibil
cu @ 4 bj sau cu conjugatul acestuia. Citul 4; 4+ B,j va avea norma egali
cut citul normelor, deci cu - g, ... ¢; Relatia

N, =4} 4+ A,B, + Bl = pqy ... qs

o simplificaim eventual prin d = (4,, B,) ; evident, factorul p nu se simpli-
ficd, lntrucit nu are exponentul 2 ; putem presupune A4, §i 5, pozitivi, cici
in cazul contrar aplicim identitatea ¢ — cd+d? = (¢ — d)* 4 (¢ —d) - d -
+ d?. Obfinem o relatie analogi cu precedenta, insd cu mai pufini
factori ¢. Repetind procedeul, vom ajunge la o relatie de forma a® | ab +
+02=4p, cua=b>0. !

54 demonstrdm acum ci scrierea in aceastd formd a lui p este unica.

Daci p =A%+ AB 4 B? i totodati p = a2 + ab 4 b2, conform
teoremei de 1a pct. 3, A -} Bj este divizibil cu a + §j sau cu conjugatul lui ;
prin Impértire, obtinem un numir cu norma 1, deci o unitate a inelului.
Deoarece, conform conditiilor 4 > B >0 si a > b >0, numerele 4 + 5y
si @ + b sint ambele In prima jumitate a primului sextan (fig. 1), vectorul
corespunzitor lui 4 -+ Bj formeazd cu cel al 1ui @ + bj, ca sicu cel al conju-
gatului lai @ + &, un unghi mai mic de 60°. Insd Inmulfirea cu g, 72 etc,
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aduce o mirire a argumentului cu 60°, 2. 60° etc. Rezulti ci A L BJ
nu poate fi de cit confundat cu a -+ &.

5. Descompunerea in factori primi in inel. Numerele prime ale inelului
considerat sint :

1°. numerele prime rationale de forma 6K —1 si 2 ;

2°. numerele de forma a + bj avind norma egald cu un numdr prim
P de forma 6K + 1, p = a®+ ab -} b%; conjugatul numdrului a - b) cu
aceeasi normd p, este un nuwmdr prim neasociat cu a -+ bj;

3% nuwmdrul 1~ j de normd 3, al cdrui conjugal este asocial cu el

Demonstrafia acestei afirmatii se face astfel :

1° Un numdr prim rafional p = 6k — 1 nu admite o descompunere
In factori rafionali. Dacd am avea p = (a - bj) (¢ + dj), ar rezulta N{p) =
= p* = (a®> + ab + 0%)(c® - cd + d?), ceea ce nu este posibil.

2°% Un numdr prim p = 6k + 1 poate fi scris p = a® + ab 4+ b2 —
= (@ + bj)(a + b —1bj).

Numarul @ + 0j este prim, cici din a 4 bj = o p ar 1ezulta, egalind
normele, p = N(a) - N(B), ceea ce nu este posibil dacid «, B sint numere
distincte de unitati.

O afirmatie analoagd are loc pentru numdérul 1 + j de normi 3.

Alte numere prime de cit acestea nu existd. In adevir, fie N — 4 + Bj
un numdr prim. Dacd (4, B) > 1, evident ¢d N nu e prim. Daci (4, B) = 1,
considerdim norma numdrului N ; dacd aceasta nu ar fi un numir prim
rafional, conform teoremei de la punctul 3, am putea descompune pe N
in factori.

Unicilatea descompunerii in factori primi se demonstreazd observind
ca un produs de numere prime nu este divizibil cu un numidr prim care nu
se afla printre factorii lui, eventual inmulfit cu o unitate.

Leya 1. Dacd y = a + bj este prim, norma lui fiind p = a® + ab + b2
§t dacd notém v "= A + Bj, atunci A si B nu sint divizibili prin p.

Demonstrafia se face prin inductie. 1) pentru # =1, avem a £ Mp,
b=~ Mp, cici p = a? + ab + b2

2) Admitem ci A £ Mp, Bz~ Mp. Conform teoremei de la pet. 3,
sau (4 -+ Bj)(a + b)), sau (4 + Bj) (a + b —bj) —nu ambele au
componentele divizibile cu p. Insid in mod imediat al doilea produs are
componentele divizibile cu p, deci primul produs nu le are.

- Luma 2. Dacd modulul-lui A + Bj este divizibil cu p, fdrvé ca A si B
sd fie, tar modulul lui C -+ Dj nu este divizibil cu P, componentele produsulivi
(4 + Bj) (C + Dj) nu sint divizibile cu p.

Avem (A 4+ Bj)(C + Dj) = AC — BD + (4D + BC + BD)j.
Din

AC — BD = Mp
AD + B(C + D) = Mp
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prin eliminarea lui B ar rezulta

A(C2 + CD + D% = Mp,

ceea ce nu este posibil conform ipotezei.

TrOREMA. Un produs de numere prime ale inelului nu poate fi divizibl
cit un numdr prim diferit de factorii lui, sau neasociat cu niciunul din fac-
torii lui.

Fie N = 4 + Bj produsul considerat gi fie v un numir prim al ine-
lului care nu se afli printre factorii lui M. .

Fie N =¢qyqy ... (a +0)" (g +baj)* ... = A + By, mide g; sint
numere rationale iar a; + 0;j numere prime aIp 1.11_(‘,1}11111, de norma b Norma
lui NV este ¢i9; ... pyps ... . Dacd N este divizibil cu y, norma Iui N este
un numér divizibil cu norma lui y. Dacd vy este rafional el nu poate fi decit
unul din numerele ¢ (sau asociat cu acestea). ey

S4 admitem cd v are norma p; $i nu se afli printre factorii lui N ;
v nu poate fi de cit conjugatul numarului a,+ b;y. Conform lemelor, A
si B nu sint #/p. Conform teoremei de la pct. 3, 4 4 Bj fiind d1v1z1b1v1
cu a, + b7, nu este divizibil cu conjugatul siu, ceea ce demonstreazi

teorema. . -
Din aceasti teoremid rezulti, dupa cum se stie, feorema unicitdtii

descompunerii in factori primi. il _

Procedeul de descompunere in factori primi rezultd din teoremele sta-
bilite. Fiind dat numirul 4, + B,j = C(4 + Bj), unde (4, B) =1, des-
compunem pe C infactori primi naturali, iar factorii de forma p = 6F +1
ii scriem sub forma p = a® + ab + b2 si ii descompunem la rindul lor in
P = (a +b)(a +b— b)); numirul 4 4 Bj, (A,.B) =1, il descon’_lpuuem
astfel : consideram norma N = A24 AB 4 B? si o descompunem in fa(:—l
tori primi naturali ; fie p = a® 4 ab 4 02 unul din ei; impirfim pe 4 + By
sau la @ 4 bj sau la conjugatul lui, dupd cum e divizibil sau cu primul san
cu al doilea. Cu citul, procedim in acelasi mod. ‘

Exemplu. Sa descompunem numirul «=190 (6 + 417). A\-'emﬂ 190 =
=2.5.19 = 2.5(3 +2j)(b —2j). Considerdim acum numirul B =54 417;
N=545.414+412=1911=3-72.13. oy ;

Avem 3 = (1 4+7)(2 —j); B este divizibil g1 cu 1 47 st cu 2 —7
(care sint asociate).

Sd-1 impdrtim, de exemplu, ca 1 + 7 ; obtinem B = (1 +j) (17 + 12j).
Citul 17 4- 127 il impdrfim printr-un numar de normd 7. Avem 7 = (2 +j) X
X (3 —7). Constatim cd 17 + 12j este divizibil cu 2+ 7 (nu cu conj ugaﬂtul
lui). Am putea impirti cu 2+ 7, iar citul din nou cu 2 +j. Norma avind
ca factor pe 72, putem impirti dintr-odatd cu (2 4 7)% = 3 4 5.

7 ' 7 4 12§)(8 — b5j .
RS INUESTI L N
3+ 54 74

Citul 4 = j este numir prim avind norma 13. Obtinem deci:

1 =25 B+2)6 —2)L+)E+7)M —i).

11 == Studii si cercetiri de matemalica 1/1963
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6. Serierea numerelor naturale in forma a2 +ab +0% a>0b >0,
Conform pet. 4, numerele prime de forma 64 + 1 pot fi serise in mod unic
in aceastd forma.

S considerdm un numir N = ph .. #m, unde orice P este de forma

Gk 1. Putem scrie :

N = (ay+ byj) (ay + b, —blj)k‘(%"i‘bz_?.)k”( i eI

unde fntr-o parantezd goald subintelegem numirul conjugat celui din paran-
teza care o precede.

Dacé asociem un factor cu exponentul &, altul cu exponentul &, ...,
altul cu exponentul %, de o parte, si factorii rimasi pe de alti parte, obti-
nem pe N sub forma :

N = (A4 Bj)( )= A2 + AB 4 B2,

Daci 4 si B nu sint pozitivi, vom folosi identitatea
A* — AB{ B*— (A —B)*{ (4 —B) . B+ B,

Aceastd asociere o putem face in 27-1 moduri.

Conform pet. 5, (4, B) = 1.

Putem face si alte asocieri de forma (4 + Bj) ( ) grupind In expresia
factorului A+ Bj pe (ay+byj)s=* ( )*...; in acest caz insi A si B
nu vor fi primi intre ei, ci vor avea ca divizor comun pe Pl ..

Reciproc, sid presupunem ci avem dat N — A2 + 4B 4+ B? cu
(4, B) = 1. Vem putea scrie N = (4 + Bj) (). Numirul 4 + Bj 1l des-
compunem in factori primi. N avind factorul Ph, numidrul 4 + Bj este
divizibil sau cu @+ b;7, sau cu conjugatul lui — nu cu ambii — pentru
ci (A4, B) =1,

Rezultd cd orice scriere N = 42 4 AB + B? conduce la o anumiti
asociere a factorilor din (1). Prin urmare cele 27—!'moduri de scriere a lui

N in forma datd, sint singurele posibile.
Aceste moduri sint distincte intre ele.

Concruzig. Un numidr N = ph, ., Pim (p = 6k+1) poate fi scris
in 2"=1 moduri in forma N = A2 + AB | B? cu (4, 8) =1, 4 > B =0,
Dacd N = 3% ph ...j)i':” (p =6k + 1), el poate [i scris tot in 2m—1

moduri in forma datd, din cawzd cd numdirul prim de modul 3, 1 geste
asociat cu el tnsusi.

N o= (14j)* (4 + B))[2 —j)* (4 + B — Bj)].

Asocierea [(L +7)" (A +B)IT 1 saw [(1 74 (A+B—B)] [ ]

dd aceeasi scriere a lui
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Exemple. 1°. Tie N = 132 . 19 = 3211. Avem :
13 = B47)( —7); 135 = B4+ ) =@ +7)( )19 = B+2)E—2)).
N =@B+7)( )B+)( ).
1) N = [8 +7)B+2)I0 1= 10 +51)( ).
N =102+410 . 51 4+ 512 = 5124 51 - 10 - 102,
2) N = [B+7)(G —2)1[ 1= (54 +5)( ).
N =542+ 54 - b+ b2
2° Tie N =3 . 132. 19. Avem :
N = (1+5)( )10+515)( )
1) N =[A+)A0+51)][ 1= (—41+112)( ).
N =712471 . 414 412
2) N = [(1+j)(61 —51)] - [Z—J){10 + 51j)] =(112—41j)(7L + 41),
ceea ce di aeeeasl scriere a lui NV,
Tuind N = (1 4-7)( )(54 +57)( ), obtinem
N = 642+ 64 . 49 4 492,

Primit la 12. I11, 1962,

YKUCJIA BUOA A2 4 AB + B? (A, B, LIEJIBIE)

KPATKOE COIEPYKAHWE
Vs
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PaccmarpuBaercst KoJbllo uncen @ -+ bj, ¢ u b neave, =

Joxasbipaercs Teopema:

Ecau wucao N = A? + AB + B? (Hopma umcna A + Bj) deaumo na
npocroe uucro p=a?- ab + b2>3, 6ea rozo wroder A u B Geiau rtako-
goimu, 1o A + Bj deaumo uau Ha a + bj, uan Ha €20 ConpajceHHOE YUCAO.

Ha 3710l ocHoBe noKkasblBaeTcss eAMHCTBEHHOCTh DABJMOMKEHHS Ha MPOCThIe
MHOXKHTEJH PaccMaTpHBAeMOTO KOJBLA, HemocpeacTBeHHo (He3 mpimMeHeHrs
anmropuma EBKkinga) u onucbiBaeTcsl NPHEM Pas/OMKeHHs.

B cBasu c 9THM, MOKa3eBaeTCsi 4YTO JI0GOE INPOCTOE UYHCJAO BHJA
p =6k + | npejcraBiseTcs eAHHCTBEHHBIM 06pasoM B Buje p = a2+ ab b2,
a>b>0, a uacnio N, uMelomee /M TNpocThX MHOMkHTENeH Buga 6k + 1,
Kay(Iblil onpeaenéHHOl crTenend, npejcrasiagercs B 2”1 pasanuyneix o6pa-
308 B Buge a4 ab + 02 c a>b >0,
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NOMBRES DE LA FORME 42 + AB + B! (4, B, ENTIERS)

RESUME

On considére I'anneau des nombres @ + 47, aet b entiers, j =

| =

On démontre le théoréme :

St lenombre N = A2+ AB + B%(la norme du nombre 4 + Bj) est divisible
par le nombre premier p = a® + ab + b2 > 3, sans que A et B le soient, alors
A + Bj est divisible soit par a 4 bj, soit par le conjugué de celwi-ci.

Cela dit, on démontre 1'uncité de la décomposition en facteurs premiers
- dans l'anneau considéré, de maniére directe (sans faire appel 4 'algorithme
d’Euclide), et on décrit le procédé de décomposition.

Concurremment, on montre que tout nmombre premier de la forme
P = 6k 4 1 s’écrit de maniére unique sous la forme P = a* + ab -+ b2 avec
a >b >0, et qu’un nombre N ayant m facteurs premiers de 1a forme 6% + 1,
chacun a un puissance quelconque, s’écrit de 2”-1 maniéres sous la forme
at + ab + b2aveca >0 >0, -
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