“- LARRL B AL

LR | TR IR 88 sl L e 11 ] ' e '] L EE T

] vt b b e #ivem e 11 slut™ Yow oy i CLL

g A gy rpem 8w 4 LT R . o]

b e ¢ vl R Ll I e ST $10 v Wi ety

e 4 s hedpeee o - * S o g B e see e

M er Euensti  wet e B oweld e 0 s W b

N 1] win b e Ll L o R A L e I T o
e LU IR =T o o apemlbs  Bier S jeas  dbes o L SCLLL EREY
bl e ek el 4 geoeribil B gt reh 8

CE ) e e " wiiepmee e WY LR w5 b e -y ey ¢ - 4 5 -y
v - L L R T L R TR T erTee o " ¢ '

B b g e et P st @ it iemd  geneskitbes B 1 Simeske 89

[ R R T ST e TR R ] Beid W = drg vl b oo R ] ] 4
o - ¢ b L]

DESPRE UNELE INEGALITATI LEGATE
DE REZOLVABILITATEA PROBLEMEI LUI DIRICHLET

DL

P. SZILAGYI
(Cluj)

TLucrare prezentatd in sedinfa de comuniciri din 15 iunie 1962 a Tacultafii de matematici
51 mecanicd a Universitidtii ,, Babeg-Bolyai' Cluj.

“1. Introducere

I. In ultimul timp se depun eforturi sustinute pentru elaborarea teoriei
generale a ecuafiilor cu derivate partiale si a sistemelor de ecuatii cu deri-
vate parfiale. Rezultatele cele mai Insemnate s-au obtinut in aceastd direc-
tie, tratind ecuatiile cu derivate parfiale in spatii Hilbert sau in spafii
normate. !

La rezolvarea multor probleme la limitd are un rol fundamental inega-
litatea

g < K (1 Luel|* + [[]]¥), (L.1)
care caracterizeazd ecuafiile si sistemele eliptice pe anumite clase de functii.

Aici Lu reprezinti operatorul cu derivate partiale de ordinul al doilea,
||.]] inseamnd norma obisnuiti a spatiului L, si

+32

t=]

2

I = 2

ii=1

62

’ 4 [|=]] % (2.1)

s

dxdx, ay;
Aceastd inegalitate a fost studiatd de mai multi autori. Pentru o ecuatie
citim lucririle [3, 5, 6]. In ceea ce priveste sistemele de ecuatii cu derivate
parfiale, inegalitatea (1.1) a fost dedusi numai pentru anumite cazuri

destul de particulare, ca de exemplu pentru sisteme tare eliptice [4] si
pentru sisteme care provin dintr-o singurd ecuatie cu coeficienti complecsi[6 ].
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In nota [9] am demonstrat ci conditia necesari si suficienti pentru
ca inegalitatea (1.1) sd fie adevdratd pe multimea functiilor de doui ori
derivabile in mod continuu in domeniul inchis Q, care au suport compact
in Q, este elipticitatea sistemului L.

Inegalitatea (1.1) nu mai este valabild pentru orice sistem eliptic atunci
cind considerdm multimea functiilor de doud ori derivabile in mod continuu
in €, §i care satisfac conditiile omogene ale problemei lui Dirichlet pe
frontiera I' a domeniului €, sau alte condifii omogene. Deci pentru ca si
fie adevidratd inegalitatea de mai sus pe clasa functiilor indicate, pe lingi
elipticitatea operatorului L trebuie sd pretindem anumite conditii supli-
mentare din partea operatorului L.

In acest articol vom da o conditie necesard gi suficientd pentru exis-
tenfa inegalitafii (1.1) intr-o clasi de sisteme de ecuatii eliptice. Functiile
cousiderate satisfac condifiile omogene ale lui Dirichlet pe I'. Mentiondm
ci aceste conditii sint de naturd algebrici.

La sfirgitul Iucrdrii vom formula de asemenea si consecinfele inega-
litatii (1.1) referitoare la rezolvabilitatea problemei lui Dirichlet pentru
sistemele studiate.

II. Trecem la precizarea notatiilor si a notiunilor folosite in aceasti
lucrare.

Fie Q un domeniu marginit in spatiul euclidian cu douid dimensiuni.
Notam cu I' frontiera lui Q, far prin w = (15,%,), un vector-functie a cirui
componente u, $i 1, sint functii reale sau complexe. :

Considerdm sistemul

2

L,“i‘.{, = 2 £;_l:‘,{(_\,‘1, ,1,'2) Dth""f'j SE J‘E b’;”_('r]’ .‘172) ]-),';’Mj e
gy k=1

j k=1
9
T e (3.1)
j=1
unde agj(v,, v,), bii(xy, &), ci(xy, x,) sint functii continue reale in €, iar
1 auj
Diiig —= 7% (4.1)
i dx,

La acest sistem atagdm polinoamele

2
Pij(my, %y, &, &) = k_{zl ﬂ”(“l %BEE (#i=12), (5.1)

unde &; si &, sint numere reale, -
" AT r !
Sistemul (3.1) se numegte eliptic in punctul P(x,, x,), daci polinomul
caracteristic
£y Py

Py, %5, &, &) = P o (6.1)
2L 2
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nu se anuleazd pentru nici o pereche de numere (£, &) diferitd de zero

(1 + &3 52 0).

Fie L,(Q) multimea functiilor la patrat integrabile in £, cu metrica

|2 = SS (g 2 + g ]2) Q2. (7.1)

Q

in conformitate cu notatiile acceptate ale Iui 8. I, Sobolev [8],
W (Q) va insemna spatiul funcfiilor din L,(£) care au toate derivatele
generalizate pind la ordinul doi inclusiv §i care sint de asemenea la patrat
integrabile. Metrica in acest spatiu este datd de formula

2

2 2
=35 35 Db e + 21D+

i=1 \&l1=1

2}. (8.1)

Vom nota cu W5(Q) multimea functiilor din W, $/(€) care se anuleazi
pe frontiera domeniului. .

Clasa sistemelor studiate in aceastd lucrare este aceea pentru care
se indeplineste condifia

Pllpl‘.’. =+ P21P22 = 0. (Of)

Vom nota aceastd clasi cu of. Subliniem ci of contine toate sistemele care
provin dintr-o ecuatie cu coeficienti complecsi, dar este usor de a indica
exemple de sisteme din clasa of care nu provin dintr-o singura ecuafie cu
coeficienti complecsi si nu sint nici tare eliptice, deci pentru care inega-
litatea (1.2) nu a fost incd studiatd.

Formulim acuma rezultatul de bazd al lucrdrii.

TrorEMA 1.1. Conditia necesard si suficientd ca sd cxiste o constantd
K >0 astfel incit inegalitatea

W3 < K(|Zull® 4 lul?), w el (9.1)

sd atbd loc pentru sitemul L din casa o, este ca apgmtqr'rfl sd fie eliptic in
Q si ca in punctele de [rontierd, ecuatia de gradul doi in &,

-‘Pll(x]) ;1:21 E\{l]! f’-:z) _’_?’.1)21('1:1’ xz: itlll 22) = 0 (101)

sd aibd o vdddcindg in semiplanul complex Im(z) > 0 si o rdddcind in semi-
3 0
planul complex Im(z) < 0 pentru orice & 70 real.

A

fn continuare folosim urmitoarca terminologie : rddicinile z, i 2,
sint separate, daci Im(z,) >0 si Im(z,) < 0. , ‘

Inainte de a trece la demonstratia teoremei 1.1., vom dedtice o serie
de rezultate ajutitoare,
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2. Operatori diferenfiali cu coeficien(i eonstanti in domenii
de formi speciald

Considerdm sistemul eliptic cu coeficienfi constan{i si reali

2
Liuw = ‘;r ?;;Dk Dyu; - (i=1,2). (1.2)
J, ) I=

Presupunem ca (1.2) face parte din clasa £

Iie QF un domeniu plan $i mirginit a cirei frontiers contine un seg-
ment de dreapta I'; situatd pe axa x,. Restul frontierei se noteazi cu I
Iie C5(Q%) mulfimea functiilor de doui ori derivabile in mod continuu
I Q% C(Q*) este o submultime a acelor functi din C,(Q¥*), care se anuleazi
pe I' =1 + I, iar C,(Q¥) submulfimea functiilor din Cy(Q*) care sint
identic nule intr-o figie din vecinitatea lui T,. '

Notam

o2 :E ;;:1 Dy Dy a2, (2.2)

Teorema de bazd din acest paragraf este urmitoarea :
TrorEMA 1.2, Conditia necesard si suficientd ca sd existe o conslanld
K >0 astfel incit inegalitatea

el < KLt [* 4 [Joe])
sd aibd loc pentru sistemul L din clasa o, este ca ecualia
Pr(8n &) + i Pu(E), &) = 0 (10.1)

pendru wn 8 =0 arbitrar fival, sd aibd rdddcini complexe separale.

e Cy(0¥) (3.2)

In prealabil vom stabili citeva relatii ajutitoare, respectiv citeva
leme i pe urmid vom demonstra teorema 1.2.

Fie u € Cy(Q*). Prelungim functia « pe tot planul v,, v, punind =0
in afara lui Q. '

Notdm cu «* transformata Fourier a lui w :

whEn &) = - exp (—ilhn + Gy wln, w)dvdy,  (=1,2).
o
Integrind prin pdrti obtinem

(D2)* — Eut

(DD = B} (1.2)

" - 1 -
(Diu;)* = Ejufﬁa—n: S exp (—18%) Doyl Odw,,
I

e 3
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5 = —
unde am tinut seamd de faptul cd pe I'y, cos (n, &) = 0, cos (1, %) = — 1,
i =0 gi Dwj =0.
Introducem notatia
wj(€y) = *L S exp {— ik % 3Dyt (%5, 0)dmy (§=1,2). (56.2)
) 2mi
I‘l
Cu ajutorul formulelor (4.2) si (5.2) obfinem
2 2 -
(L; w)* = 2 rszEkE,f.np;" -+ 21 u,?,-zzeﬁj (4 =1.:2). (6.2)
g, ®, I=1 j=
Notind
&= Ia,;*f;f‘wj (i=1, 2) (7.2)
=
si tinind seami de formulele (5.1), putem scrie pe scurt
(Lie)* = Pyt + Pigus +S; (¢ =1, 2). (8.2)
Pe baza ecgalititii lui Parseval si a formulelor (8.2), avem
12l = 5 1 La® + (a2 @@ = (§1E* 2+ | (L), d%=
Qi
4o . | _ .
= S g {Pur| 6l |* 4 Po| 1 |2 + 2Re(PS; + PyS)ur + a9

+2Re(Py,S; + PuSaud + | Sy 2 + | S, dE, dE,,

unde am folosit notatiile
Piilas &) = Pos Pyt Pu Ly (0 j=1,2) (10.2)
si am avut in vedere ci L aparfine clasei of, deci Py = Py Py + Py Pyy = 0.
" Luna 1.2, Peniru orice ne Co( Q%) avem
-
Sn:‘(zl, L)dE, =0  (i=1,2). (11.2)
. S
Demonstrafie. Din teoria transformirilor Fourier este cunoscut ca C].El_(:f:l
o(y) este o functie continui, integrabild pe —oo <y < +o0 §l derivahila
in mod continut pe poriuni, atunci aplicind de doud ori transformata
I'ourier, obtinem
Foo, +eo
S exp {.'T'qz'}s exp {—inyyo(y)dy d.

—e0 —

v(z) =

1
21
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Vom particulariza functia v in felul urmitor

vi(n) =  exp {— iGmuya, w)dx,
Fy
unde u € C. (Q*) si este zero in afara lui Q% Funcfia vj(%,) se bucuri de
propnetatlle ingirate mai sus. Din formulele anterioare rezulti
+ 0 +o0
) = 5§ e ) § exp (— iz | §exp (it (o, 31|ty
=g = I

Dar 03(0) = 0, fiindcd u;(x, 0) = 0, deci

1

+% +oo oo

, ;
0 =) == §{§ § e —ittn + Gl 9 ) az, =
+oe
1 Eire- r
ey “j.(cal' Ea)dE,,
ATC

ceea ce demonstreazi lema 1.2,
In continuare vom studia integrala

+w
F(E) = S {Pul k|2 + D) uf]* + 2Re uf (5, Py + 5,P,) +

—co

+ 2Re uf (S, Py, + S, Pu) + [ S 2415, % dé,

(12.2)

Considerim functiile @(&;), Qy(Z,) deocamdati nedeterminate. Cu ajuto-
rul acestor funcfii putem scrie

-+ co
d(&) = S {Pu l'“'ﬂz + Py \ -u,ff'|2—|—2Re “T(‘S:JPH =17 —52])21 ”"‘@1)

4+ 2Re uf (S Py + SyPa —0p) + | S12 + (S, |2 45,

deovarece

4o + oo
§ Q@ s = 0z) (uit B)da—0 (=1
Dupd caleule clementate obtinem
te 1 s
I(E&) = (KIPhwt + M2+ | Pt + My %) a5, +
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7 ! T
4 o0 4
= S i ZECY g = Pos JER S
-+ 2Re Ql(*z]} g "*l“l—l‘i_wdaz + JREQZ(CAL) S 121 _|: L d%; —
— o @11 s @22
|- 8o +oo
‘Z‘EZ [ d‘iz aq o
— | GufE,) 12\ ———[Cl&) |* \ == (13.2)
108 Sm 2o 10l Sw -
unde am notat
1
My = Pi(PuSy + PyuSy— Q1)
‘ —E
My = Pa(P1,S; + PasSy — Q). (14.2)
Este evident ca
; dao
78 = § ¢ fp“”, + M, +\rp22m + M, BdE > (15.2)

:|;
pentru orice m;, Ua.
Ne vom ocupa in continuare numai de integrala

vk 2.5 o TSRS
ga(Ea) = 21{991(21) S it 1; 2 dg; + 2Re Q2(Q]) S = g E e
et 11 S 22
J o0 +ea
43 : dE, :
— 10,5 12 € 52 0,8 - 16.2
|0x(%) | _Sm AL Sm = (16.2)

3in |§ | Intr-

de g -
i - dZ, sint funcfii omogene de gradul

adevar Py bll].t functii omogene de gradul 4 in &, &, si

| ( ‘)
RRCYRRRNEACE [ ( 5 ) PE
]
unde k; este o valoare pozitivd, deoarece P, = 0 (a se vedea lucrarca [9]).
Alegem
T PuS, 4 B

= 3 11”1 2" ‘edzo‘

0E) =& § =k
PS5 + P, z x Lrd 9 )
g _Sl ’3 1271 29 173;. (]‘._‘)

Q) = Bl Pl
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unde § este un parametru pozitiv. Dupi aceste notatii avem

28 = e[ —B)1e@ (G —w)io@ ] asg)

1
1&

= ; B s . . v 2
Se vede imediat cd putem alege numiral § atit de mic ineit si avem -2 —

2 : . e
— bk >0, e ky > 0. Fie K = min [F — &y, -:- — faZJ . Pentru § ales,
obtinem delimitarea

K : g .
75(&) = e [1Q2(ED[% + 1Q5(&,) 2] (19.2)
Observiam de asemenea el | Qy(E) |* si le(&) [ sint forme patratice
inw, si w, iar coeficientii acestei forme sint funetii omogene de gradul 4
in |&;|. Intr-adevir
4o

| (&) 12 = 8% &8 { [S1(&) 12[ S

—o

Pu(&15) ;
S
(/311 (EAIIE‘E) +
+ o +ao

. P P ) P 12
+2ReSEISE) § e {20 ar, + rsz(il)lz[g 1 f@”

ce 11 B S i ! T T

In mod analog ca mai sus, se aratd, ci intregralele care figureazi in ultima
expresie sint polinoame de gradul —1 in |[£;|. In formulele 7.2), 5y si S,
sint exprimate liniar si omogen cu ajutorul functiilor w, i w, De aici
se vede cd_[Q(£)) |* este o formd pétraticd in w, §i w,, iar coeficientii formei
sint functii omogene de gradul 4 in |£,|.

Inlocuind aceste! valori in (18.2) obtinem o forma patraticd semi-
definiti

2
I2(&) = | § | Z Bijwi(&y)w;(&), (20.2)
1, i=1

unde B;; sint constante,

Leva 220 | S11% [ S, |2 =0 atunci si nwmai atunci, cind |wy |* +
+ |y |?
— Demonstratie. Sa presupunem ci avem [e2y|? 4 w2 0i totusi S, = 0,
S, = 0. Aceasta inseamnid ci sistemul

a2 2y —
Sl —=agt, + T 0

S 2 2y
bz = Ay, +a.22w2 =0

are solufie netriviald, Prin urmare determinantul sistemului este zero :

22 22
‘ al[ {112

22 22 o
“?.1 aZZ
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Pe de altid parte, acest determinant coincide cu determinantul caracteristic
(6.1) pentru &, =0, & = 1. Deci egalitatea cu zero a determinantului in-
seamnd cd sistemul nu este eliptic.

Invers, fie |S;[® 4 [S;|* >0 §i w; = 0, w, = 0. Tu acest caz relatiile
(7.2) ne conduc la contradictie.

Vom ardta in continuare citeva relatii intre ridicinile polinoamelor
Pij (&, &)(1, 7 =1, 2). Presupunem cd polinomul caracteristic (6.1) al siste-
mului este pozitiv, P(E, £,) > 0.%) -

‘ J
Leya 3.2, Fie L unoperator din clasa oA si £ wn mumdr real [ixal.
1°. Dacd Pyy(E)E) = O are raddcini reale, atunci ecuatiile
0 P U
Pyi(Er &) =0, Pou(81, &) = 0,
respectiv
g 0 0
Pm(’é:, E:_:) =0, pm(‘il, &) =0,
ai raddacini comune.
2° Dacd P, (%], £)) = 0 nu are rdddcini reale, alunci sau
P nlsn S
a) ecualiile
0 3 ]
Pn(al» az) =0, Pzz(él' ‘;;2) =0,
respectiv
0 0
Plz(Eh Ez) =0, P‘zl(il' E'z) =40,
an rdddcini comunc, sau
b) ecuatiile

pll(a?' 5.-2) =0, pﬂ](E-(l]’ E»z) =0,

respectiv
PIE(E?' Eq) =0, Pzz(z?. &) =0,
an raddcini comune.
3° Imtotdeauna cind Pyy(Ey, &) =0, Pyy(&;, &) =0, avem

Py (€] &) . Pyy(E] &) o
e e e (21.2)
PyplZy. &) Piy(Eys &)

4 o o 0 0
Demonstratie. 1°. T'ie E; o riddcind reald a ecuatiei P&, &), Pe
baza relatiilor

P = Py Py — Py Py >0, (22.2)
P11P12 + p21p22 = 0, (Of)

#) Pentru @ < 0 sint valabile aceleagi rezultate ca si ci‘nd@.‘:’ (1, schimbind, insi
peste tot semnul > in =,




174

avem
— P&y, &) Py(E), &) >0,
Py, (&1, E2) P81, E) = 0,
de unde rezulti
P&, E) =0
In mod analog se arati ci radicinile ecuatiilor Py, = 0, P,, = 0 coincid.

2° Aceastd afirmatie rezultd din relatia de bazi (of), avind in vedere,
cid coeficientii polinoamelor P;; sint numere reale.

g0 w 0 & 0 T

3° Dacd Py(4), &) = 0, Pw(El. ) = 0 au radicini reale sau complexe

G ~0 2 TS W &

comune, atunci i Pl_g(;[, &) =0, Py(E], &) = 0 au ridacini comune, deci
intre ele existd relatia de forma

Din (22.2) si (o) obtinem
#(%) (Pl + Pa) >0
— B(&) (Pl + Pi) >0,

ceea ce ne aratd cid afirmafia 3° a lemei este adevirati. Daca P, = 0,
P,y = 0 au rddicini comune, inegalititile (21.2) se demonstreazi analog.
FEnuntdm trei leme fird a da demonstrarea lor aici.

Lema +.2. Dacd operatorul L apartine clasei ot si riddcinile ecuatici
Pu(kr &) + iPy(8, &) = 0 (10.1)
sint complexe separate, atunci si ecualia
Pig(E], &) + iPyy(El &) = 0 (10".1)
are rdddeini complexe separate.

Leya 5.2, Dacd operatorul L apartine clasei of si ecuatia (10.1) are
raddcine complexe neseparate, atunci vdaddcinile ecuatiilor (10.1), (10°.1)
coineid.

Lema 6.2, Dacd ecualia (10.1) are rdddcini complexe neseparale, atunci
raddcinile ecuatier (10.1) nuw sint rdddcini ale ecuatiilor

Pn(ﬁ?, &) =0, Pm(ge’ &) =0, Pyy( ?: &) =0, ‘ Py (;. £) = 0.

P, SZILAGYI 10
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Mentiondm ci demonstrarea acestor leme este elementard. Tiste sufi-
cient sa ne folosim de relatia (cf), de formula

Py PP Py P PPy Pu By

le Pzz PLIPIZ + P21P22 Jfﬁ ‘+ sz
= (P + 1Py) (Py — i Py) (Pry + i Py) (P1a—1Ps). (23.2)

precum gi de elipticitatea lui L.

Din (23.2) se vede cd in cazul sistemelor eliptice, ecuatia Py, + i £, = 0
nu are rdddcini reale.

ConseCINTA. Dacd rdddcinile ecuatiei nu sint separate, atunci ecualiile
o % 0
P8, &) =0, Py(Er, &) =0

an raddcini comune.

w . o w % () - .
Intr-adevir, din lema 6.2 rezulti cd P (£}, &) = 0 i Py (8], &) =0
nu au rddicini comune (dacd ar exista raddcini comune atunci ele si con-
jugatele lor ar fi rddacini ale ecuatiei (10.1)). In acest caz, din lema 3.2.

rezulti cd P(E], &) = 0, P, (5 %) = 0 au ridicini comune.

-~ v =0 2 oo S L
LeMA 7.2. Dacd pentru o valoare Zy ecuatia (10.1) are raddcini comple ve
- . 0 4 S e
separale, atunci pentru orice &5 0 ecuatia (10.1) are rdaddeini compleve
separale.

Demonstratie. Fenatia (10.1) se poate transcrie
(ait + dam)Eat 2(ms + daz)) &%, + (a1t + daat) (ED2 = 0. (10.1)

Tusd am presupus ci (10.1) are doui rddicini complexe separate, prin
22 . 22 O s
urmare ay; + fag 2 0. Aceste rddicini se pot exprima cu formula

12 4 512 12, . 12 B0 ol
£ = — layg + iagy) +v(“u + dag))® — (a] + iag)) @y + fay) g0
2 T ST

‘ 22 |, . 92
ayy Tt dag;

Presupunind cid pentru o valoare £? ridacinile sint separate, din aceasti
formuld rezulti ci pentru orice Z| ele sint separate.

TEOREMA 2.2. Dacd ecuatia (10.1) are rdddcini complexe separale,
atunct Jy(E;) dat de formula (16.2) este o formd pdtraticd pozitiv definitd in
wy §1 w1 Iy(Ey) 2> Cllwg |2+ [w,]%) C > 0.

Demonstrafie. $Stim deja cd 7,(&,) este o formd pdtraticd pozitiv semi-

definita. Este suficlent si ardtdm ci o,(&,) se anuleazd numai daci |w, |2 +
+ |ws|* =0, sau pe baza lemei 2.2. numai daci |S;|2+ |S,[|2 =0,
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Cazul 1. Daci Py (&, &) =0, atunci din condifia teoremei rezultd

¥ 0 @ Tw v w o s e A .
cd Py (&, &) = 0 are rdddcini complexe separate (ridicinile sint chiar
conjugate). Din lema 3.2. avem P,, =0, iar din lema 4.2 obtinem ci

-0 w % - s S .
Po(21, &) = 0 are rdddcini complexe separate. In consecinta

Q@—M&L@w Qﬁ%ﬁ%*%SP@

2 ;(E". £y’ 280 By

Dar cele doud integrale sint dlferﬂ:e de; zere, deeateee Py =0, Py =10
nu au radacini reale, deci | Q|2 + |Q,]%2 = 0 atunci si numai atunci daci’
[S1]2 + [S,]2 = 0.
- 8 0 g e
Cazul 2. Presupténem cd Pyy(& &) = 0 are ridddcini reale 7, 4, In
baza lemei 3.2, Py(&], &) = 0 are aceleasi ridicini si

Py(E) &) AED
Pyl &) B(E)

(24.2)

| 12 ]S, 12520, deci sau S, sau S, e diferit de zero. Si presupunem ci
:7‘ . Folosind relatla (24. 2) si eondltla (c#), obtinem

+ o

- (‘-a]) dt
), (% =3 S, -+ iS S e, 25.2
OE) —i e Qe = BiE s +is) § B 25y
+ao
Ardtdm ci in conditiile noastre, S % 40, Fie zyoridacind a ecuatiei
- Py + i Py
(10.1) pentru care Im(z) > 0. Avem
+a £
dE, b 1
: = 2m Rez{ } =
,Sm Pn(go' &) + "‘Pm(E(lj- &) Pn(ﬁ?- ) + fPZI(E[l}' A =, -
= i lim (2 —z = = 1 0
L ( o Py+iPy Kz — 31}¢ '

unde am tinut cont de

Py(E), 2) + iPy(EY, 2) = K(E) (z —2)) (2

%),

dar in acest caz din relatia (25. 2) se Vede e | Q4| + | 0z |2 >0, dacd S, +
+iS £0. In cazul cind S, + 1S,

1

+ce
=38P =0,
Ql x| B —nr S

— e
-
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deoarece riadicinile ecuatiei P;; — 1P, = 0 sint conjugatele radicinilor
ecuatiei Py,+ 1Py = 0.
Cazul 3. P (E], &) nu se anuleazd pentru nici o valoare reali. Avind

in vedere ci 21 > 0, rezultd Py 20, Py a0Baa . Pyse0, Py =0.

Py
Cazul Py; < 0, sz < 0 se reduce la P;; >0, P,, > 0, considerind in locul
operatorului L pe —L. Vom demonstra ca |Q,[2+ | Q,|*> = 0.
Subliniem in mod special faptul ci la aceastd demonstratie nu ne
vom folosi de conditia lemei.

Sy(E)
Ca si mai inainte, presupunem S {il) = 0 sinotdm o = prn Avem
h1 &t
+w P 4 ap g GDP
o 7k D
Qe = sjaps; { —5Tomar, e =s1aps, (T,
P}, + Py Pl + P

Ideea demonstratiei constd in a ardta cd (,3£0, daca presupunem ci
0, = 0, sau invers. Deci presupunem
+ ot

P P P
& (E..t) = 3£ 55 S AL W + & @k, = 0 sau S —;zl—t—%ﬁ]d\’;g =),
Py nt Loy

—

unde o; = Rea, care ne aratd ci P, + «,F,; se anuleazd identic, sau isi
schimba semnul pe intervalul — oo << £, << + oo,
Considerdm primul caz :
a) Py + o,Py = 0. Py, fiind pozitiv, rezultd ci o, (E9) Pyy(E), &) < 0,
deci atit o,(E)) cit si P, (£}, £,) sint diferite de zero. Din conditia (cf) avem
Py, = — Py e ’-”-11321};12 = oy Py,
P‘Z'l 21

care ne arati ci nici P,(%], £,) nu-si schimbd semmnul pe intervalul

—o0 <Z £, << 4 oo sl prin urmare

oo oo
Sﬁiﬂﬂmr4 +ﬁ)g

2 4 0,
Pl + P} 7 4% 7

—I—lu

de unde se obtine

(5D = 3| &P 8, su L2 ag, 2 0.

12 22

Trecem la cazul doi.
o 0 ] AL & o A w w
b) Dacd Pyy(&), &) + o3 Psy(Ey, &) i schimba semmnul, inseamnd cd
. 0 0 - - - R .
ecuatia P, (&}, &) + o, Py (&), &) = 0 are doud rddiacini reale =, si 7,

12 — Studii §i cercelari de mafemalticd 1/1963
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Pdstrdm notatiile si presupunerile de mai inainte : S (ED) 0, a = St
1

sl Qy(E}) = 0. Stim ci Py, >0 s P11 + o, Py Isi schimbid semnul, prin
urmare «(£7) 52 0, de exemplu a(ED) > 0. D'II’ QI(EO} =0, deci

4o

SP11+°‘1 21d€ =
PL gk T .
de unde
T » +
B, = — (D) S S A
5 GG 1L o ISy >
_S 1 + P’_’l ] Pfl P’El
(deoarece Py > 0) si
+
P,
S : 72 W 0
— 1 1
Avem
oo +o00 4% !
Py A oy Py dE B
St = S ittt s § gy
S Ph+ Ph 2+ P Gh e R

oy, precum si a doua integrald din membrul doi sint pozitive. Ardtim ci
si primma mtegrala este pozitiva.
0 v qw v e .
Daca P(E, &) = 0 i Pyy(&1, &) au rddicini comune, atunci avem
relatia

21(31» &)
Pyy(E): &) = B&) < 0. >
+oo : 2
Folosind conditia (of) si inegalitatea —— g4 0, obti
tia (cf) s g -Sw ) £, << 0, obtinem
+ 0 + o »
Pya(E)s Ey) 0 AT
£, = s dt, >0.
S PR + g P MS P%(E,”. t-;2 e

Dacd Pyy(E1, &) =0 si Py(E], &) = 0 au rddicini comune, atunci

Py (81, &) isi pistreazi semnul pe —oo < £, < + oo (Py > 0). Pe

baza lemei 3.2, i Pp(E], &) isi pistreazi semnul. Avind in vedere ci
+

P
S —-_;21)‘2 ey =20, rezulta Pm(Eb €) <0 si tot pe baza lemel 3. 2
11

—o0
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P,(5), ) > 0. De aici deducem

i

2,080 &3
dg, = 0.
S PLEY gy PRl ey P

Din aceastd rezultd, ca gi in cazul a), cd @, %% 0. Prin urmare tinind
cont si de lema 7.2, am demonstrat teorema 2.2.

ConsucINTA. Dacd sistemul (1.2) este tare eliptic, atunci fommé_;bdtmhbri
Js(&y) este pozitiv definitd in sensul teoremei 2.2.

Intr-adevir sistemul fiind presupus tare eliptic, matricea
Fis Py + Py

2
P]2 + P21
2. Py,

este pozitiv definitd (aceasta reprezentind tocmai conditia de tare-elipti-
citate [10]), prin trmare P,; >0 si P,y > 0, deci ne aflim in cazul 3 din
teorema 2.2.

De aici rezultd totodatd si o posibilitate de a construi sisteme care nu
sint tare eliptice, dar pentru care teorema 2.2. este adevirati., Putem
considera de exemplu orice sistem pentru care P,;; >0, P,, >0, insai
pentru care matricea anterioard nu este pozitiv definita. Un astfel de sistem
aste

Ay 6 d2%u

16 — 8 15— =0
} + dxdy Tk + dx dy
a2 %y a2 0 (262)
= g2 i &Y )
) Axady i 4 + dxdy + 4 dyt

Trorya 3.2, Dacd opemtomlLupur;fme clasei ot si J,(E,) este poziliv
definitd in w,, w,, alunci existd o constantd K >0 astfel incil inegalitalea

oo |2 K[| Lo |2 + || 20 [12) (3.2)

sd atbd loc penlru orice u 66‘2((2*).
Demonstrafie. Avind in vedere ci
el = D22 4 2| DDy [ + | D
gl cd pentru orice u eC (Q*) avem (Diu,)* = Ejuf, (DDyuj)* = &5},
(j =1, 2) rezulti ci dehmltﬁrile
| D2l < K| Ll + (]2, | D,Dyge2 < ol [ Luel[2 -+ [] ]

se pot obtine ca si in lucrarea [9]; aici ne rdmine doar si demonstram

inegalitatea
D22 < Ky( | Laa 2 + ][
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Consideram operatorul B :

Buw = D2u,, B = Diu, (27.2)

In baza formulelor (4.2), (5.2), pentru functiile u €C,(Q*) avem

(Bu)* = Ejut + w,, (Byth)* = Eqwl + w,. (28.2)
Fie o un numar real. Folosind formulele (6.2), (9.2), (13.2) si (28.2), putem
scrie

+00

I(%, o) = S {2 | (Li)® 2+ a2| Biu)* } dE, = L(E, o) +
+ aly(8y, @) + Ta(E), (29.2)
unde
+e0 L
I8, ) = S{;Il lut + AT(DEIM, + aEhe) |2 A
: 1 :
+ Ayl 4+ A NPIM, 4+ aEiwy) |2} dE, (30.2)
_l—
1,(5,, @) S{{, 2o — MESR A | D iw, — MyER| 2} dE,,
iar
Ay =P+ wtl 1+ dy = By Frull (31.2)

Observam ca existenfa lui /(£ ) rezultd din existenfa transformatei
Fourier a expresiei respective. Dacd « > 0, atunci In membrul doi al formu-
lei (29.2) avem trei integrale pozitive (4, si 4, sint pozitivi fiindcid L este
cliptic [9]), iar din convergenta integralei I(Z,, o) rezulti deci ci fiecare in-
tegrald din membrul doi al formulei (29.2) este convergentd. Noi insid trebuie
sd considerdm astfel de valori negative pentru o, incit si rdmind valabild
inegalitatea [ (il, @) > 0 cerutdi de teoremad, si totodatd integralele din
membrul doi I,(§,, «), I,(&;, «) sid fie convergente

Alegem o << 0 astfel fnelt 4, > 0, A, > 0. Acest lucru este posﬂ)ll
deocarece L este eliptic [9]. Pentru 111dep11n1rea acestor conditii « trebuie
sd fie mai mare decit o constantd negativi C (a se consulta lucrarea [9]).

Din (30.2) rezultd imediat cd I,(&;, «) > 0, daci « > C.
Studiem integrala 7,(E;, «). Notim o« = —3n(n >0, 4 < —(—'] .
; 3

e

R
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17

Pe baza inegalititilor A, = @, + af2> 0, 4, = Dy, + afs > 0, avem :

‘DJL

818 2 0 sau Py — > i) (Py + 7E3);
1
Py — 31781 2 0 sau Py — 1 B> = (P + n83) ;

dacid 4 << — —i T'olosind aceste inegalitifi, obtinem :
1 : 1
|Phwy — BM, | Py — EaMy [P
Fa = 1€, s P + iz
1 1
|Paen — BM | | Py — 5 M, 2 (32.2)

SRR ,
Poa — ’IEE - Pas + f.‘Ej

'

=

Integrala I,(%;, 7) filnd convergentd pentru o« >0, din (32.2) rezulta
cd TI,(E;, —=n) este convergentd si atunci cind « = — 7 este negativ

dar —n > f

Integrala I(£;, «) din formula (29.2) este convergentd pentru orice
valoare o, J5(%,) nu depinde de « gieste convergentd, [,(g;, —v) dupd cum

g ; o (@ 31,0 s
am stabilit mai sus este convergentd pentru = < i De aici rezulta

u c : 0Q ¢
ci si I,(%,, —mn) este convergenti pentru n << ——. Deci formula (29.2)
3
; . . 5 C
este adevidrata gipentru valori negative o = — v, daca v < — 5 Avem
deci

7

(&, —) =,y(E) + (&, —1) — 0dao(Er, — 1) 2Tu(E) — 0la(8i—). (33.2)

Pe baza ipotezei, (/,(£,) este o formd patratica pozitiv definitd in w, s w,.
Coeficientii formei patratice sint funcfii omogene de gradul 1 in \El\ Se
aratd usor cd si [,(E,,—n) este o formi patratlca in w,, w, $i coeficientii
formei sint fuuctn omogene de gradul 1 in || si continue relativ la +,

daci v << —% Tolosind relatiile (20.2), (29.2),. (33.2) .oh‘pm,m
(5, —n) = S{;} (L)t [ — qu 1) ‘I} >
—e0

{E B — 2 Vi w} (34.2)

=1 hi=1
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unde |&, |y;j sint coeficientii formei pétratice I,(E{, — =), iar 7 este un numir
2

pozitiv arbitrar mai mic decit — —. Forma pitratici E Bijw;w; cu coefi-
3 _1 1

cienfi constanfi fiind pozitiv definitd, iar y; fiind funetn mirginite de

7, se poate alege un 7 astfel de mic, fncit

l r
2 (Bis — nys) wiw;
i, j=1

si fie pozitiv semidefinitd. Atunci pe baza formulei (34.2) si a formulei
lui Parseval avem .

+o + o0 oo

{ 18, — g, = § S{Elm —oEKBn }rza]dazr-

—w —%0 —o0

= [ Lu||*— || Djue [|> > 0

ceea ce Inseamnd, ci

il 1 9 9
D3 < L2 2 < L) Zae + ],

Astfel am demonstrat teorema 3.2.

Trecem in sfirgit la demonstrarea teoremei 1.2.
Suficienta condifiei. Presupunem ci ecuafia

Pn(E?: &) + "*-le(‘z?: ) :U (10.1)
are rdddcini separate. In"acest caz, conform teoremei 2.2, 3,(£,) este o formi
patraticd pozitiv definitd. Atunci i pe baza teoremei 3. 2 1negalttafea (3.2)

este indeplinitd pentru orice u €Cy(Q*).
Necesitatea conditier. Si presupunem ci inegalitatea

o [2 < K| L + ) 3.2

se indeplineste pentru orice funcfie w = (u,, u,) €Cy(0*). Demonstrim
ci L este eliptic i ecuatia (10.1) are ridicini complexe separate.

Dacd inegalitatea este adevidrati pentru orice u €Cy(Q*), ea este

adevirati si pentru fiecare u € Cz(Q*‘) de unde rezultd elipticitatea opera-
torului L (a se vedea lucrarea [9]).

In sfirgit, presupunem cd ridicinile ecuafiei (10.1) nu sint separate,
adici ecuatia (10. 1) are doud rdd4cini in semiplanul complex superlor sau
inferior. Ardtdm cd In acest caz inegalitatea (3.2) nu poate. si aibd loc
pentru orice u € C,(Q*).

Notdm riddcinile neseparate ale ecuafiei (10.1) cu z, 2, si presupu-
nem ca

Im(z,) >0, Im(z) > 0.

T p——
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Si considerim la inceput cazul z; 7 z,.
TFie ¢ un numdr pozitiv arbitrar si

1 0
21(41J 1)

&n= (‘E{l)xl ‘I“ 21N + 7:5)?’ fis = T l‘r) -+
12(51' )
T Py (E )
= (&% + 2% + i9)%, o v Balledd 35.2)
(&1%q 2V ) Sz P;g(i?- ) 8a1 (
Vectorii
g = (811, £12) (36.2)

g = (8o1) Zon)
sint solutii ale sistemului omogen
Lits =10, Luw=10,
ceea ce se poate verifica prin inlocuire si tinind cont de lemele 5.2, 6.2.
Tie
= = . 2
£=28—& = (8u — & E1z —&n). (37.2)
Vectorul g, —.g, nu este identic nul, deoarece z; 7 z,. Ardtdm ci
g ]x!=0 = 0.

Intr-adeviir pe baza formulelor (35.2) si a consecinfei lemelor 3.2 si 6.2,
rezulta :
1

1
8 loymo = [(5?x1 +i9)? — (& + €)%,

LN W
'-"(E.‘OJ‘J 2 ,5'5)2( 21 ‘_7#* = (0, 0).
VE L R

I'ie o o functie continui, de doud ori derivabild in mod continuu
in Q% egald cu 1 intr-o vecinitate a originii, care se anuleazd intr-o figic a
frontierei I',. Vectorul ¢g este o functie din C,(0*). Fie

W= (ty, ) = [p(g11 — &)y 9812 — L) ]- (38.2)

|| rimine mirginitd dacd ¢ — 0, deoarece in expresia

Observam ci |
. o i : [ . ;
lui g, (£] % + 2,4, + 7€) intervine la puterea Sk prin urmare integrala

'

S | |2 dQ nu este improprie.

Q:#
Ly =0, Lyw = 0 in acea vecindtate a originii unde ¢ = 1, deoarece

g este o solufie a sistemului omogen. Astfel |Lu|* = | Llfns”2 + || Lyu ||?
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rimine 111€1rg1111té cind e — 0, deoarece in vecinitatea originii, unde deri-
vatele lui g nu sint mirginite pentru ¢ — 0, avem Liw =0, Ly = 0.
Daci megahtctteca b

[1? << K(|| Lo ||2 +

ar I aﬂdevﬁraté pentru orice # € C,(2%), ar rezulta ci | u \:; ramine mirgi-
nitd cind = — 0. Dar integrala

;=4

Q#

o
— | %, ‘2 - a4y, |® | 82,

: 2
i=1| 9y J B4

este divergentd cind = — 0, deoarece sub semnul integralei duble avem

20 o
[ €1y + 2445 + ie|7? si dimensiunea spatiului este 2.
In consecinti, dacd raddcinile sint complexe neseparate si distinete,

incgalitatea (3.2) nu este adevidrati pentru orice u ¢ C ().
Pentru cazul rdadidcinilor duble se aphm acelagi rafionament ca i
mai fnainte, dacd functiile g, le alegem in felul urmitor :

1 »0
<0 SN Py} 2)
_ (Y, e N5 54 gp\Syr B
gn = (G% + a0 + =)?, K — b
P& 2y
0
il & g . ; £y, (Eps %)
So1 = Xg ) Gy == = 81
% PIB(E—?' i)

§1 construim fanctia u == (92, ¢8,). _
Observalia 1. Din inegalitatea (3.2) rezulta in mod evident si inegali-
tatea :

%) = w € Gy

ol

(213 || u |2 << (K +1 ) (| Lu|2+ |

"),

Presupunind domeniul QF stelar fatd de o sferd, norma [u |2 [[u|? este
echivalentd cu norma |ul}, prin urmare teorema 1.2. rimine valabild si
’

3

daca in locul inegalititii (3.2) folosim inegalitatea

|l < K(|| Lull® 4 w2 (39.2)

Observafia 2. Inegalitatea (39.2) se poate extinde pe acele elemente
ale spatiului IVP(Q*), care se anuleazi pe I si ale ciror derivate partiale
de ordinul intii se anuleazi pe I,

Intr-adevir, orice functie # din clasa indicatd se poate aproxima cu un
sir convergent uy, tty, ..., ty, ... din Cy(Q¥) in sensul metricii W Q).
Aceasta fnseamnd ca sirul {u;} este convergent si in L,(Q*). Din

HLM,-||\<K|f.5,-|2 (i =2 e
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rezultd cd {Lu;} converge in L, (QF). Trecind la limitd in (39.2), obfinem
Lol < B L2+ [ a2,

entru orice u din WE(Q*) care se anuleazd pe 1" si ale cirel derivate
2 5

de ordinul intii se anuleazd pe I'y. Aceastd mulfime se noteaza cu WH(Q¥).

3. Operatori diferentiali liniari eu coelicienti variabili de ordinul doi
in spatiul W®(Q).

Consideram in spatiul euclidian cu doud dimensiuni un domeniu £ cu
frontierd I', avind urmatoarea proprietate : fiecare punct P de pe frontiera
I" are o vecindtate V(P), astfel incit multimea V(P)MN Q s se transforme in
mod biunivoc intr-un domeniu inchis de forma particulard folositd in
paragraful al dollea :§1 stelard, iar mulfimii V' M I’ sd-i corespundd segmentul
de pe axa x, = 0; presupunem de asemenea ca atit transformarea cit si
inversa sa smt de doud ori derivabile in mod continuu.

Tie operatorul diferential

9

Linw = E “'fif( 1 ) DeDinty + Z bu Xy, Ny) Dyt + 2651(-"1- X)tty,  (3.1)
=

ik i=1 Fiiv=1

unde a¥(xy,x,), b8 (v, %) cij(vy, %) sint functii continue in Q. In acest

pamgmf vom demonstra teorema 1. 1, enunfatd in p'lmgmful intii $1 vom
stabili- de asemenea si alte teoreme importante pentru noi. Ia muzput

considerdm citeva leme.

Luya 1.3 Dacd domeniul Q are proprietdfile insivate mai inainte, tar
s st t sint ti(m.a. nwmere naturale (s poate fi si 0) astfel incil s < {, atunci pentrit
orice e > 0 se poate gdst o constantd K(z ), asa incit

fup< e u], + K(=) || ] (1.3)

pentri orice w = (iy,u,) € C,(82),
unde

luf =Y X | DDt

I=1 ptp=!

Aceastd lemd se demonstreazd in [2].
Observim ci lema 1. 3. se generalizeazi pentru functiile u € w(Q)
printr-o simpld trecere la limita.
Fixdm un punct (49, ) in Q. Vom nota
2

Liw= 2 aj(x, x3) DDy, (2.3)

ok =1
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Demonstrarea teoremei 1. 1. se bazeazi in special pe urmitoarea lems
Lema 2.3. I'megalitatea

[ <K Lu 24 el 0= (e, ) €10 (V) 5.3

este adevdratd pentru o vecindtate V- a punctului fixat (xf, x93 dacd si numai
dacd (x1, ¥3) are o vecindlate W astfel incit sd aibd loc inegalitatea

el K| Zyue |[* A+ || Loy?|| || ]|B), = (w0, u,) € Wg’”(W). (4.3)

Demonstrafie. La inceput stabilim doudi inegalitdti ajutitoare. Pentru
orice functie # € WPH(Q) avem

Liw=La+ (Li—L)u, deci |Lu| | Lin|+||(Li—LYu] =12

sau, pe baza inegalitdtii elementare (a4 0) <2 (a2 402 (a >0, b>0),
rezultd

| Lot [P 2|| Laae |2 + 2| (Ls — L) w|2 (i =1,2). (5.3)

Coeficientii operatorului L sint functii continue in Q, prin urmare liecirui
numdr ¢ > 0 ii corespunde o vecindtate 7 a punctului (4], x3), astfel fncit
sd avem pentru orice u e W (T)

2l Lo — L[ = P3| , : [ aij (4, %) — aj (s :;’)]Dkbnuf +

=1

Y | DyDys; |24+
=1

iy ky

2 2
2 by, 4 Xg) Dyrtj + Z{ Cij(Xy, ) ""‘";i’ (ORL i} € SS
= 2

Jik=1
T

2

+ N SS Z[ZIDMMZ - rwjdo

p 4=t

e|wlz: + 7\’|u]1 (6.3)

1
2

unde N provine din maximul valorilor absolute al coeficienfilor termenilor
de ordinul mai mic decit 2. Aici am folosit inegalitatea lui Cquchv-Buulal\o\'

ski si faptul cd coeficientii lui L sint functii continue in Q, deci si marginite,

2
Fie uw = (uy, u)) € W¥(T), g, un numar pozltlv arbitrar si ¢ numairul
ales mai inainte. Pe baza formulelor (5.3), (6.3) si (1.3) avem :

Zarel]® + (1 Egta]® < 2| Lasl]® 2| Lase |[2 4+ 2 (L, — L3) w2 4 2Ly —La) e]|? <
L2 L)+ 2] Lo |2 4 c|ufp + 2 Njuf <
"||L11r”2—l—2H L,,u] +cluls +‘>N 51|”f + K(g)||ul]?).
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Alegem ¢, < —, Ky > 2 NK(e). In acest caz, ultima egalitate devine

2N

| Ly |2 || Eqre |2 < 2 || Lt |2 + 2| Lou|P4-2¢ |l + K, ||u|2  (7.3)

pentru orice u € IV, ST
In mod analog se demonstreazd si inegalitatea

| Lael*+ 2| L+ 2e it K . (83)

Trecem acum la demonstrarea efectivd a lemei!

Sd presupunem cid inegalitatea (3.3) se indeplineste pentru orice
weW i) ,‘ unde V este o vecindtate a punctului (4§, ¥3). Fie ¢ un numdr
pozitiv arbitrar. Dupd cum am vazut, lui = i corespunde o vecindtate 7" a
punctului (¥, #9) astfel fucit inegalitatea (7.3) si aibi loc pentru orice
we W(T). ¥ie W — VN T. Elementele spatiului I’%’f)(lfV) prelungite cu 0 1in
afard de W, aparfin lui Tfli’-(f](V) si lui H;éz)(T). Prin urmare, pentru functiile
'I.LET'TES_JQ}(T‘V) au loc inegalitdtile (3.3) si (7.3). Din aceste doud inegalitati

1 5
pentru = = — rezulta
4K

[u| S K| Ly |2 || Lgpe||2 —|—||HH < K (2] |L u[2+2 ;L;HHE—F— ,
g ’ : 1 2
- 2efuh b Ryl ) = L R Ll Ll 4 )+ S

| Z i [ | Lo

unde %I = max {2K, KK, + 1}. Ultima relatie ne d4

el < (|| Lyl [* 4 || o[>+ e[, e eWE(W),
adica tocmai (4.3). . .
Afirmatfia inversi se demonstreazi la fel, folosind (4.3) si (8.3).

Din aceasta lem# putem deduce o condifie necesard si suficientd pentru
ca operatorul L cu coeficienti variabili, si fie eliptic. Formulim aceastd
condifie intr-o teoremi.

TrorEMA 1. 3. Punclul (,\:?, L‘j) are o vecindtate V astfel incit incgalilatea

it | << K (|| Lyee ]2+ || Zote| + e ) (3.3)

w g - 2 2 G . . v . s . !
sd atbd loc pentrie orice uw € W(ZJ(V) dacd §i numai dacd L este cliptic in
0.0
(%1, %1)-

¥ 5 . - A 0 0 2
Demonstratic. Daci operatorul L este eliptic in punctul (v, xy), atunci
pe baza lucrarii [9] inegalitatea

<K (|| L]+ [
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o o A = il T .
este adevarata 1)cnt1‘u orice u € W (W) unde W este o vecinitate arbitrari
a punctului (7, 23). W fiind un domeniu stelar, in locul inegalitd{ii de mai
sus putem considera inegalitatea

B K| L u|2+ 0], we WRW). (4.3)

Din lema 2.3. rezulta, cd existd o vecindtate 1 a punctului (], .\fg), astfel
ca (3.3) sa aibd loc pentru orice wu € Ifanf)(V).

Invers, dacd punctul (.-r?, ¥9) are o vecindtate 1V astfel ca (3.3) sa fie
adevidratd pentru orice ¢ eTjVSf’(V), atunci pe baza lemei 2.3. punctul
are o vecinitate I astfel incit (4.3) sd fie adeviratad pentru orice u ¢ ]-‘i"f](W).
Cu atit mai mult este adevirata inegalitatea

o [ K Ll ]
care pe baza lucrdrii [9] ne aratd cd L' este eliptic.
Leyma 3. 3. Dacd ccuafia
Py (xq, %, E:(LJ &) + 1 Py(x, %, a(lr’ &) =0

are vaddeint compleve separvale, atunci §i dupd o lransformare liniard ortogo-
nald a variabilelor independente x;, x,, caracterul rdddcinilor ramine acelasi.
Demonstragie. Tn locul Iui Lu putem considera operatorul

)

Lok = E a?}f(.\‘,, Xy) Dy Dyt (g =il 2 s

Jikyi=1

fiinded Py, si P, depind numai de coeficientii af. Efectuim schimbarea
de variabild

X = x; cos o 4 X, sin «
Xo = — v sin o + ¥, cos .

Ticuafia corespunzatoare lui (10.1) a operatorului transformat va fi

A Pyy(vy, Ay, cOS o, Sin o) E|;|,.

P (%, %5 €os a,sin a)(E])2 +
o

2

+ Pyy(%y, %, sin o, — cos o) &y + i | Py (%, %y, cos o, sin a)(£})2 +

RFZI‘II Xy, COS &, s111¢ z0z

E18s + Py, &y, sin «, — cos «) ZjJ = 0. 1(9:3)

U}, -

oo
. o2 . . a9
Coeficientul lui £, in ecuatia (9,3) fiind

Poi(%, %, sin o, —.cos @) + 1Py (¥, %, sin «, — cos ),

)
$
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aceastd expresie nu poate sd se anuleze pentru nici o valoate a lui «, fiindea
cos®e. + sin? o = 1 si fiinded ecuatia (10.1) are radacini complexe.

Coeficientii ecuatiei de gradul doi (9.3) in £, fiind functii continue de o,
iar coeficientul lui %3 fiind diferit de zero, rezultd ci radacinile ecuafiei
depind in mod continuu de a.

S4 presupunem cd pentru un «,, ecuatia (9.3) are radicini complexe
neseparate, de exemplu ambele sint in semiplanul complex Im (z) > 0.
Deci cind =« variazi de la 0 la «;, o rdddcind a ecuafiei (9.3 trece din semi-
planul Im(z) >0 in semiplanul Im(z) < 0. Am stabilit insd cé radécinile
ecuatiei (9.3) sint functii continue de « ; rezulta deci cd existd un «,, 0<< «, <
<, 1)entru care e(_ual:la (9.3) are o rddacind reald, Dar aceasta u)utm/luc

ipoteza cd operatorul L este eliptic.
. A ~ U . 4y
Lenma 4. 3. Dacd (.\‘1. Xo) este un punct de pe T, alunci condifia ne-
G . e v v ' . r ‘ 0 0 7
cesard st suficientd pentru ca sd existe o vecindtate V a lui (x,, x2) astfel
incit sd aibd loc inegalitalea

Jou |5 << K () Lae |2 - [|ue]|2) we WE(Q)n W (1) (3.3)
este ca L sd [ie eliptic in (x3, x5) si
Pla, x &, EY 4 i Py (a1, 23,8, L) =1 (10.3)

w . v "3 v . . . 0
sd atha rdaddeini complexe separate pentru orice 5.

Demonstratie. Vom alege axele de coordonate astfel incit tangenta la
I" in (x], ¥9).sd fie paraleld cu'axa x;. I'ie V o vecinitate a lui (v, v}) atit
de micd, incit sd existe o transformare biunivoed intre J7si un domeniu ¥
de forma speciald consideratd la inceputul paragrafului2 2. Dacil Xy =0
este ecuatia arcului de frontierd I'M V7 (functia ¢ este presupusi de dou
ori derivabild), atunci prin transformarea

0
a

Xy = xy, Xg= Xy — @ (X)) (11,3)
multimea V' Q se transformd intr-un domeniu de forma dorita. Dupa
aceastd schimbare de variabile, operatorul L se transforma intr-un alt

s 7 " {2) (2
operator £ de ordmul 2. In wrma transformirii 1§77 (Q)ﬂﬁ’g)( 7y se inlo-

cuieste cu 5 (Q*). . _
Demonstram intli necesitatea conditiei. Sd admitem deci cd inegalitatea

(3.3) este adevidratd pentru orice u-ve)(Q) ﬂT’V&z}(V). Ffectuind transfor-
marea indicatd obtinem incgalitatea

b < K (]| a4 Ju]])

: 2 o 0 . o ) et
pentru orice u € W5 ( Q). Facind acelasi rationament ca i la demonstrarca
lemei 2. 3, obtinem inegalitatea

[l < K(|| L0l +||ul?),  neWs (<),
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unck L'u este operatorul obtinut din £u, considerind coef1c1ef.111n punctul
(¥1, %) sineglijind termenii de ordin mai mic decit 2 ,iar Qf este un domeniu
de aceeasi forma ca QF gl Qf c Q*. Este evident ci L' coincide cu L'u,
dect avem

B <K([Zu]2+ lulp),  we W@,

tnde L'u este definit prin formula (2. 3). Pe baza teoremei 1.2, din aceasti
inegalitate rezultd ci rddécinile ecuatiei (10.3) sint separate.

Invers, dacd ecuafia (10.3) are rdddcini complexe separate, atunci
pe baza teoremei 1.2, inegalitatea

Jult < K202 + )

cste adeviratd pentru orice u € W (Q#), unde QF este de exemplu dome-
niul obfinut la demonstrarea neeesititii. Folosind inci odati metoda
aplu,ata la demounstrarea lemei 2. 3, obfinem inegalitatea

|l < K (| Lul* + ||l

pentlu orice 1€ WP(Q3), unde QF este un domeniu de formi particulard
$i QFc Q*, Existi o veuuatate W a punctului (:rl, .‘1.2) astfel incit WnNQ,

prin transformarea % = Xy, ¥g= %, — (%), s& se transforme in Q). Fie Qf
imaginea lui W . Este evident ci inegalitatea

o < (]| 20l + ]

este adevaratd si pentru functiile din IF(Z)(Q;‘) Efectuind transformarea
inversd obfinem inegalitatea (3. 3) pentru orice u ¢ Wm( QnN W;‘;Z)(W), ceea ce
demonstreaza suficienta conditiel.

Lema 5. 3. Inegalitatea (3.3) este adeviratd pentru ovicew € WE'(Q) dacd
st nwmai dacd fiecare punct (x;, x,) € Q are o vecindtate V astfel incit (3.3) sd
Jie adevdrald pentru orice u € WE(Q)N wE(v).

Necesitatea condifiei este evidenti.

Suficienta condifiei se stabileste astfel. S4 presupunem ci fiecare punct

(% %) 6 Q are o vecindtate V astfel ca (3.3) si fie adevirati pentru orice
W € W(‘)”( )r‘]W (V). Aceste vecinatifi formeazi o acoperire deschisi a
domeniului Q. Pe baza lemei lui Heine- Borel, din aceasti acoperire se

poate extrage un numdr finit de vecinitati V,, V,, ..., V, care formeaza
de asemenea o acoperire a lui Q. Fie
n
1= ZCi('Vl, ) (12.3)
i=1 '
repartifia unititii corespunzitoare acoperirii Vi Vaoo o, Vo, ([7)). Funetiile g,

sint ori de cite ori derivabile in Q, 0 ¥, < 11n Q $1 ¢, au suport compactin V.

™ u.ﬂ;,|
o

|
|
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Din proprietdtiile functiilor ¢; rezultd ci pentru u = (uy, 1) € W5 (L),
wl; = (1,8, wyC,) € I’.Véz)(Q) nl I’V(gz)(V,-) si de aceea, In baza ipotezei adoptate
avem

G B KLl + LGl +IEel®) (=12 cm). (183

Dar 0 < ;< 1; prin urmare || {u || < ||| st
[t < K (| Lol + | Zaoel? + [ ]2
Insumind aceste inegalititi obfinem

S 1l < K (Ll + I Lkl 4 [u]) (15,3
i=1 i=1

Din (12.3) rezultd

(6=1,32, ..., 9). (14.3)

[ )z = ECHI E]K ] (16.3)

Inlocuind functia a¢; in Lu
Li(Cim) = Cslsu 4 Ty
si aplicind inegalititile folosite la lema
(LG |® < 2| CiLjue || - 2| T

Operatorul 7; confine numai derivate de ordin mai mic decit 2 ale Tui u.

()

(2 =1, 8, o o= )
2.3, obtinem
(i = U2 e 1l D).

j = . .
Coeficientii operatorului L sint functii continue in Q, iar 0 < T, < 1, prin

urmare .
" 2 . 3ok
1T5lP < MjJuf (7 =12).
Tie & un numir pozitiv arbitrar dat. Atunci pe baza lemei 1.3. putem scrie

< 2” C:‘L:‘f“nz =t=

LGl <2 IGLle + Myl + MK (e [[u]?
+glup +E|e2 (F=L2 ..m4=12), (17.3)
unde
g = emax[M,, M,], k= max[M,K(s), M,K(e)].
B — . gfunc R — - si din (15.3), (16.3), 17.3) rezulta
Anmax(M,, M,) 4n

2 [l ZaZiee||* +-

2ne|uls + (WK + 2nk) || u]]2.

[]z < EIKul

gEK{i (| €:Lye||? 4 || GiLose||? }

(| LaGite|[* + | o] )}
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, prin urmare putem scrie

+ %Iu- s + (K 4 20k) |2 (18.3)

=
-\-:i-[ﬂ
N
Lo
X
=
=
.
=
=
+
=
s
=
[
3

Fie X — max[4 Kn, 2(n K 4 2 nk)]; atunci

el < (| L2+ || L2 + [e]j2)

pentru orice e WE(€), ccea ce demonstreazi lema 5.3,

Demonstrarea leoremei 1.1. Pe baza lemei 5. 3, inegalitatea (3.3) se
indeplineste pentru orice € W5 (Q) atunci si numai atunci cind fiecare
punct (v,%,) € Q are o vecinitate 1 astfel incit inegalitatea (3.3) sd fie
adevdratd pentru orice u € Wi (Q) ﬂﬁfézj(ff).

Dacd (x;,v,) este un punct interior al lui Q, atunci el are o vecinitate

V7 continutd in Q. In acest caz T;V-(JZ’(Q) r]l'jVéz)(V) — ﬁ’&m(]’) $i pe baza teo-

remei 1.3, condifia necesard gi suficientd ca (3.3) sd aibi loc pentru orice

(2 S o
we WE(V) este ca L si fie eliptic in punctul (x;, ¥,).

Daca (x;, %) € I' atunci pe baza lemei 4.3, conditia necesard si sufi-
: < . = _i1s . :-(2 (2 ;
cientd ca (3.3) sd aibd loc pentru orice ue W (Q)NWE(V) este ca ecuatia

0 . 0 - Y WoTw s s

Ppy(¥y, %5, &y, &) + @ Py(%;, %, Ei, &) =0 si aibi rdddcini complexe
separte. Cu aceasta, teorema 1.1, este complet demonstrati.

Inegalitatea (9.1) este strins legati de rezolvabilitatea problemelor
la limita.

Introducind un spatiu Hilbert corespunzitor, cu ajutorul teoremei 1.1.
se poate demonstra urmitoarea teoremi :

TrorEMA 2.3, Condifia necesard s suficientd pentru ca problema la
limitd

Lw=f; inQ (feLy(Q);) =13
g =0
sd fie de tip Fredholm, este ca operatorul L din clasa of si fie eliplic in O si
in fiecare punct de frontierd ccuafia

Pu(%, % E1E) + (P (%, %, 1 Ep) =0

sd aibd rdddcini complexe separale.

Pentru demonstrarea acestei teoreme este neecesar si presupunem
% S BT oy S oA . P
cd coeficienfii aj; sint de doud ori derivabili, b} odatd derivabili in mod
continuu, iar ¢;; funectii continue in Q.

e i
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0O HEKOTOPBIX HEPABEHCTBAX, CBA3AHHBIX C
PA3PEHIMMOCTBIO 3AJAYUM JHUPHXJIE

KPATKOE COOEP)KAHHME

Masecrro uto 3agada Jlupuxie He sBasercs 3anaqueil tuna Ppegronbsma
JUIs 1060 3JJIHNTHYCCKOH cHCTeMbl YPABHEHHH ¢ YACTHBIMH TIPOH3BOJHBIMII,
Paspemumocrs 3ajaun Jupuxie recHo cBsizaHa ¢ HepPaBEHCTBOM

[ < K (|| Lul|* + [u]}2) (1)

na W§(Q), rae merpika [#], onpenensores dopuynoit (8, 1), Lu sBas-
ercs AMIHNTHUECKHM An(QepennanasHbM OnepaTopoM, ONMpeIenéntsi hop-
Mmyqaoft (3,1), a Uf’/f)(()) SBJASETCST MHOMECTBOM  (pYHKLHIT Ly (Q), KoTopble
ofpamanTes B Hy/Jb Ha TpaHHle O0JACTH, HMeIOT 000OUIEHIEBE YACTHbIE
MPOU3BOAIILIE JO BTOPOTO MOPAJAKA BKIKYHUTE/IBHO 1 [POH3RBOAHbBIE (DYHKLHIT
MPHHALIEKAT MHOXKECTRY Lq(Q),

B Hacrosmem TpyJe s Kaacca 3JIMOTHUECKHX CHCTEM, 0003Hayen-
Horo yepes of i 0XapaxKTepH30BaHHOTO TOKIAECTBOM PP+ PPy =0 (rne
P;; onpemensitorcs opmyaoit (5. 1)) naérea neo6xoanmoe H A0CTaTOUHOE
ycaoBHe JAJst TOro, u4ToObl HepasenctBO (1) mumeno Mecto st OGOI
(hyHKIHH B Wé’”(n). Ilpu momolli 3TOro HEPABEHCTBA MNOKA3LIBAGTCSA, uTO
TO JKe YycJoBHe HeoOXOAMMO W JOCTATOMHO H /IS TOTo, UTOObI 3amaud
Hupuxnne, Kacaioulasick HeOJHOPOAHOTO YDPABHEHHS € OJHOPOAHBIMH JaH-
HbIMH Ha rpaHulle Obuwra THna Ppexronbma.

OcHoBHOIf pesy/brTaT Tpyaa (POPMYyJHpyeTcs B CJAEAyIONeH Teopeme:

TEOPEMA. Heobxodumeir — u GoCTaTodHbiM — YeAosUuesn 0L To20 4TO0bL
cyujecrsosara  Kkoucrawra K >0 rakas, 4robei Hepasercrso (1) umeno

7 (2
secro na Wi7(Q) dan cucremor Lu kaacca of asasercs 1o, 4robol one-
parop L Gota aaauntudeckum Ha Q 1 8 ePAHUYHOIY TOYKAX YPasHeHe 8To-

poeo crenetu no £,

P2y, %, &, Eu) -+ i Py, % £l ) =0

umeao o0ur Kopens 8 Komnaercuor noaynaockocty Im(z) =0 u odun
Kopens 8 Komn aexcroli noaynaockocry Im(z) <0 das awoboeo  seuye-

craennozo £ £ 0.

13 = Studii sl cercetiri de matematicd 1/1963
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SUR QUELQUES INEGALITES LIEES A 1,A POSSIBILITE DE
RESOLUTION DU PROBLEME DFE DIRICHLET

RESUMTS

On sait que le probléme de Dirichlet n’est pas un probléme du type
de Fredholm pour tout systéme d’équations aux dérivées partielles elliptiques.
La possibilité de résolution du probléme de Dirichlet est étroitement lide a
Uinégalité -

6 fo < K (|| Lo |+ || ][2) (1)

sur W(Q), oit la métrique |u|, est définie par la formule (8.1), Lu est
un opérateur différentiel elliptique, défini par la formule (3,1), et Wi(Q)
est I'ensemble des fonctions dans L,(Q), qui s’annule sur la frontiére du
domaine, ont des dérivées partielles généralisées jusqu’au second ordre y
compris, et les dérivées des fonctions appartiennent a L,(Q).

Dans le présent travail on donne pour une classe de systémes elliptiques
notée par of et caractérisée par l'identité P, P\, 4 P, P,, = 0 (ot Py; sont
définis par (5.1)), la condition nécessaire et suffisante pour qu’ait lieu I'inéga-
lité (1) pour toute fonction de WE’(Q). A l'aide de cette inégalité on mon-
tre que la méme condition este nécessaire et suffisante aussi pour que le pro-
bléme de Dirichlet relatif & une équation non-homogéne aux données homo-
génes sur la frontiére soit du type de Fredholm.

Le principal résultat du travail est formulé dans le théoréme suivant :

THEOREME. La condition nécessaive et suffisante pour qu'il existe une
constante K >0 telle que Uinégalité (1) ait liew sur WS(Q) pour le systéme
Lu de la classe oA, est que Lopérateur L soil elliptique dans Q el que dans
les points de frontiére, I équation de dewxiéme degré dans &,

Py(#, %, 35{1,. &) + 1Py (%, Xy, 31 &) =0

ait une racine dans le semi-plan complexe Tm (z) > 0 et une racine dans le
semi-plan complexe Tm () << 0 pour n'importe quel £ 7~ 0 réel.
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