O PROBLEMA DE INTERPOLARE LACUNARA CU SOLUTII
ALE ECUATIILOR DIFERENTIALE
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Lucrave prezentatd in sedinta de comunicdri din 16 apritic 1963 a Institutuhe  de calenl al
leademici R.P.R. — Filiala Chij

Fie datd o ecuafie diferenfiald liniard si omogend de ordinul n
Lu,[y:l = .4"“:) + pl(x)‘y("fn + = —!— plr(x)y 5 0’ (1)

avind coeficienfii continui intr-un interval [a, b) si fie conditiile bilocale :

5 s i ] An=2)p o\ (n—1) - 9
) = ¥(%) = o, o YT () =, ¥R =, (2)
unde x, gi v, sint valori din intervalul [a, b), iar =,,..., 2, sint numere

reale oarecari.

In prima parte a prezentei lucrdri aritim ci in ipoteza continuitdtii
in intervalul [¢, b) a coeficientilor ecuatiei (1), existd un subinterval de
forma [a, a + k) (0 < hy << b — a), astfel incit oricare ar fi nodurile
Xy $i 4y, din [a, a - /fy] si oricare ar fi numerele reale By eves Oy
ecuatia (1) admite o solufie §i una singurd, care si verifice con-
difiile (2) corespunzatoare alegerii facute. Numdirul %, se obfine ca
rdddcina pozitivd a unei anumite ecuafii aseminitoare cu aceea stabilitd
de citre Ch. J. de la Vallée Poussin [12] (a se consulta de
asemenea lucrarea [117]), cu ocazia studierii problemei interpolirii in sensul
lui Lagrange, pe cite n noduri distincte, cu solufiile ecuatiilor diferentiale
liniare de ordinul n.

In partea a doua a prezentei lucriri se dd o evaluare Pprecisd a lungimii
intervalului maximal de forma [a, a - h) in care problema (1), (2) are
solutii, in funcfie de marginile superioare ale valorilor absolute ale coefi-
cientilor ecuatiei (1). De asemenea, se aduc unele imbunitifiri ecuafiei
obfinute in %, care dd lungimea intervalului de interpolare, indicindu-se
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un procedeu de calcul care permite obfinerea neelor maj buni‘* coeficienti
numerici care pot fi luati in ecuafia respectivi. Rezultatele obfinute in
aceastd direcfie se aplici apoi la studiul existenfei si unicitifii solutiilor
unei probleme de interpolare analoage, relativi la ecuatii diferentiale neli-
niare de ordinul n. In ultima parte a lucrdrii se studiazi problema maj
generald, cind in locul condifiilor de interpolare (2) se consideri condifiile
(2 v) de la § 7, in care v reprezinti un numdr intreg satisficind inegali-
tafile 0 << v =p — 2,

In legituri cu problema de interpolare care formeazs obiectul pre-
zentei lucrdri, tinem si citim rezultatele obtinute de N. V. Azbelev
[1]side N. A, Kasceevy [4], cu ocazia studierii limitei exacte de apli-
cabilitate a teoremei inegalititilor diferenfiale a lui S. A. Cia plighin
de un ordin oarecare ke, pentru ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1
(0 =<k =n —1), precum si rezultatele obfinute de J. Reid in lucrarea
[8], cu ocazia studiului unor probleme de neoscilatie relative Ia ecuatii
diferentiale liniare de ordinul al doilea, autoadjuncte. Intr-o lucrare aparutd
recent (1963), A. I,asota $i Z. Opial [5], utilizind principiul de
maximum al lui Pontriaghin, studiazi evaluarea precisd a lungimii inter-
valului maximal de interpolare, in cazul cind in locul condifiilor (2) se
considerd conditiile :

L-“J(‘\Tl) = oy, ;\;’(;l.']) = o, -, ",'."’(“_BJ ('.1.71) = o j’(;""‘z) e BU‘ ('%)

I

l. Vom da la inceput citeva definifii si leme de care ne vom folosi in
cele ce urmeazi.

DEFINUFIA 1. In ipoleza cd operatorul diferential L, din (1) are coefi-
clentii continui in intervalul [a, b) respectiv [a, b], vom spune cd acest ope-
rator are proprietatea de interpolatic d,la, b), respectiv J,la, b], dacd oricare
ar ft nodurile %, si x, (x, < Xo) din intervalul [a, b), respectiv [a, b], si ori-
care ar [i numerele reale o, . . ., ®, . ecualia diferentiald L [v1 =0 admile
0 integrald si una singurd ¥(x), satisfacind condifiile (2).

DipiNITIA 2. fn aceleast  ipoleze, vom spune cd operatorul L, din
(1) are proprietatea de neoscilagie W (a, b) respectiv W, la, b], daca oricare
ar fi nodurile x, si v, (x, < Ny) din intervalul [a, b), vespectiv [a, b, ecuatia
diferentiald L [y] = 0 nu admile nici o integrald neidentica nuld Y(x), care
sd salisfacd conditiile

, 2 -1
) = 9(o) = oo =3P} — 0 YOGy g, (1)
Are loc urmitoarea lemd, a cirei demonstrafie este imediats :

Lema 1. Conditia necesari i sificientd ca operatorul L, cu coeficien{r
continui in |a, b), respectiv la, b], sd aibd proprietatea o la, ), respectiv
o, la, b], este ca L, sd aibd proprietatea ?Z” la, b), respectiv W, [a, b].
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Lema 2 pe care o vom stabili in continuare, este analoagd unei le‘:)n‘e
- o 4 o < Y = - Vi, 2 ‘
utilizate de cdtre Ch. J. de la Vallée Poussin inlucrarea [127.

i ; ; notme vy — wnciia
LeMma 2. Dacd in infervalul {x,, x| de lungime x5 — x; = h, func

)

' ‘vatd ot (w=2) continid 5 satisface condi-
w(x) S= 0 admile o derivatd de ordinul n (n = 2) continud si satisje

‘H'?lh' 2 (1) =
om) = ¢'(3) = ... = 0" Im) =0; " ) =0, (5)
alwner aw loc inegalildtile
L% (x| : = ' )y =10, L e 12
o™ (#) | < A, " p, x€[xm5), i o
" ) | == A, - hop xeln, 5,
> () e
unde | = max| ¢ "(x)|, 1ar
(25 23
A e el (=01 ....0—2), 4  =1. (7)

(n —i)!

‘e. Tie I°,(x) poli inter v orad n, care satis-
Demonstratie. T'ie I’,(x) polinomul de interpolare de grad », care sa
face conditiile

' -2 ’ w1}y N} 2
B e R . =B ) G PR = (8)
Py = (9)
Se obfine cu usuringd pentru P, (x) expresia
P ) = — (% — )" [(¥ — m) — n{n, — x,)]. (10)
% !
[Yie 7 unul din numerele 0, 1, ..., n — 2. Consideram functia
Pile) — oa) — 3 Py Wi n—9), (11)
i 1 "

unde 7; este o constantd in raport cu x. Fie s un punct arbitrar (huu inter-
i . - . A A AT = s

valul (x;, #4,]. Vom determina pe J; astfel incit D,(s) = 0. Acezltbta .d(;tc,-]
minare este posibild, intrucit oricare ar fi s € (v, 'vzrj‘j are loc relafia
) = o3 A . o (e p— . s
bm(,g) 7# 0. Intr-adevdr, presupunind contrariul, cd P '(s) = 0, ar re
o . - s . - .. . = G = .
zulta de aici §i din conditiile (8), prin aplicarea de # — ¢ ori .‘-ll('.‘((_hl\' a
i lui 5 PIN(E) = inde & € (¥, %), ceea ce ar contrazice

teoremei lui Rolle cd P “(&) = 0, unde £ € (v, x),

identitatea (9). Se obfine deci

Inlocuind in expresia lui ®;(x) din (11), se obfine:

(#) :
e P s) pii)y 12
Ll)‘(x} =y ’(,{) — P&j)(ﬂ P” (';) ( }
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Funcfia ®,(x) satisface cvident conditiile
B (%) = b, (v,) = =0 ) —0; @i ) = 0
®,(s) =0

Aplicind — 1 ori succesiv iei i
plicind de # — 4 ori succesiv functiei ®,(x) teorema lui Rolle, se constats

e.\lStEH;ch a (_EI [)114:111 unus |)l1 1 t (o G Ay 5 € ‘1‘ % 11( ll q) &)=
11¢ C X ‘1-2 X !
I] l =l <l d ( )] d( ] < 'c c(.)< ‘7,1 e 1[ 5‘(“‘ va S( lf‘)
T11711¢ seam e 1... 51 > 1C Elliltltel (.)) 1 a a Ia (& b

(xl < §= )

(i)
wlmeEy P (S) i
2" (E) W 0,

de unde se obtine formula
() i W
() = P(s) . o"(),

Tinind seamy de fz 3saf st P .
r11[e hadie aptul ¢d s a fost luat arbitrar in (¥, %51, obtinem formula

E € (:L'], ,\:2).

(P“)(;V) — IJ}EL)(:‘;) . CP(”)(E),

1tru ¢ .]. 1 aloarea maxima : i 1 !Iel f ' X 1 1 !El !] Y
P, 2 | /
]' erl 1 a calcula v a = unc 1 | ( ) 1 1 valu '-1,‘\-:3

e a (13)

s ra 1Tntd (1), (VRS S .
Llolbser\a 11}t11 c?ii P (x) nu se anuleazi in nici un punct din inter-
valul (%, %), intrucit in caz contrar, prin aplicarea de n — i — 1 ori succe-
siv & teoremei lui Rolle, ar rezulta, finind seama de condifiile (8), existenta
unui punct £ ¢ (x,, x tneit P"(g) — 5 itat
o 1 ; . € (%, ¥,), astfel ineit P (&) = 0. Aceasts egalitate ar con-
‘razice insd identita i Py
: e”;ﬁtqfea (9). Deci P'""V(x) 20 pentru x € (1, %), ceea
ce ne aratd cd P *(¥) este monotoni inintervalul [ %1, 45 |. Cum insa P“)(} )=
= . S-S > = e - L Tt
i 0., torlcalrel ar fi .’T— 0L, s —“_’ rezultd ci marginea superioari
in intervalul [x,, % {6 PR vt i abins® '
al [Xy, %] a functiei [P (x)] va fi atinsi pentrit ¥ — &, si
un calenl simplu ne arati ci aceasti margine va fi %

sup | PP (2)| = | P¥(x)| = 2=iz !

-"E[—Tl,ﬁ‘g (H - ”‘ £ ]f‘ . (1})

Din cele de mai sus rezult inegalitatea stricti

fp’(:J (x)l < 'f_:l;:il B e

'f'a.lablla pentru orice ¥ € [4;, Xy). Tinind seamid de aceastd inesalitate
precum si de faptul cii p 2£ 0 (ceea ce rezaltd din ipoteza o(x) == 0 in jiter-
valul [x,, x J, precum si din (13)), se obfine din formula (13) inegalitatea
(6) pgntru orice s = 0,1, ..., 7 — 2, Pentru { — 5 — 1 jnegalitatéa (:oretsi
pun:atoaff‘_%m (62 se obfine cu u.‘;uriu’;ﬁ, seriind formula cresterilor finite
'}?){e"rl if&—z)@: O(x) In punctul ¥ = x, si apoi finind seami de egalitatea
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Observafii. 1°. Valorile constantelor 4 care figureazd in (6) nu sc
pot micsora, dupd cum se constatd ugor considerind pentru ¢(x) poline-
mul P,(x) din (10) si observind cd inegalitatea (6) se transformd in egali-
tifi pentru % = %, dacd #=0,1, ..., #—2, si pentru x — % daci
p = 1. — L.

2° 1In cazul cind se presupune ci funcfia ¢(x) satisface conditii mai

generale decit (5), anume condifiile

o(%y) = @'(%,) =
unde 1y, %, ..., &, sint noduri oarecari dintr-un interval [a, 5], inega-
litdti de tipul (6) au fost obfinute de S. N. Bernstein [2], iar apoi
pentru cazul particular cind %, = x, = ... = #,, astfel de inegalititi au
fost studiate de A. Tu. TL,evin [6]. Dupd cum este de asteptat, in
aceste cazuri mai generale se obfin pentru constantele 4 . valori mai
mari decit cele care intervin in enunful lemei 2 din lucrarea de fafi.

— fpl”“”(:tf,,) 0,

2. Vom demonstra actin urmétoarea teoremad, care asigurd existenfa
unui interval de forma [e, a - #), in care operatorul £, din (1) are pro-
prietatea & si deci proprietatea W .

TroruMA 1. Fie dat operatoyul L, din (1), avind coeficientii coniinui
in intervalul [a, b) st fie

my(h) = max |p(x)| (# =1,2, ..., n), (15)

=€ [a, ath]
h frind wn numdr oarecave din intervalul (0, b — a). e hy rdddcina din
imtervalul (0, b — a) a ecualier in necunoscuta .

WA m  (h) -4 A L A, on(l)-h—1 =0, (16)

A, -m (k) -

unde A, . reprezintd constantele din (7). In cazul cind ecualia (16) nu are

raddcint in intervalul (0, b — a), se va considera hy = b — a. Alunci opera-

torul L ave proprietatea de inlerpolatie J [a, a + h,) (deci si proprietatea
n : n i

de meoscilatie W |a, a + hy)).

n,l

Demonstratie. S presupunem intii ca A, << &6 — a, deci cd ecuatia (16)
admite o rddicind %, in intervalul (0, b — a). Tu baza lemei 1, va fi sufi-
cient sa demonstram ca in ipotezele adoptate, operatorul L, are proprie-
tatea 9 la, a + hy). Sd presupunem contrariul, cd ecuafia diferentiald (1)
ar admite o integrald neidentic nuld y(x), care in doud puncte x, < x,
din intervalul [e, a 4 h,) satisface conditiile
y(m) = plm) = ... ="y =0; " m) =0. (17)

Vom nota

w = max |y"(x)].
Z€ [x1,7,]
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Tinind seamd de egalitafile (17), precum si de faptul cd y(x) 5= 0 in
intervalul [x,, %,], obtinem prin aplicarea lemei 2, inegalititile

)| =d, .- K xelxm %], £=01,...,nm—1, (I8)

S n.a

unde am notat & = ¥, — % §i unde A . reprezinti constantele date de
relatiile (7).

Pe de altd parte, y(x) fiind o solutie a ecuafiei diferentiale (1), ea veri-
ficda in intervalul [, x,] identitatea

yx) = — py (@) " (x) — pa(x)y" () — pa(®)y ().

De aici, luind valorile absolute ai ambilor membrii si apoi marginile supe-
rioare in intervalul [#,, #,] ale tuturor termenilor din membrul al doilea,
se obtine urmitoarea inegalitate valabili pentru orice x € [%;, A5]:

") [ = sup [py(x)] - sup [y*70(3)] +sup [py(x) |- sup [y ()]

Fay, %a [y %5) [71) #a] P, 2a]
- +[SHP |2,()] - D [y(x)]. (19)
Tinind seama de inegalitatile (18), valabile pentru orice x € [x;, x,], din
(19) se obfine urmitoarea inegalitate valabili pentru orice x € [«1, M
Iy ()| <p- A, ke osap [py(x)| +u- A, , B sup | py()

mi—1 8
Xyy Xa [#, s

A b o Asg.o L sup f)”(X) ’

[y, 4]

Inlocuind in aceastd inegalitate pe x cu numirul £ care realizeazia maxi-
mul functiei [y"(x)| in intervalul [a,, %], inegalitatea de mai sus se
transcrie

=, he- sup |py(x)| +p - A, - sup |py(x)

—1 §
X1s Xa) [y, %]

T by K- sup ip(3)]. (20)
[y, 29
Simplifieind ambii membri cu p (din prima inegalitate care figureazia
iu (18) se constatd cd p =0, intrucit prin ipotezd y(x) g=0 in [x,, x,])
si tinind seama de definifia numerelor m(kh), precum si de faptul ci in
m?ul megahtatu (20) are loc prin ipotezd incluziunea [y, %] [a, a + hy)
si deci cd h = x, — ¥, < h,, se obtine a fortiori inegalitatea strictd

I < A By m.l(kt,) AN ki - Mglho) + ..+ AL Ry om(h). (21)

na—1
Notind cu E(h) functia de variabila 4, reprezentind primul membru al
ecuatiei (16), inegalitatea (21) ne aratd cd
E(hy) =0, (22)
ceea ce contrazice faptul ca /i, reprezinta radécina din intervalul (0, b — a)
a ecuatfiei (16).
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Dacd hy =b —a, demonstratia teoremei se face de asemenea prin
reducere la absurd. Se ajunge intocmai ca §i in cazul precedent la inega-
litatea (20) din care se obtine in urma unei simplificdri cu p (p 3£ 0), ine-
galitatea

2
1=4,, , h-m(x —a) +4, , " mx —a)+... +
+4,, 1 - m(r —a), (23)
unde h = x, — %;. A fortiori se obtine din (23) inegalitatea
2
1A, (% —a) m(x, —a) +4 (% —a) E my(x, —a) + ... +
+4 (% —a)
ceea ce ne aratd cd E(xy, —a) =0. Dar lim E(#) = —1 < 0. De aidi,
i B0t
finind seami de continuitatea functiei E(}), rezultd ca E(h) se anuleazd
pentru o valoare A, satisficind inegalitifile 0 < b, =%, —a < b —a.
Aceastd concluzie este insd In contradictie cu ipoteza specificd cazului

studiat, anume cé ecuafia E(h) =0 nu are nici o radacind in intervalul
(0, 5 —a). Rezultd in definitiv afirmatia teoremei si in cazul by =b —a.

m (%, — a),

II

3. In continuare ne propunem si dim o evaluare precisd a lungimii
intervalului maximal de forma [a, a + &), in care un operator diferential
liniar si omogen L,, de forma (1), are proprietatea 7 , in functie de mar-
(¢ =1, ..., n). De asemenea ne

ginile superioare ale functiilor | (x)
propunem sd ardtdm cum se poate imbunitdti ecuatia in necunoscuta /i,
(16). Vom studia in ce médsurd se pot micgora coeficientii diferitelor puteri
ale lui /&, care figureazi in (16), in scopul obtinerii unor intervale de inter-
polare cit mai bune. Vom indica totodatd un procedeu de calcul prin care
se vor putea obtine sistemele ,optimale’ de coeficienti. Tinem sd menti-
ondm cd in cazul interpolirii obisnuit pe cite doud noduri, o problemi
similard a fost studiatd relativ la ecuatiile diferentfiale liniare si omogene
de ordinul al doilea de cdtre Z. Opial in lucrarea [7], $i apoi, pentru
aceleasi ecuatii, de cdtre D. Ripianu in lucrarea [9]. In cazul inter-
polirii de tipul (3), o problemi similard a fost studiatd relativ la ecuatii
diferentiale de ordinul # de citre A. ,asota i Z. Opial in lucrarea
[5].

In scopul studierii problemelor formulate mai sus, vom enunta in pre-
alabil citeva proprietdti ajutdtoare, de care ne vom folosi in expunere.

Reamintim intii cd prin functia lui Cauchy asociati operatorului L,
din (1) se intelege solutia ecuatiei diferentiale L,[y] =0, care satisface
conditiile

gl =gie)=.c =" e) =0, w*Na) =1, (24)

14 — Studii gi cercetiri de matematicd II/1963.
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unde « reprezinti o valoare oarecare din intervalul [, b). In cele ce urmeazi

vom utiliza pentru aceastd funcfie notatia K(x, «). Cu aceastd precizare

are loc urmaitoarea lem3 :

Limva 3. Conditia necesard i suficientd ca un operalor diferenfial
lintar si omogen, L,, de ordinul n, cu coeficienti continui intr-un interval
[a, b), respectiv [a, b], sd aibd proprietatea de neoscilatie 9 [a, D), respectiv

K(x, o)

r i
9,[a, b] (deci sid, [a,b), resp. I, [a, b)), este ca funciia ;u"~'

sd fie pozitivd in domeniul triunghivlar a <= o < x < b, respectiv a =< o <

= v = h

Demonstralia acestei afirmatii este imediatd, dacd se observi ci orice

solutie neidentic nuld ¢(x) a ecuatiei diferentiale (1), satisficind intr-un
punct ¥ =o (« € [a, b)) conditiile

o) =glmi=... =" Yz} =0,

se exprimd cu ajutorul fumcfiei Ilui Cauchy astfel:
SRRl (o, Yod).

Vom demonstra acuma urmditoarea lemd, a cirei idee aparfine lui
N. V. Azbelev gsi este enuntatd fird demonstratie si intr-o form# putin
diferitd, in lucrarea [4] a lui N. A. Kagceev.

Lema 4. Fie dale doud ecualii diferentiale liniave si omogene de ovdi-
nul n:

o(%) =" (a) x

(25)
(26)

LY [y] =™ +p,(0)y" " + 0. 4 (x)y =0
+gf:(x)y :0'

n—1) |

L2[y] =" + g(w)y™ ™" + 2.

ar cdror coeficienti sint comtimui intr-un interval [c, d] si salisfac in acel
interval inegalitdtile

D) =) (¢ =1,'2; ..

In aceste conditii, dacd operatorul Li” ave proprielalea %n'[c, d] (ase
vedea definifia 2), afunci s operatorul Lff) are proprielatea U [c, d].

Ln), %€ lc d] (27)

Demonstratie. Sa presupunem, contrar afirmatiei lemei, ci in ipoteze-
. 2 - A -
le lemei, operatorul LL’ nu ar avea proprietatea 9, [c, 4]. Aceasta inseamni,

n—1

- L . B o :
conform lemei 3, cd funcfia “—— K,(x, «) se anuleazi in cel pufin un punct
04

din domenjiul
Do == = (28)

an—i .
— Ki(#, o) nu se anuleazd in acest

al variabilelor x si «, pe cind functia
ox
domeniu. Aici am notat prin K, (¥, «), respectiv K,(#, «), functia lui Cauchy
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9 - O . Al

- 5 1) c 2 i .
asociati operatorului L,(}‘, respectiv Lfl’. Fie x = x, s1 a = a, coordonatele
y n—1

Kq(x, o).

; ; ; " “ .8
nnui punct din domeniul 7, in care se anuleaza funcj:mT
. : 3
utiliza notatia

jn cele ce urmeazd, pentru simplicitatea scrierii vom
K (%, o) =y(%) si Ky(x, @g) =¥,(x). Au loc deci egalititile

¥ (og) =yl = e = 5 Poo) =0 H ) =1 (29)
}’z(mn) = _y;(o'.") N — _3’;(;”_2)(5"11) =0, ,',Vfg”_”(c‘u) =1 (50)
L"'(z”_”(""n) =0 (= oy < x=d). (31)

Fiard a restringe generalitatea rafionamentului, putem presupune cd %,
- B T e % a - =1

este cea mai micd rdddcind din intervalul [e, d] a funcfiei y;" ’(x)_Vor

avea deci loc inegalitifile

_31:”7”(:»’) >0 pentru x € [a, &], (32)
(n—1)r v o 5
¥, (%) >0 pentru x € [ag, %) (33)
Vom ardita acum cd au loc de asemenea inegalititile
y,(%) >0, Py(%) >0, ..., ¥ (%) >0 pentru xe (x, ). (34)

Intr-adevir, si presupunem contrarul, ci pentru un indice i (0 =<7 <
= #n —2) si pentru o valoare £ ¢ (e, %,] ar avea loc egalitatea yg"(ir) —{),
De aici, tinind seamd de egalititile (30), ar rezulta prin aplicarea de n —
— i —1 ori succesiv a teoremei lui Rolle, cii functia y" " (x) se anuleaza
cel pufin o datd in intervalul (w,, &), deci si in intervalul (e, %,). Aceasti
situatie ar contrazice insd ipoteza cd ¥, este cea mai micid rddacind din
intervalul (u,, @] a functiei y;"‘_” (x). Deoarece numdirul 7 a fost presupus
oarecare din numerele 0, 1, ..., n —2, rezultd in definitiv inegalititile (34).

Cu aceste preciziri, vom demonstra in continuare ci pentru orice
x € [0y, %], are loc inegalitatea

¥ = 3N, % € (o %] (35)

Intr-adevir, notind cu ¢(x) = y,(x) — (%) si $inind seami de faptu] cd
v,(x) este o solutie a ecuatiei diferentiale (25), vom putea scrie identitatea"

LY [o(x)] =L [yy(%)], (36)

Apoi, intrucit au loc in intervalul [e,, %,] inegalitdfile (33), (34) si (27),
rezultd inegalitatea

L [ya(%)] = L [y2(%)],

x € [c, d].

% € [ %] (37)
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Prin compunerea relafiilor (36) si (37) si tinind seami de faptul cd y,(x)
este o solufie a ecuatfiei diferentiale (26), se obtine inegalitatea

1
Lp(0)] =0, x € [0, %] (38)
Din faptul ca solutiile y,(x) si y,(x) verifici in punctul » — %, aceleasi con-
d_1_jcl11 ale lui Cauchy, (29) respectiv (30), rezultd pentru functia ¢(x) condi-
tiile :
#(%) =9'(og) = ... =" (op) =" (o) =0.
Ne vom folosi acum de urmitoarea identitate cunoscuty :

o) = { Ky(x, )L [o(0) s, % € [0, d]. (39)

Deriyﬁﬁd ambii membri de # —1 ori in raport cu x si tinind seamd de
relatiile (24) pe care le satisface funcfia lui Cauchy K,(%, «), cbtinem din
(39) identitatea

e . or (1)

¢ (%)= S;,,—,TKi(x, @) - L, [p(e)]de, ¥ € [ay, d]. (40)

0y

Darls~a presupus (prin ipotezd) la inceputul demonstratiei cd funcfia
an— - : .

= Ki(x, @) nu se anuleazd in triunghiul D : ¢ < a < # = d al varia-
bilelor x si «. Evident c4 in acest caz are loc inegalitatea

n—1
5‘%[(](9;, @) >0, (% a)eD.
De aici 5i din (38) rezultd, in baza identititii (40), cd ¢" " (x) = 0 pentru
orice % € [ay, %], de unde rezulti inegalitatea (35). Din aceastd inegali-
tate 5i din (31) rezulti ci y‘l""”(xo) =0 (2 < % =d), ceea ce este in con-
tradictie cu inegalitatea (32). Aceastd contradicfie provine din ipoteza
falsd adoptatd la inceputul demonstratiei, anume ci operatorul Lf‘z’ nou
ar avea proprietatea ¢ [c, d]. Rezulti in definitiv afirmatia lemei 4.

In continuare, fie L, un operator diferenfial de forma (1), avind coefi-

cientii p(x) continui §i mirginiti in intervalul [q, b). Fie M, niste con-
stante astfel incit '

[p,(%)| = M, x€labd), 1+=1,2 ..., 5 (41)

Lema stabilitd anterior ne d4 posibilitatea obtinerii unei evaluiri precise,
in functie de numerele M;, a lungimii subintervalului maximal de forma
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[a, @ + h), confinut in [a, b), in care operatorul L, are proprietatea de
neoscilafie 7 (deci $i proprietatea de interpolare 7 ). In acest sens, se
poate stabili urmdtoarea teoremi :

TroreMA 2. Considerdmn aldturi de operatorul L, care salisface condi-
jiile formulate mai sus, wrmdtorul operator diferential

Liy] =y + My 5" + ... + M9, (42)

ai cdrui coeficienti M, sint constante care verificd inegalildtile (41). Fie 7*(x)
- ar . . * . v A .y s
solugia ecuatier diferentiale L [y] =0, salisfdcind condifiile

) =) = =y R0y =0, 9** Pio) =1

= g v aw e o v | " "

Fie ¢ cea mai micd rdddcing pozilivd a ecuatier 7+ (x) =0 (in cazul cind
. w(n—1 v oA : v oA

functia 7*" " (x) nu se anuleazi in (0, o0), se considera in mod convern-

fional p = o0) si fie H =min {p, b —a}. In aceste vpoleze operatorul L,

va avea proprielatea ¥ [a, a + H) (deci si proprietatea 7 [a, a + H).
Demonstratie. Fie K" (x, o) functia lui Cauchy asociati operatorului

L:. Evident ci 4*(x) = K " (x, 0). Intrucit insi prin ipotezd, funcgia #* ™ (x)

nu se anuleazi in intervalul [0, H), si intrucit %" "(0) =1, rezulta

n—1 i
inegalitatea strictd ° K¥(x, 0) > 0, pentru x € [0, H). De aici,

n—1

2oA w o ~ & . . a . .
finind seamd de faptul ci operatorul L din (42) are coeficienti constanti,
n—1
w . o . . . H I
ar rezulta cd funcfia de doud variabile x si o, a—”:—l K" (%, o) este pozitiva
ax

in domeniul triunghiular a << « << ¥ < a  H. La aceasti concluzie se

ajunge indatd, observind cd operatorul L:, avind coeficien{ii constanti,

rimine neschimbat dacd se efectueazd o translatie asupra variabilei inde-

pendente x. De aici rezultd identitatea K*(x, B) = K (¥ —p + «, o) etc.
n—1

— s ey - AR & A :
Din pozitivitatea lunctiei —— K" (¥, 2) in domeniul a < «
a

‘,u—-l

<5 X =

A o 7 i ® o

~Za + H, ar rezulta in baza lemei 3, cd operatorul L are proprietatea
- *

L si L au
i n

9 [a, a + H). Pe de alti parte, intre coeficientii operatorilor
inegalitatile

loc pentru orice x € [a, b), deci si pentru orice x € [a, a + H)
(41). Din compararea operatorilor L si L: care figureazd in (1), respectiv
in (42), se obfin urmitoarele concluzii :

1°. Intre coeficientii lor au loc relatiile (41).

2°. Operatorul L:. din (42) are proprietatea ¢ [a, a + H).

Astfel, conditiile lemei 4 sint Indeplinite, dacd se considerd acolo
LY — L' si L™ =L  si dacise considerd in locul intervalului [, d] care

L
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figl%rf':azé in enuutul‘ lemei 4, intervalul [¢,a 4+ H —c],unde ¢ este un numar
Eomtlv Oarecare, satistdcind inegalitatea ¢ < H. Conform lemei 4, rezults cj
5 * A A < :
, Are prfé)rletatea YW,la, a +H —c] siintrucit poate fi luat oricit de
mic, rezultd pentr ‘OpTi ' 7
a pentru L proprietatea UW,la, a +H), qed.

, £ | . .. . -
. ﬁll. In scog{ul studierii celeilalte probleme formulatj la inceputul para-
gratului precedent, referitoare la imbunititirea coeficientilor ecuatiei (16)
in necunoscuta /, introducem urmitoarele notatii : ' y

Fiind dat operatorul diferential L, di i i
=y Ly din (1), avind coeficientii continui
In intervalul [a, b), vom nota cu 7 [£,] multimea numerelor h-t (0 < }zugl
< b —a), care an proprietatea : |
-I : Dacd. h E'Z’ﬁ[L”}, atunci ecualia diferentiald I [v] =0 are cel
pufin o solufie neidentic nuld y(x), care satisface condz'lz".iZeL ]
S . _ (n—2) ! n—
y(a) (@) =i =y (@) =0; o ”(a + h) = 0. (43)

o ‘;‘ D:;cci V(%) este o solutie neidentic nuld a ecuafier L [y] = 0, salis-
Jacind conditiile (43), in carve h este astfel inci h ke e
: ] . ve hoest el incit 0 < h < b — unet

i : a, atunct h ¢
b [Iubcazul ‘fipd operatorul L, din (1) are proprietatea de neoscilatie
7)”. a, b), mu j;m_lea H[L,] este evident vidi. In caz contrar, mulﬁmea-
A [L ] nu este V-Ida. Conform teoremei 1 stabilite anterior (in cazul cind
AL, ] nu este vida), are loc inegalitatea

inf L] = h,, (44)

Pnde hy este raddcina din intervalul (0, b — a) a ecuatiei (16). Se constati

o v . 5 . . o ne 5 1
indatd cd marginea inferioari care figureaza in (44), in cazul cind multi-
mea JG[L,] nu este vids, este atinsi, i ea este egald cu diferenta p — Ja
r

unde p reprezints I micd rdddcing din i
S p rej 4 cea mal micd raddcing din intervalul [a, b) a ecuatiei

gan—1 K(x, a) = 0. Aici prin K(x, a) s-a notat solutia y(x) a ecuatiei dife-

renfiale L [y] = 0, care satisface conditiile

ya) =y'(a) = ... =" a) =0, ¥ @) = 1.

Vom nota in conti i

e 1ot LouTEmuare cu £ multimea tuturor operatorilor diferen-
i;a_1 1mari $1 omogeni de ordinul #, de forma (1), cu coeficienti continui
i i a : ;
11.1nterva1u1 [a, b). Evident ¢4 un operator oarecare L din £ este deter

_\\, = . . .. - i i 3
minat dacd se dau coeficientii sdi p,(x), ... b, (%) §

A s 2 Sl B

* 4
Vom unota cu £, submultimea tuturor operatorilor diferentiali liniari

g 3 : Sl i
S mogem de ordinul #, cu coeficienti constanti in intervalul [q, b). Bvi-
dent cid are loc relatia de inclusiune L2 e p X

Ed { ¥
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Fiind dat un operator L din clasa £ , avind coeficientii p,(x), ...,
p"(x). vom nota cu

mfh; L) = max [p(x)| (=1,2,..., 1)
*Ela, ath)

(45)
Functiile m (h; L,) sint definite pentru orice L € £, si pentru orice / €
€ (0, b — a). Cu aceste notafii si preciziri, considerim inegalitatea

am(h; L)+ a,_m,_ (h;L) BTN agmy(h L) -h—12=0, (46)

in care a; sint constante nenegative. Problema pe care ne propunem s-o
studiem se poate formula astfel:

S4 se determine toate sistemele de numere nenegative a,,. .., a, astfel
incit

Inegalitatea (14) sd fie wverificatd pentru orice h € J[L,],
ovicave ar fi L € L,, deci oricare ar [i sistemul de coeficienti (47)

{p(x)} al operatorului L, consideral. J

Teorema 1 stabiliti in aceastd lucrare ne furnizeaza un astfel de sis-
tem de numere {a;}, anume sistemul {a, = 4, .} unde 4, , reprezintd
constantele din (7). Acest sistem de coeficienti {a,}, dupd cum se va
vedea in cele urmitoare, nu este ,,cel mai bun”. Se poate pune astfel si
problema alegerii din mulfimea tuturor sistemelor de numere {a,} care
satisfac conditiile (47), a acelora, care sint ,,optimale”. In scopul studierii
acestei probleme, stabilim urmatoarea teoremad :

TROREMA 3. Conditia mecesard $i suficientd ca un sistem de numere
,a,} sd satisfacd inegalitatea (46) pentru ovice L, € £, st pentru

i R
g e b e d T
a,} sd satisfacd inegalitalea

ovice h € ,[L,], este ca acel sistem {a,, ...,

(46) pentru orice operator diferential liniar si omogen de ordinul n, cu coefi-
i . *

cienli constanfi L: (L: € L)) si pentru orice h € B[L,].

Demonstratie. Necesitatea conditiei exprimate de teorema este evidenta.
Si demonstrim suficienta conditiei. Presupunem deci cd {a?, a: a!:
este un astfel de sistem de numere nenegative incit inegalitatea (46) este
satisficutd pentru orice operator diferential liniar i omogen de ordinul =,
cu coeficienti constanti L (L: € ,Q:) S# presupunem, contrar afirmatiei
teoremei, ci ar exista un operator L ¢ £, si relativ la acest operator, un

namir s e A [L,]" astfel incit relatia (46) in care s-a inlocuit a; = a

1) Prin aceasta sc presupune implicit cad multimea g5(L, | nu este vida, deci cu funclia

p—1
9 K(x, a) corespunzitoare operatornlui L =~ se anuleazi cel putin intr-un punct din in-

a xﬂ—
tervalul (a, b).
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(f =1, 2, ..., n)sa nu fie verificatd pentru operatorul L, si pentru numa-
rul % corespunzitor. Atunci va avea loc inegalitatea stricta

atm by LYR +at_ om, (i LYW 4 . atm(h; L) —1 <0, (48)
Presupunem ci operatorul L, in cauzd are expresia

LIyl =" +a@y" " 4+ ... + ¢, (%)Y + q,(x). (49)

Conform definifiei mulfimii Z6[L,], numdrul 2 € H[L,] va fi de forma

h = p—a, unde p reprezintd o rddicind din intervalul (@, b) a funcfiei

';__1] K(x, ) . Aici K(x, «) reprezintd funcfia lui Cauchy asociata

a.l’ o =
operatorului L,. Vom folosi pentru simplicitatea scrierii notatia K(x, a) =

— 7(x). Functia 7(x) este deci o solufie a ecuafiei diferenfiale L,[y] = 0,
satisficind conditiile :
n(@) ='(a) = ... = 1" a) =0, 1"a) =1 50)
.q(ll#l)(a + I’?) —0 (0 = ko= b _4),

unde 4 este numdarul care figureazd gi in inegalitatea (48). I'drd a restringe
generalitatea demonstrafiei, vom putea presupune cd rdddcina p =a + % in
cauzi, este cea mai mica dintre raddcinile din intervalul (a, b) ale functiei
n"=1(x), intrucit in caz contrar, inegalitatea (48) va fi a fortiori verificata
pentru numirul A, corespunzator celei mai mici rddacini a funcfiei 7"~V (x),

din intervalul (a, b).
S& asociem acum operatorului L, din (49), operatorul diferenfial liniar

si omogen, cu coeficienti constanti
L:[y] = " L oy (b L")y("_” + my(h; L) y("-” +...4+m(h; L)y, (51)

in expresia cdruia numarul s = p — a reprezintd numarul ce intervine
in (48) si (b0).

Fie K*(x, o) funcfia lui Cauchy asociatd operatorului L:. Vom utiliza
de asemenea notatia 7*(¥) = K" (x, a). Evident ci functia 7*(x) verifica
conditiile

n*(a) = 1*'(@) = ...
Vom demonstra ci funcgia 7*" " (x) se anuleazi cel pufin o dati in inter-
valul (a, a + %], & fiind numirul care figureazd in relafiile (48) si (50),
precum si in expresia (51) a operatorului L:[y]. Intr-adevir, si presupu-
nem prin absurd ci functia 7*"""(x) nu se anuleazd in (a4, a + #]. Cum
a + h < b, rezulti ci va exista un numir e >0, suficient de mic, astfel
incit funcfia 7*" V(%) sd continue si rimini diferitd de zero in intervalul
mai mare, (¢, @ + & + ¢). Atunci din conditiile (52) pe care le satisface
7*(x) in punctul x = a, ar rezulta inegalitatea strictd

-q*(“_”(x) >0 pentru x € [a, a + h + ¢).

— ey =0, "G =1 (@5

T_—_——'——ﬂ——_————v—
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De aici, finind seami de faptul ci operatorul L= din (51) are coeficientii
n—1

. 3 . a # e a8 .
constanti, ar rezulta ci functia —— K" (x, «) este pozitivd in domeniul
ax

triunghiular
a=ae<x<<a-+h+ =

si in baza lemei 3, cd operatorul L: are proprietatea 9 [a, a + I + ¢),
deci si proprietatea 9 [a, a -+ h]. Pe de altd parte, se observa cid intre
coeficientii operatorilor L, si L: din (49), resp. (b1), au loc pentru orice
x € [a, a -+ h] inegalititile
g, (%) = m(h; L) = max [g,(x)] (¢F=1,2,...,n), x€la,a+h]. (83)
YE[aat+h]

Din compararea operatorilor L si L: care figureazd in (49), resp. (51),
s-ar obfine urmitoarele concluzii :

1°, Intre coeficientii lor au loc relatiile (53).

2°, Operatorul L: are proprietatea 9 [a, a + I].
Astfel, conditiile lemei 4 sint indeplinite, dacd se considera acolo Lf:):
= L: si Lf): L, si dacd se considerd in locul intervalului [c, @] care

figureazd in enunful lemei 4, intervalul [a, a + 2] Aplicind lema 4, s-ar
obfine in cazul nostru cd si operatorul L are proprietatea 7 [a, a + h].
Aceasta ar fi insd in contradictie cu existenta unei solufii 7(x) a ecuatiei
diferenfiale L,[y] = 0, satisficind condifiilor (50). Aceastd contradictie
provine din ipoteza facutd anterior, cd funcfia 7* = (y) nu s-ar anula in
intervalul (a, a + #]. Rezultd in definitiv cd funcfia 5* @1 () se anuleaza
cel putin o datd in intervalul (a, a + k). Fie p* = a 4 A* o ridécind din
intervalul (a, a + 4] a funcfiei »*" "(x). Evident ci0 < W < h. De
aici si din inegalitatea (48), rezultd a fortiori inegalitatea

arm(h; LYW"+at m _(h;L) T
+atmy(h; L)A —1 <0, (bd)
Tinind insd seama de faptul cd operatorul L:[y] din (bl) are coeficienfii

constanti, egali respectiv cu my(h; L,) (=1, ..., n), vom putea scrie
in baza formulei de definitie (45), egalitatile

mh:L)=m(h" ;L =1, ..., ).
1 n 1 ”)

Inlocuind in (54), obfinem

atm (B LYW 4 at_ om,_ (0 LY R ..+ almy(b* 5 L) h* —1 < 0.

n—1
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Aceastd inegalitate ne aratd ca pentru sistemul de coeficienti {af, ..., a%}
existd un operator diferential L , liniar si omogen, de ordinul %, cu coefi-

cienti constanti, si totodatd un numéir B e 75[1,:], astfel incit inegali-
tatea (46) in care s-au inlocuit a, cu af, nu este verificati. Aceasta contra-
zice Insd ipoteza adoptatd la fnceputul demonstratiei, ci sistemul de coefi-
cienti {aj, ..., a,} este astfel incit inegalitatea (46) este satisficutd pen-
tru orice operator diferenfial liniar i omogen de ordinul », cu coeficienti
constanti.

Rezultd in definitiv suficienta conditiei exprimate de teoremi.

Observatie. Din teorema stabilitd anterior, rezultd indati ci un sistem
de coeficienti nenegativi {a,, ..., a,} care verifici inegalitatea (46) pen-
tru orice & € /0 [L,], oricare ar fi L, e £, nu depinde de intervalul [a, b)
in care se presupun continui coeficienti operatorilor diferentiali din clasa
L, . Aceastd afirmatie rezultd din constatarea c¢i un operator diferenial
liniar si omogen cu coeficientii constanti se transforma tot intr-un operator
diferenfial liniar $i omogen cu coeficienti constanti, daci asupra variabilei
independente x se aplicd o transformare de forma X = A (¥ — x,). Un sis-
tem de numere {a,, ..., a,) cu proprietate formulatd mai sus, depinde
insa de numérul # si de tipul problemei de interpolare considerate. Refe-
ritor la acesta, in cele ce urmeazi ne vom folosi de urmitoarea termino-
logie :

Dyriipia 3. Vom spune ca un sistem de coeficiengi nenegativi {a,, . . .

-, @,y este admisibil in raport cu proprietatea de neoscilatie G (a se vedea
definitia 2), dacd inegalitatea (46) in care se considerd a = 0 si b = oo, este
verificatd pentru ovice I € /76[11:]. oricare av [i operalovul diferential liniar
si omogen de ordenul n, L:, cu  coeficienti  constanti, in intervalul [0, oo).

O consecinta imediatd a teoremei 3 o constituie urmitoarea teoremai:

Trorias 4. Fie dat un  operalor diferential liniar si omogen L,, de
forma (1), avind coeficientii continui intr-un interval [x,, x,] st fie {a,, ..,
o @y wn sistem admasibil - velativ la  proprictatea de mneoscilafie W, O
conditie rsuficientd ca ecuatia diferentiald L,[v] = 0 sd admatd pentru orice
sistem dat de numere reale (o, oy, ..., o, o ) 0 solupic st una singurd
vi{x), satisfacind conditiile (2), este ca operatorul diferential L, sd salisfacd
snegalitatea

& m - () bl |
am, %y — %, L)% — %) 4a,  m_[¥— 2 LIx—2x)  + +
+ @y xy, — % Ly)(xs — ) =1 <0, (55)
Ader in conformilale cu formula (45), s-a notat
mh, L) = max |[p(x)], 0< h=2x— m, (56)
xE [z, x40

unde p (x) reprezintd coeficientii operatorulur 1. consideral.
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Demonstratie. Dacd se considerd mulfimea 76 [L | definitd la inceputul
paragrafului 4, relativ la operatorul L, sirelativ la intervalul inchis [x,, x,],
atunci relafia (55) ne aratd ca numadrul s = x, — x, nu poate aparfine
mulfimii /6 [L ], intrucit in baza teoremei 3 toate numerele din ML, ]
satisfac o inegalitate de sens contrar inegalitifii (55), anume inegalitatea
(46) in care fnsd m (h; L)) sint definite in conformitate cu formula (56).
De aici rezulta ca ecuatia diferentiald L,[y] = 0 nu admite nici o solutie
v(x) neidentic nuld, satisfacind in punctele x, si x, conditiile (4) ceea ce
demonstreaza afirmatia teoremei 4.

5. Vom ardta acum cd problema determindrii tuturor sistemelor admi-
sibile de coeficienti {a,, ..., a,)} relative la proprietatea de neoscilatie 9,
revine la aflarea extremelor unei functii reale de # variabile, luind valori
complexe, functia in cauza depinzind de asemenea de # parametri reali
si nenegativi.

In baza definitiei 3, un sistem de 7 numere nenceative aq, - .., @, este
admasibil in raport cu proprietatea de neoscilatie 9¢,, daci inegalitatea (46)
in care se considerd a = 0 i b = oo, este verificatd pentru orice E?{)’[L:],
oricare ar [i operatorul diferential liniar gi omogen, de ordinul #, Li avind
coeficienfii constanti in intervalul [0, oo). Fie

Lil=y"+ " ... + 8,y

un astfel de operator cu coeficienfi constan{i. Notind ca 7, 7,, ..., », rida-
.3 . . ol - . * U
cinile polinomului caracteristic asociat operatorului L, vom putea si
exprimam coeficientii sidi p, in functie de ridiciniile 7;. Vom avea deci

p, = plr, 7 ..., r,). Tinind seama de formula de definitie (45), vom avea
mh; L) = sup |p,| = |plry, #a ..., 7). (57)
vE[0,0]
Iie 7 (x) solutia ecuatiei L:[y] = 0, care verificd in punctul ¥ = 0 con-
ditiile '
i PP ok (n—2) s (n—1) -
75(0) = 9*0) = ... = 9""77(0) = 0, *"7(0) = 1. (58)
Fie p cea mai micd rdddcind (reald) pozitivd (dacd existd), a ecuatiei
7" (x) = 0. Evident ci p este o functie de #, ..., v,. Vom scrie

& A . w(n—1 [0 P 2
o = p(ry,..., r,). In cazul cind ecuatia 7*" V(x) = 0 nu are ridicini pozi-
tive, atunci vom considera prin conventie p = oo. Cu acestea, inegalitatea
{46) devine :

(D(’rl’ S r” ’ Ol]_,. e ﬂ,”) o Hu I]bn(yll ToRENT f”) I P;‘{Tl, 37 \mW iy rp‘) +
i N 7,,)1?"71(?1-- g BN
<o Ay Py v el v 1) =120, (59)
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Pentru ca sistemul {ay, ..., a,} si fie admisibil, este necesar gi sufi-
cient ca inegalitatea (b9) sd fie verificatd oricare ar fi numerele complexe
73, «.., ¥, Aceastd observatie ne aratd cd pentru a obfine toate sistemele
admisibile {a,, ..., @,}, este suficient si calculim

Tt Oy, ooty Ty Eopnr >ty = (@, s W) y
(Fivoer i) (bl))
si apoi sd punem condifia ca aceasta margine inferioard sd fie nenegativa.
Numerele a,, ..., a, vor trebui deci si satisfacd inegalitatea
1 n g

Mgy, « o rds)i= Ut (61)

Aceastd inegalitate defineste in spafiul variabilelor @, ..., @, un domeniu
D, In baza teoremei 1, domeniul /), contine punctul de coordonate a, =

= A, ,unde 4, sint date in (7). In problema de interpolare studiata
in acest articol, ne intereseazd obtinerea de coeficienti admisibili pe cit
posibil ,,mai mici* (pentru ca inegalitatea (55) care asigurd posibilitatea
interpolirii de tipul (2) sd fie cit mai pufin restrictiva). Evident cd un
punct interior al domeniului /), nu ne va furniza un sistem admisibil opti-
mal. Astfel de sisteme se vor obtine considerind puncte ale frontierei mul-

timii 7). Referitor la domeniul (), putem face urmdtoarea precizare :
LeMA b.Oricave ar fi n = 2, 3,. .., domeniul (D, al sistemelor {ay,. . ., a,|
admisibile in raport cu problema de interpolave (2), este convex.

Demonstrajie. Intr-adevar, fie {a,, ..., a,} si {b, ..., b,} doud sis-
teme admisibile, Vrem sd ardtam cd si sistemul
(A + (1 — Nby, Mg+ (1 —Nby ..., M, + (1 — A)b,}

este admisibil, oricare ar fi numéarul 2 € [0, 1]. Fie in acest scop L: u
operator oarecare, diferential liniar si omogen de ordinul #, cu coeficiens
constanti intr-un interval [a, b). Fie [L:] mulfimea de numere /4, defi-
nitd la inceputul paragrafului 4. Va trebui si ardtdm cid oricare ar fi / ¢
?ﬁ[L:], are ioc urmitoarea inegalitate, analoagd inegalitdtii (46) :

o(3) = [Aa, + (1 — Nb]-m (h; L) - K" + [2a,_ + (1 — Wb, ] X
o, (B LD BN o (A @ — W] my(h; L) - h—1=0. (62)

Dar deoarece {ay, ..., @z} $i {b;, ..., b,} constituie sisteme admisibile,
rezultd cd sint adevirate inegalitéfile

a, -mhi Ly pr4a,_ om,_ (b L)W 4

+ay - my(h; L) h—1=0 (63)
b, -m (b Ly) K"+ b, em, (h;L) KT 4+
+ by my(h; L) h—1=0. (64)

ke
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Considerind funcfia o(2) definitd in (62), relatiile (63) si (64) ne aratd ci
o(1) = 0 si ¢(0) = 0. Cum (1) este un polinom de gradul 1 in raport cu
A, rezulti cd ¢(A) =0 oricare ar fi A € [0, 1] si deci cd are loc inegali-
tatea (62). Cum operatorul L este oarecare din clasa £: a operatorilor
diferentiali liniari $i omogeni cu coeficienti constanti, rezultd afirmatia

lemei 5.
In lucrarea [10], D. Ripianu determind efectiv domeniul 2 in

cazul particular cind # = 2, punind in eviden{d sistemele admisibile opti-
male.

I1T

6. Lemele 2 si 4 precum si teorema 2, stabilite anterior, gi gisesc
aplicatii in studiul urmitoarei probleme polilocale referitoare la ecuatii

diferentiale neliniare.
Pentru ecuatia diferentiala

Wiz g, ad"™ asrswn (65)
se cautd solufia care satisface conditiile
(n—2)
Pw) =0 ¥ (%) =0 oo ¥ (H) = o, .
nii) (66)
_'V (9(2) — a,;_l.

Teorema 5 pe care o stabilim in continuare, se referd la unicitatea
problemei (65), (66), demonstrafia ei bazindu-se pe afirmatfia lemei 4 (res-
pectiv teoremei 2); teoremele 6 si 7 pe care de asemenea le stabilim in
continuare, constituie aplicatii ale lemei 2.

TEOREMA b. Presupunem cd sint indeplinite condifiile :

i ; - e ’ 2
1°. Functia f(x, vy, ..., ¥,_,) este continud in raporl cu x € [%;, %]
st satisface in raport cu variabilele vy, vy, ..., Y, , condifia
n—1

105 90 Y0 -0 D) — 18 Yo s - Fun) | = 25 PR 13 =350 (67
x € [%1, x2]'

unde Pi(x) sint funciii continue si menegative in intervalul [x,, x,], asifel

incit
n—2

E Py#) 520, % €%, %) (68)

2°. Operatorul diferential liniar
Lyl =y"+ P,_ (09" ™" 4+ ... + Pyx)y + Py(x)y (69)

are proprictatea de neoscilagie U, [x,, %,] (a se vedea definifia 2 dela §1).
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In aceste ipoleze, ecuatia diferentiald (65) nu poale admite decil cel mudt
o singurd solujie satisfdcind conditizle (66).

Demonstrajie. S& presupunem cd in condifiile teoremei, ecuatia (65)
ar admite doud solufii distincte y,(x) ¢i y,(x), satisficind conditiile (6G6).
Atunci funcfia z(x) = y,(x) — ¥,(x) satisface conditiile

#im) =2l = =" ) =10 " Vs,) =0, (70)

« - o 1 A A

Se observa ci 27" (x, ) 7= 0, intrucit in caz contrar ar rezulta, in haza con-
ditiilor (70) cd v,(x) si yg(r) satisfac in punctul x, aceleasi condjtn ale lui
Cauchy, i in baza megal:tatn (67) ar rezulta (conform unui rezultat cunos-

cut) identitatea nx) = yz( ¢) pentru x € [¥;, %,].
Fie p cea mai micd rdddcind din intervalul [x, %] a ecuatiei

zfn—ll(d) = 0. Evident cd x; < p = x,. Au loc deci relatiile

w20, x e [x, p)
Z(n-l)(P).: 0

In intervalul (%, p), nici una dintre funcgiile z(x), 2 A )
se poate anula, intrucit in caz contrar, dacd de exemplu z(£) = 0, unde
¥, << £ < p, In baza egalitdtilor (70) ar rezulta prin aplicarea de n — 4 — 1
ori succesiv a teoremei Tui Rolle funcfiei 2 (x), ¢ 2" "(x) se anuleazi cel
pufin o datd in intervalul (x,, £), ceea ce ar contrazice prima relatie din
(71). De aici, tinind seama de relatiile (70) si (71), se constatd cu usuringi

ed

(71)

sgn z(v) = sgn 2'(x) = ... = sgn 2" (x) = sgn " (x) £ 0, (12)
¥ € (%, o), .

si ca
sgn z(p) = sgn 2'(p) = ... = sgn 2" "(p) 2 0. (73)

Intrucit prin ipotezd functiile P(x) care figureazi in (67) sint nenegative
§i satisfac inegalitatea (68), rezultd din (72) si (73)

n—1
S P A9 £0 x €l el (11
Ca aceste preciziri, considerim identitatea evidenti
n—1 !
E [2] = 2"(%) + ZO 2.%) (%) =0, x e[, 0], (75)
unde s-a notat

px) = — Px) 2" ["fp (%) 29(x ]‘] (=0, ...,5— 1) . (76)
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Functiile p.(x) sint continue, intrucit prin ipoteza P(x) sint continue si
intrucit are loc relatia (74).
Sa ardtdm acum cd au loc relatiile

158) | = P(x), % €lmp] (=0,...,n—1). (17)

Intr-adevar, din faptul ci v,(x) si y,(x) sint solutii ale ecuatiei diferentiale
(65), rezultd ca
(n—1) (n—1)

22 = ¥ — 9 x) = (% 3o ¥ o YY) — Ky Y.

De aici, in baza ipotezei 1° a teoremei in cauzi, se obtine inegalitatea

n—1

@) | =25 P[] x € [x, el

Intrucit insa functiile P;(x) sint nenegative in [x,, ] si intrucit auloc
relatiile (72) si (73), aceastd inegalitate se poate transcrie astfel:

n—1

E P x € [x, p]- (78)

| ,..("5

Luind in (76) valorile absolute ale ambilor membri si inlocuind apoi pe
| 2" (%) | cu expresia care figureazi in membrul al doilea al inegalititii (78),
se obfine, in urma unei simplificdri, inegalitatea (77).

In definitiv am obtinut urmitorul rezultat:

Functia z(x) constituie in intervalul [, p] o solufie a ecuafiei dife-
rentiale liniare §i omogene E,[z] = 0 din (7‘“), verificind in punctele x =
= %y 81 % =—1p coud1t111e de anulare (70) si (71).

Pe de alti parte, din compararea operatorilor diferentiali £, din (75)
si L, din (69) se constati urmitoarele : e

1. Acesti operatori sint liniari si omogeni de ordinul #, de forma nor-

mald ; coeficientii lor sint functii continue in intervalul [x,,p] si satisfac
in acest interval inegalitdtile

PR <P(x) (E=0,....,n—1),

care rezulti de altfel din (77), tinind seami de faptul cid functiile P(x)
sint (prin ipotezd) menegative in [, %,].

2. Operatorul L, are (prin ipotezd) proprietatea de neoscilafie
W, [%,%,], deci si proprietatea ¢, [%;, p].

De aici, in baza lemei 4, rezultd ci si operatorul E, din (75) are pro-
prietatea de neoscilatie 97,[%,, p]. Aceasti concluzie este insi in contra-
dictie cu faptul cid ecuatia diferentiald E,[z] = 0 admite, dupd cum ne
aratd identitatea (75), solutia neidentic nuld z(x) = y,(x) — y4(¥), carein
punctele ¥ = x, §i x == p satisface conditiile de anulare (70) gi (71). Con-
tradicfia provine din ipoteza falsi adoptatd la inceput, cd y,(x) si vy(x)
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ar constitui solufii distincte in intervalul [x,, %,]ale ecuatiei diferenfiale
(65), satisficind conditiile (66). Rezultd in definitiv afirmatia teoremei.
ConsECINTA. Fie {ay, ..., a,} un sistem admisibil, relativ la proprictatea
de neoscilatie 9, (a se vedea definitia 3). Presupunem cd este indepliniid
conditia 1° din enungul teoremei b, precum §i inegalitatea
" n—1 i
@ Porba P ol .. a-F ok — 120, (79)

A
unde s-a notal h = x, — %, §1
Pr= sup Pix) (=0, ..., 0—1).

TE[¥y,2]
In aceste conditii, solutia problemei (65), (66), in cazul cind existd, este unicd.

Aceastd afirmatie rezultd indatd, observind ca inegalitatea (79) asigurd

in baza teoremei 4, proprietatea de neoscilatie 9¢ [, %] a operatorului
L, din (69). Astfel gi condifia 2° din enunful teoremei 5 fiind indeplinitd,
rezultd in baza acestei teoreme afirmatia facuta mai sus.

'

7. In continuare, vom stabili doud teoreme referitoare la existenta
solutiilor problemei (65), (66).

TroreMa 6. Presupunem cd sint indeplinite condifiile :

1°. Functia [(%, Yo Y1, - -+, Y,_,) este continud in raport cu x € [%), X,]
si satisface in domeniul —oo < y. < +oo (i =0, ..., n — 1) condifra (67),
in care P, se presupun constante (nenegative).

2°, Are loc imegalilatea

n—1

EA..,; e Pl =T =1, (80)

& =0
in care A sint constantele definite in (7).
In aceste conditii, problema (65), (66) admile o solujie unicd.

Demonstrajia acestei teoreme o facem dupd o metodd utilizatd de
G. A. Bessmertnih si A. Iu. Levin [3] in studiul existenfei

" si unicitdtii solufiilor unor probleme polilocale de tip Lagrange-Hermite

la ecuafii diferentiale.
Fie M = M (%, %y; o5, @, - ., %, _,, « ) mulfimea tuturor funciilor

avind derivatd de ordinul # continud in [x;, %,] 5i satisfacind conditiile
(66). Se defineste pentru orice ¢(x)€ /i, operatorul B, precum urmeazd :
Bo reprezinti solufia y(x) a ecuafiei diferenfiale

9™ = flx o(a), @'(%), ..., @"TV(#)],

satisficind conditiile (66). Evident cd acest operator transforma multimea
M in ea insdsi, sau intr-o parte a ei. Introducind in // metrica

p(y, 1) = max |y"(x) — 2M(x)|  (y(x), 2(%) € M),

$E[21, %]
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Al devine un spafiu metric complet, iar operatorul B apare in acest spatin
un operator de contracfie. Intr-adevir, in baza definitiei acestui operator,
are loc egalitatea

0By, Bs) = max |/(5,9,5, .., 3" — {5, 5, ..., &7,

Aplicind in membrul al doilea inegalitatea Iui Lipschitz, se obfine

n—1
o(By, B) = max 3 P,y (x) — 2 (). (81)

FE[#, %3] =0

Dar intrucit functiile y(x) si 2(x) satisfac conditiile (66), rezulti ci diferenta
8(x) = y(x) — z(x) satisface conditiile

3(x) =8 (%) = ... =8"2(x) =0, " x) =0, (82)
si in baza lemei 2, se obtin urmitoarele delimitari :

|y (i)(x) o Z(“(%) [ = An,i . (xz .. 3""1}{ . max Iy(ﬂ)(x) ) zl,'u)(x) l
(=0,1,... #n=—1),

valabile oricare ar fi x € [%,, %,]. Inlocuind in (81), obfinem

n—1
o(By, Br) = max [y"(x) — 2(x)| 3 Pd, (% — %) =g-0(y. 7). (83)

*E[#, 25)
n—1
unde s-a notat ¢ = Y A, - P, (x,— x)""". Tinind seamid de inegalitatea
i=0 i

(80) din care rezultd ¢ < 1, relajia (83) ne arati ci operatorul B este un
operator de contractie in spatiul /.

In consecintd, operatorul B va admite in mulfimea # un punct fix,
de unde rezulta existenta $i unicitatea solutiei problemei (65), (66). Astfel,
teorema este demonstrati.

Observatie. Tntrlulci‘t operatorul 5 este un operator de contractie pe
mulfimea //, rezultd cd in conditiile teoremei 6, pentru a afla solutia pro-
blemei (65), (66), se poate aplica metoda aproximatiilor succesive. Rapi-

ditatea dev convergentd a aproximatiilor succesive citre solutie va fi cel
pufin egald cu aceea a unei serii geometrice de ratie g¢.

*

Dacd ne limitim numai la existenta solufiei problemei (65), (66),

atunfnl este suficient ca in locul conditiei lui Iipschitz si considerim o

condifie privind modul de crestere al functiei f(x, y,, ..., %,_,). Areloc
in acest sens urmadtoarea teoremi :

15 — Studii yi cercetari de malematicd I1/1963.
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TroreMA 1. Dacd functia f(x, vy, ..., ¥,_,) este continud in do-n?gm'u[
D: =32, —o<y,<+o (¢=01....,n— 1), §1 verificd in

acest domeniu inegalitatea
If(xs j’O:yl: e -:y,,_1) | é P + Pnl.j’(]' + Pl l yl‘ + e + P"._..lly”_l {' (84)

in cave P, Py .... P, _ sini constanle asifel incit sd fie verificald inegalr-
tatea (80), atunci problema (65), (66) admite cel pulin o solutie.
Metoda de demonstratie pe care o utilizim este analoaga unei metode

utilizate de G. A. Bessmertnih si A. Iu. Levin in lucrarea [3].
Fie R(x) polinomul de gradul » — 1 care satisface conditiile (66) si fie

n—1
p = max EP | R¥(x)|.
vE[x, £ =0

2 o P+p .. : :
Notam cu § sfera cu centrul in R(x) si de raza : “7 din spagiul /L (consi-
=4

n—1

derat in cadrul dE1n0nstra1:1e1 teoremei 6). Aici g = EA s P (% —w Al

S4 considerdm din nou operatorul B definit antenor 51 sd aratam ci acest
operator transformd sfera § in ea insdsi. Intr- adevdr, dacd v(x) € L si

p(v, R) = —Trf, atunci
=

o(By, R) = max /(% y, ...,y" )| = P + max 23.P|y”|

2E[21, 2] 2E[#, xy] =0
n—1 n—1
=P+ max Y P,|(y —R"Y + RY | <P+p+ max 2?1 (y—R)“ .
TE[#, 2] 1 =0 s[5y, %] 1= (85)

Tinind seamd de iaptul cd vy € Msi de definitia multimii /¥, se constatd
ci diferenta 3(x) = y(x) — R(x) satisface condifiile (82), de unde in baza

lemei 2 rezulta
max |3"(x)|, x €%, %] (E=01...,n—1),

]
I 8[)(25)' iA.u,,i i 3
.xE[%u %2)

adicd
’y(‘)(x) = th)(x) l = An,f : P(y' R)’ X € [xl’ x?.}‘

Inlocuind in’ (85), obfinem
Ptp PAp
alBy, REE P 4 ptgeply, R P g oo =0,
ceea ce demonstreazi afirmafia ci operatorul B transformd sfera J in ea

insdgi. 1
Pe de altd parte, din continuitatea functiei f(x, y,, ..., y,_,) in dome-

niul D, rezulti complet-continuitatea operatorului B in multimea /. De
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aici, in baza principiului lui Schauder, operatorul 5 va admite cel pufin
un punct fix, ceea ce inseamni ci problema (65), (66) are cel putin o solutie

(%), satisficind conditia

P=ls b

[y"(x) | =< o— %06 [ 25 (86)

Observatie. Din (86), in baza lemei 2, rezultd urmatoarele evaluiri;

P = ( 2 X ),,7{' _\:Elrx], )\’.2] (1{:01 ] R J’t-—l.)

— (X — X4
(87)

n.a

1990 — RO | < 4,, S

v

7. In acest paragraf vom extinde unele rezultate obfinute mai sus,
la alte tipuri de probleme bilocale. Fie v un numar intreg satisfiacind con-
ditia 0 =< v=_n — 2 si pe care il fixdm in cele ce urmeazi. Considerim in
locul conditilior (2), urmitoarele condifii

—2
V(x) = o ¥(%) = o, e, J’(" )(*‘71) = %, o (2v)
v
(v) .
(%) = o 4 (% < %),
unde %, §i %, sint valori din intervalul [a, b), iar «,, ..., @ _ sint numere

reale oarecari. FEvident cd dacd v =# — 1, problema bilocald (2v) se
reduce la problema (2) studiatd anterior. Cousiderim urmitoarele defi-
nifii

DeriNtpia Ly, In ipoleza cd  operatorul difevential L, din (1) are
coeficientii continue in intervalul [a, b], respectiv [a, b], vom spumne cd acest
operator are proprietatea de interpolatic I\"[a, b), resp. I[a, b], dacd oricare
ar fi numerele veale oy, ..., o _, ecuatia diferentiald L [v] = 0 admite o
solutie si una singurd y(x), satisficind condifiile (2v).

Dermiria 2v. Vom spune cd operatorul L, din (1) are proprietatea
de mneoscilatie ?Z;‘" [a, b), resp. ?Zf,ﬂ["" b], dacd oricare ar fi nodurile x, $i %,
(%, < %) din [a, D), resp. din [a, b], ecuatia L,[y] = 0 nu are nici o solu-
tie merdentic nuld y(x) care sd verifice conditiile

¥(%) = y'(%) = =" N m) =0;  y(x).= 0. (4v)

Se stabilesc cu usurintd urmaiatoarele leme :

Lema 1v. Condifia necesard si suficientd ca un opervalor L, de formd
(1), cu coeficienti continui in [a, b), resp. [a, b] sd aibd proprietatea QL“)[a, b)
resp. Qf“"[a, b], este ca L sd aibd proprietatea ,"ZLV) [a, b) respectiv %f:”][a,, b.







