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Consideram ecuafia operafionala P(x) = 0, P(x) liind o operafie
neliniard definitd in domeniul S complet si convex al spatiului normat X
si cu valori in X. Mai presupunem ci operatia P(x) este continui §i admite
derivate de tip Fréchet pini la ordinul 3. '

Sd considerd metoda de iteratie

5, =% — [1 — = [,P"(x,) 1, P(x,) ]”‘ I Px,) (1)
unde s-a notat T = [P’(x)]'. La aplicarea procedeului se alege in pre-
alabil aproximatia initiali x, € S C X si apoi elementele x;, %5, ..., %y, ..

. € X se calculeazi succesiv prin formula (1).
1In cele ce urmeazi vom stabili doud teoreme referitoare la existenta
solufiei P(x) = 0, precum si pentru convergenta metodei date prin algo-
ritmul (1).
TrEOREMA 1. Presupunem cd penivu aproximalia iniliald x, sint inde-
plinite wrmdtoarele condifii :
1°. Pentru derivata Fréchet P'(x,) existd operafia inversd 1, si are
loc delimitarea :

I Toll < By

2°  Avem delimilarea

<y

|7 = 5 ToP" () ToPlw)| ™ Ty ()
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3°. Derivatele Fréchel de ordinul 2 vesp. 3 sint uniform mdrginite in
domeniul S(x,, 7),

1P| < M,

unde S(x,, v) este o sferd in spagiul lui Banach X cu cenirul in x, si de razd
r — 2%

([ £7(%) || < N

4°, By = BMuny <

1
.
5 5N
+ ;
i ok 6B, M?

2o
B?. gy = <

In aceste conditii, peniru ecuatia operagionald P(x) = 0 existd o solugie
x* € S(xg, v) care este limita aproximatitlor x,. Rapidilalea convergentei se
caracterizeazd prin deliimitarea

ot — ]| <27 @) e

Demonstrafre. Ardtim ci in trecerea de la x, la x,, conditiile 1°—5°
ramin satisfacute.

a) Din conditiile 2°—4°, din formula (1) si in baza teoremei lui Banach
rezultd
‘Uﬂ
1—h,

” 111” < == 81: ‘ (2)

adicd condifia 1° este indepliniti pentru aproximatia x,.
b) Considerdm formula generalizatdi a lui Taylor pentru operatia
Do (),

[| Do (%) — LypPo(xg) — (% — %) — ‘;"PI)P”(J‘O)(% — %)<

<=l TP (&) Il 1l 21 — 3%, (3)

unde &, = %, + (%, — %,). Folosind formula (1) pentru n — 0, se obtine
usor ci

LoP(xg) + (2, — ) + %FDP”(ZO) (26— %)% =
= = VP () {ToP" () (Lo P (20)) (3 — %) (33 — ). (4

Tinind seama de relafiile (3), (4) si de conditiile 1°—4° rezultd deli-
mitarea ‘

I ToP(x) | < B} My + —ByN (%)
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unde s-a notat v, = || [yP(,)||. Pentru aceasta putem stabili usor deli-
mitarea pornind de la formula (1), astfel
|
Mo < - oy (6)
2

Relatia (b) poate fi scrisd sub forma

3
1 n s}
| ToP(x) || < IB‘? sz‘ + = BGN"IE' ()

2

Inmultind inegalitatea (5) cu norma

WH| = || I — To(P'(%) — P'(x))]17"
unde ‘
1
H|| < s
] <5
se obfine
/ﬁg'qn 1 N ’
I Plp(xl)ﬂérku(*i—Zko_i—GB’DM”):AI' (7"
De aici rezultid
v S e — i A1 & 8
[| % el ﬁmél____—BuMAI (8)

Folosind delimitarea (8), cu ajutorul conditiei 5° poate fi stabilitd
inegalitatea

7 :
< 2y < - (9)

Astfel condifia 2° este verificatd pentru x;.

c) Conditia 3° este de asemenea satisficutd fiindcd, dupd cum vom
vedea la sfirsitul demonstratiei, %, si &, ramin in sfera S(x,, 27,).

d) Din inegalitdfile (9) si (2) obfinem

1
by < 4R < by <5
deci si conditia 4° este indeplinitd.
e) In fine, din B, > B, si &, < hy urmeazi cd
p, <p, <4

In consecintd, conditiile 1°—5° sint indeplinite pentru x,, unde canti-
tatile By, Mg, ko pp au fost inlocuite cu By, wy, My, pre
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Pe baza inductiei complete se ajunge la relatiile

Bu~l
" 1 : ) é 2Bu—l (10)
B |

")u é 2hi41 7]1171 (11)
h, < AR (12)

= 5 5N
% 4—2h, 6B, M2 =t (13)

Apoi din (11) s1 (12) rezulta

, <27 (2h)" g, (14)

Se gtie cd |[x  — x || <7, si atunci, folosind relatia (14), obtinem

) pl=nrny \at=1 e
%, — %, < 27"(2h) (1 —277)q, (1)
Sfera S fiind completd, rezulti ci existi limita

x* = lim-x;.
H—p oo

Dacd in relafia (15) facem p— oo, atunci se obtine

| %% — %, < 2“"'(2‘17'0)3"—j n -

Trebuie sa mai ardtdm cd atit x, cit §i &
unde

, rfdmin in sfera S(x,, 21}0),

Eﬂ—l T 96"_] + il’l—l(xll — 5‘5"71)-

Intr-adevar

N — 2l <% — 2%l + % — %l +... +115,_,— 5] <

" o :
<§m,+—21+ ey < 2,

Analog se demoinstreazd inegalitatea
g — &, [ < 2,

Rimine sa mai verificim daci x* satisface ecuatia operafionald P(x)=
= 0. Pentru aceasta, considerdm identitatea (4) sub forma

P(x,) + P'(xﬂ)(xl i “xo) 4 % P“(xﬂ)(xl — x0)2 =

— 4 P [P () (TP (s} (53 — 0)](5, — ) )

=1
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Atunci se obtine delimitarea

2

p hy 1 3 N 4 ;'13 -
- ” (J‘”])” é}: 4 — 25, [-‘Buiwz] "]0‘5‘_-_. 5 1—8:7]0' (13.)
iar pentru cazul # avem
5 4 k:f_.l
“ I (xn) H "“-<.. ; B B "I,,__‘p (Tb)

n—1

Dacid ne folosim de relatia (7a) pentru cazul », atunci se obtine ugor
cd pentru #— oo, lim || P(x,)|| = 0. Pe baza continuititii operatiei P(x),
avind in vedere si faptul cd , — &%, obfinem

Hm P} = P(x*) =0.

oo

Observatie. Mentiondm cd A; < §,;, unde §, inseamna delimitarea cores-
punzdtoare din lucrarea [1]. Observam totodatd cd p, < 4 este mai putin
restrictivd decit conditia R, < 9 (vezi lucrarea [L]).

TEOREMA 2. Dacd avem indeplinite condiliile :
1% || D) || < B < Foo pentru ovice x € S, wnde s-a notal ['(x) =
— [P'(x)17}, dar S este o sferd in X definitd de inegalitatea || x — x,|| <

L Kq si K=Y, (h/)ai*l.
i=o

2° Avem delimilarea
| % — %l <0< 4o
3°. Exusld derivatele de tip Fréchet pind la ordinul 3 si
|| P ()] < M, P <N

pentru orice x € S.
4° Sint indeplinite inegalitdfile

h=BaM <2 si hf <1,

wnde am notal

;2 | 1 N
= ( a5 ra
ho\4 — 20 6BM

Atunci ecuatra operafionald P(x) = 0 admile o solufie x* € S la care
tind aproximatiile succesive calculate cu ajutornl procedenlui (1), Rapidi-
tatea convergenfer se exprimd prin evaluwarea

| #* — % || < K (BfH* "
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Demonstratie. Pornind de la formula (7a), in conditiile teoremei 2 se
ajunge usor la delimitarea

PP. 2 1 N St
| Dy P () ] <kn(4k2h+ﬁm2] A,

unde A < 7. De aici

. A
| % — % || <
3
j QR
P
sau
B?m? 1 N
I| 22 — % || < ( ]xRxa.
»— Al < -5 TaE)

/)
=
2

" Prin inductie completd se stabileste

) 24202 3
%, —=% || <BMf{|x—=x_|

n41

de la care se ajunge la delimitarea

H xﬂ+] b ” “g (h]t):f"‘—l_q' (16

"

Cu ajutorul inegalititilor
oni x,,” ‘~<- “xn g le =I5 Hxli f"ﬂz“ T e —'_ ”m,,_l 5= xn“\<
n—1
<7 5 ()" < Ky
i=0

se aratd faptul ca aproximatiile x, € S peutru orice .
Avind in vedere faptul cd S este complet, in baza inegalititii
ntp—1 s 44
1%y — %0l <0 X0 (0)° 7 < K (ff*""
i=n

rezultd cd x,— x* € S C X.
Astfel pentru p— oo avem

| #* — %, ]| < Kqhp)* .

Faptul cd P(x*) = 0 se demonstreazi analog ca in cazul teoremei
precedente.

Observajie. Facem mentiunea ci ¢ >/, unde ¢ este notafia corespun-
zdtoare din lucrarea [2]. '
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O PEIIEHUW HEJUHEAHBIX OINEPALIMOHAJTLHBIX VPAB-
HEHUIA METOJIOM OBOBI[EHHBIX KACATEJbH bIX
TMIEPBOJL (1)

KPATKOE COILEPKAHHE

B tpyae ucemeayercs npudimskénnoe pelleHue HeIMHEHHOro onepanm-
OHAJBHOIO0 YpaBHEeHIs P(x) = 0 merogom 0000IEHHRX KACATENLHBIX Ii-
nep60s. Beumm  ycranoBIeH: HOBue yeiaosus cxopmmoctn. Tar, mampumep
yemopme p, < 4 MeHee orpammumrensio, dem yeaosue R, <9, ganmoe

B pyne [1].

SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS OPERATIONNELLES
NON-LINFEAIRES PAR I, METHODE DES HYPERBOLES
TANGENTES GENERALISEES (I)

RESUME

On étudie la résolution approximative de l'équation opérationnelle
non-linéaire P(x) = 0 par la méthode des hyperboles tangentes générali-
sées. On a établi de nouvelles conditions de convergence. Ainsi par exemple
la condition p, < 4 est moins restrictive que la condition K, < 9 donnée
dans le travail [17].
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