POLINOAME DE ABATERE MINIMA DE LA ZERO PE O
MULTIME COMPACTA DIN PLANUL COMPLEX,
AI CAROR COEFICIENTI VERIFICA MAI MULTE
RELATII LINIARE
DE

I. MARUSCIAC
(Cluj)

I. In nota [4] s-au studiat polinoamele care se abat cel mai pufin de
la zero pe o mulfime compactd din plan si ai cdror coeficienfi verifici o
relatie liniard datd, folosind un procedeu a lui G. Polya, care face legdtura
intre cea mai bund aproximatie exponentiald si cea uniforma a unei functii
pe o mulfime compacti datd. In aceastd notd se studiazi cu aceeasi metodi
polinoamele care se abat cel mai putin de la zero pe o multime compactd
din plan in clasa polinoamelor ai ciror coeficienti verificd mai multe relatii
liniare date.

O astfel de problema a fost studiatd, dupa cite stim, de V. 5. Vi-
denski [6] in cazul unei singure relatii, si de E. G. Golstein [3]
in cazul mai general, cind in afard de un numar de relafii liniare coefi-
cientii polinomului mai sint supusi gi la alte restrictii liniare.

In aceastd noti vom da o formi speciald polinomului care se abate
cel mai putin de la zero pe o mulfime compactd din planul complex, formi
care rezultd ca o consecintd a folosirii metodei lui Polya si care extinde
forma datd in nota [4] polinomului de abatere minimd in cazul unei sin-

gure relatii.

2. Fie deci K o multime compactd din planul complex, ¢,(z), 9;(2),
.+, ¢,(2) niste functii complexe oarecari continue i liniar independente

.pe multimea compactd K.

Se pune problema gasirii unui polinom generalizat

#

P () = ¥, 4,0 M

k=0
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care se abqte cel mai putin de la zero pe mulfimea compactd K, in urmi-

toarele » + 1 condifii suplimentare impuse coeficientilor ag, ay,..., a,:
- ‘
L(P) =Y &, ¢ =1 i=01 :..,0 0<r<n, (2)
k=0
unde «, sint niste numere complexe date cu rang|e, || =7 + 1.

Polinoamele (1) ai ciror coeficienti verifica conditiile (2) le vom numi,

pentru prescurtare, polinoame de tipul » -+ 1.
In lucrarea [3] amintitd mai sus, se dau conditii necesare si suficiente

pentru polinomul M’ (z) care se abate cel mai pufin de la zero pe multi-

mea K, aritindu-se totodati cum aceasti problemi se poate reduce la
problema analoagd in care insd mulfimea K este finitd. De altfel, acest
rezultat mai reiese §i din rezultatul general a lui I,, G. Schnirel-
man [7] aplicat acestui caz. De aceea, este important studiul cazului
unei mulfimi finite.

Mulfimea punctelor z, e K, v=0,1, ...,m, m L2n—7) + 1, se
numeste sistem caracteristic al polinomului lui Cebigsev in conditiile (2),
daca

a) Orice solutie a acestei probleme este in acelasi timp solufie $i pen-

tru problema analoaga in care K = {z, }“ g
b) Orice submultime a acestei multimi nu se bucurd de proprietatea a).
Vom considera numai mulfimi caracteristice pentru care m > n —
—# 1. In acest caz unicitatea polinomului de abatere minimid este

asigurata.

3. Fie acum {z,}"_ (m_>mn—7 +1) o mulfime finitd de puncte
din planul complex (z). Considerdm media ponderatd de ordinul p (p intreg
pozitiv)

1

(& wirer) ®)

unde P(z) este un polinom de tipul » + 1, iar p = {p |} o pondere nenega-

tivd cu Y =1.

Vom studia minimul mediei H,(y) in raport cu polinoamele de tipul
v 4+ 1, adicd minimul in raport cu coeficientii a; supusi conditiilor (2).
Va trebui ca in acest sens si rezolvdm o problemd de minim cu legituri
liniare.

Dacd notim cu P;(z_‘,' @) polinomul de tipul » + 1 care realizeazi
minimul mediei (3), atunci avem

m ; i 1 ¥ At — i 7k 7 e
TrorREMA 1. Oricave ar fi multimea finiia M ={z,}"_, p intreg poztiv

52 ponderea pozitvvd p = {|£ }, existd un singur polinom P;(z i p) de tipul
7 + 1 care vealizeazd minimul mediei ponderate H,(p).
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Intr-adevidr, deoarece rangul matricei || .|| este egal cu 7 41,

putem scoate din (2) r 4- 1 coeficienti a, RS in functie de ceilalti
n — 7 coeficienfi q,. Inlocuindu-i in H? e ), acesta va [i un polinom fin
ay a, (a, = a, + ia") luind numai valorl pozitive. Minimul deci exista
sie dat de un sistem de numere “k.,» kl_(z =1, 2, ..., #—7) care ve-
rificd sistemul

aHf;'(;x_) == (15 L}?{M — 1) p=1, 2. iy B ¥ =

8%, aay,

Unicitatea se demonstreazi la fel ca in [4].
Notind acum cu M’ (z) polinomul de tipul » + 1 care se abate cel mai
putin de la zero pe multimea M, iar cu

e, = max | M (z)|,
eM

-atunci. se poate ardta la fel ca gi in nota amintitd ca are loc

TrROREMA 2. Oricare ar fi M = {2} o mullime caracleristicd a pro-
blemei lui Cebisev in condilitle (2) i p = {[.LV}O pondere pozitivd, avem

lim P’ Sz w) = M(z), h=lim (1) = P (4)

P P

unde hy, — min H,(pn), convergenta fiind uniformd intr-un cerc I' care con-

1

tine in anterior mulfimea M.

4. Petitru a ajunge la o formd speciald a polinomului de abatere mi-
wimd, considerdm acum media simetrica

b

2,,_( ¥ | Pz “P) Pl) =t o . . ¥ 5)
v=1
si rezolvam problema de minim pentru functia :
D(ay, a;,...,a,a) =
HZ"( ) e ) P R B ] (6)
§=1 i=1
in raport cu 4, @, ..., a,, a,, unde f(P;) inseamnd conjugata condi-
fiei (2).
Anulind derivatele partiale L si P si notind pentru prescurtare
a3y
E | P(z 2"’—) ?:"‘. z’v‘_", k=001, ..,
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vom avea

> |
R
I
=
—
=3
=

Y
aoLm—kale e @ L +?"at0k+ 2 e
k=0,1, ..., n.
Dacd la (7) mai addugidm ecuatiile
@+ Gl ko A =1 =0, 050

moo#
H n—1
ag +az2  + ...+ a = P2,
vom avea # + 7 4 3 ecuafii cu # 47 4 2 necunoscute: a,, ..., dq

St o T
Din condifia de compatibilitate a sistemului (7)—(8), efectuind un
calcul analog cu cel din lucrarea [4], se gdseste urmatoarea ecuafie func-

tionald pentru polinomul P;ﬁ(z) care realizeazd minimul mediei (5) :
Py (2) =

3
2p—2 ©) s ey . D ol
E,P(,gul) o Bls, ) i § Dy wvs, i85 057)  Digy sz, al)

= -
2p—2 2
¥ Pt Pl | PGy 2y, )|
(Y] se referd la tofi indicii v, de la 1 la m).
r
2« « o1
E
z L
Digy, ooy By, 5 @) = | T4 : (10)
Faor -+ - %op
S T Ocm
i
2 . 1
7"
2 .
ogo * * %oy
L PP L) B R (11)
T e T
RN |
TR R T8
SR
™ (4]
iar D(z, T o) inseamni conjugata lai D(z, ...,z ; AL
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Trecind la limitd in (9), vom gisi o formi speciali pentru polinomu
M (z) care se abate cel mai pufin de la zero pe mulfimea M. :
Pentru aceasta notdm

¥ | P (12)
v = n—r = =t i
VEIP(z"x) o Blr, VPP Dl o 1, sl
Se vede ca avem
() () / S Y ‘ :
EKvl o B DG, Lz, a7 E =L (13)
Cu aceste notatii, (9) se scrie
Py, (3 = (14)
~AP) #) % (005 e (¥ = )
= el (e B0 AR I :
E :hvl . =y Z ( vy’ ! 2":5—r v s a? ) (z"l' > zﬂ—f % )

Se poate arita usor ca din sirul {K‘f’} se poate extrage un subsir
{Ki‘b")} convergent, oricare ar fi z € M. Astfel, trecind la limitd in (14),
pentru k— oo, obfinem pentru polinomul M!(z) urmitoarea forma

M'{z) = (15)
= : () 2 N (NN )
=Y KVI. ] Kv"“’j:OD (zul,. N )'D(Zv[" o, o )

o e L AN +
YR K%_r}D(z,“1 pee By )P =1. (16)
Se vede cd acesta este un polinom de tipul » 4 1, cici punind in (156)
k= k=01 ...,n se vede imediat cid
[Dm(zv, S S R m"’)j sl == 3=
1 Vg & =0y D(Z g i 0':(,)) § = 1
| S P ’ i

L

si prin urmare, este verificatd relatia' Z w,a =1, oricare ar fi ¢ =0,
. k=0
O,

Din cauza teoremei 2, M](z) este polinom de abatere minimd in clasa
polinoamelor de tipul » + 1 pe M. Formula (15) reprezintd o formi deo-

‘sebitd a polinomului M (z), cici in membrul doi — in afari de constantele

K, care rdmin de determinat — figureazi numai mérimi cunoscute care
depind numai de afixele punctelor mulfimii si de sistemul de numere date
ay- Constantele K, au in plus o semnificafie interesantd, dupd cum vom
vedea mai jos.

20 — Studii si cercetdvi de matematicd IT/1963,




=1
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Sd dam acum citeva cazuri particulare mai interesante.
a) Punind 7 = 0, adicd coeficientii @, sint legafi printr-o singuri
relafie liniard, obfinem
o =t
M. (z) = E K‘.’I cae K"n V(ZVI,. e e rzw)) (17)

V' v’ M
. KON
EKVI...K%|D(zvl, oz, 1 e =1 (18)
Daca ludm :
1°% ep=1, ay = ... = ay, =10, [adicd @, =1, atunci, deoatece
D(zul, RTE %) = V(zvl,. Qo zv"), formula (17) se va scrie
Tiz; M) = ZK“. vz K“"f V(zvl, <t Zv,,_) [Fle — zvl) N zu")

EK“. BV e s =1, (8

51 reprezintd forma speciald a polinomului lui Cebisev in sens clasic si a
fost gisitd de citre G. Cdlugdreanu [1].
2%, Dacd o= ... =@y =0, o, =1, adicd .4, =1, atunci

Dz

(0) .
Wy, ):V(zv[,...,z)-zv...z
.51 astfel formula (17) se va scrie

‘M (2) = Y Kvl s KV” [ V(zvl‘, St Ol P Z e _zv”_(z =2 (z — zv”)
PR K ek i (e T (19)
$i reprezintd expresia polinomului care se abate cel mai pufin de la zero
pe mulfimea M in clasa polinoamelor cu termenul liber egal cu 1.
3°. Dacd ludm «, = %(Ak #0) si o =0, i~k atunci se poate

k
verifica ugor cd formula (17) devine

_ M, (2) = (20)
e 7 x o = X e o
=LK, K |V, L a el e B )2 o e =3, )
-~ 2 2 ——
LK, o B Vi, s 2 P [0y, - 2 )P =1,
unde (7, . .., 2, reprezintd funcfia simetrici de ordinul %4 a numerelor
2y ..., 2y, $1 reprezintd expresia polinomului care se abate cel mai pufin
de la zero pe multimea M in clasa polinoamelor cu coeficientul A4, fixat.
s 1 1 5 ;
b) Luind acum o = S Sl o, =, = 0, pentru iz k

_(_Aj;é 0, 1';'0, 1,...,7), atunci dezvoltind deterinasinl D(zvl,. gl 33 ")

dupi ultimele » + 1 linii cu regula lui Laplace si notind cu
! K
Kv == :;':"Tv——g"
\/M...AJ
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formula (15) se va scrie

M(z) = Tl(z; M) = (21)
= YR B AV 02, e — L, 8, 5ol
DK K Vi, o8 JE=1

g1 reprezinta expresia polinomului lui Cebisev #-restrins pe multimea M,
adicd polinomul care se abate cel mai putin de la zero pe multimea M
in clasa polinoamelor cu primii # 4 1 coeficienfi fixati.

Se poate verifica ugor cd forma polinomului nu se schimbi dacid unii
dintre coeficienfii 4, = 0.

¢) Mai considerim cazul cind » = n — 1. In acest caz

#—1

.M”_'(z) " EIKV .EODU)(ZV' 2 a}"_”) .T)(zv; m(n-l))_ (22)
v= ==

i

5. In cazul cind numairul punctelor este m = n — r + 1, se pot cal-
cula constantele K, putindu-se astfel scrie explicit polinomul de tipul » + 1
care se abate cel mai putin de la zero pe n — 7 + 1 puncte din planul (z).

in acest caz polinomul M’ (z) se scrie sub urméitoarea formi

M ;(Z) =
a—1 (4
- () . o
ﬁi‘:‘bxo... K oK, Kﬂ_rj;,i) [ N M S
X D&y ool By IAEREE cx("). (23)

Constantele KU se determinid din
[ﬂf[;(z,-)[ == p;, t1=0,1, ..., n—vr
s
n—1 ; )
’_);11{0 o B BB 8 s 8 e B @
Astfel avem

r
Y= P g n, s ol

r =0 €

Py = s ' (24)

Dy eres 2 grdigsge s Epg s B)

*) L (2 ..., %, _,: @) reprezintd polinomu de interpolare o Ini Lagrange al functiei g(z) =

= A" + ... + 4,57




|
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r
M'(z) = (25)
Pk s’-‘ I—"ffﬂ; aney -3';‘_11 :'I'+l' vany Zﬂ_r; a(r))D(”(Zﬂ, sia'ep Zg'kl' zl"l-r' Yenp Zn_'; d.(”)
= e
i=0 j=0 I D (200 woos By gs Bjggn 2rer By (1))
= ] n—r
E ID(EH' 7Ly 21-71. ’71'+J" HEbE zufr: m(r)n
i=0

Datoritd generalitatii relatiilor (2), expresiile de mai sus sint destul
de complicate, insd in anumite cazuri particulare mai interesante ele se
simplificd foarte mult. Astfel, de exemplu, pentru » = 0, forma (25) capiti

forma

ﬂ/.ff(z) =M (2) = (26)

Y LB - LPTOLEY o LY [ [Vl o 5y Figge oo 3) [ TP PR(2)

i=0

le2ly 2@ Y | 2B [P o g g0 B3
i=0
unde L(Pi) reprezintd membrul intii al conditiei (2) pentru polinomul

Pz = (z— %) - (g — 2 e—z ). (2—2),

6. Se vede ugor cd dacd in loc de media (5) am fi considerat media
ponderatd (3), am fi ajuns la un rezultat analog, numai cd peste tot apireau
in plus si constantele ponderei p = {p }. Astfel se constatd usor cd atunci
ecuatia functionald (9) pe care o verificd polinomul P,,(z; u), va confine
in plus sub semnul Y, produsele e e oo b

Vs
De altd parte, expresia polinomului M| (z) din (15), tinind cont si de
(16 , se poate scrie sub forma :

M'(z) =

o
- . () s e AT )
EKVI mhv"_'j—zo DPayson vy i85 N Dy, s, ;o)

E K‘,1 K"u—-r;D(zvl' . By ) |2

(15%)

Din aceastd formd a polinomului M(z) se vede cd constantele K.
sint determinate pind la un factor arbitrar. Astfel se poate presupune ci
2 —1
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Comparind acum formula (15°) cu formula (9) care corespunde lui
Py (z; K) (K ={K}, se vede imediat cd avem

Pi(z; K) = M (z).
Mai mult, se poate aridta ugor, folosind inegalitatea lui Hélder, cid
P;(z; K) = M!(2), (27)

oricare ar fi p > 2.

Cu alte cuvinte, daci se ia pentru ponderea din media (3) chiar nume-
rele care figureazd in expresia (15'), atunci cele doud polinoame minimi-
zante in metrica exponengiald si cea uniformi coincid. De aici se vede cé
problema gasirii polinomului care se abate cel mai putin de la zero pe o
mulfime finiti este echivalentd cu gisirea ponderei pentru care cele doud
polinoame coincid.

7. In incheiere mai dim inci o interpretare a constantelor K . In
acest sens are loc

TEOREMA 3. Pentru ca polinomul P*(z) de tipul v + 1 sd fie polinom
de abatere minimd pe mulfimea caracteristicdi M = {z }, este necesar §i sufi-
cient sd exisie un sistem de numere complexe A,, A, ..., Av in asa fel incit
sd fie verificate relatiile '

PH\ v
1 K i0 7»-—-}: e L A E—101 (28]
Z‘ JE V& —'E“sk o =00, o B | ]
v=1 i=0 i

Demonstratia se bazeazd, ca si in lucrarea [4], pe faptul cd in cazul
ponderii K = {K } polinoamele de abatere minimd de zero in cele doua

metrici coincid.

Aceastd teoremd este de altfel un caz particular al unui rezultat con-
tinut in lucrarea lui E. G. Golstein [3], insd aici au apdrut constan-
tele K , pe cind in teorema lui K. G. Golstein se afirmd numai existenta lor.

MHOTOYJEHBI HAMMEHEE VHIOHHIONMWECHA OT HVJA HA

KOMITAKTHOM MHOMECTBE HKOMIJIEKCHON IIJIOCKOCTH,

KOD®OUIMEHTHEI KOTOPLIX VJIOBJIETBOPAIOT JIMHENHBIM
3ABUCUMOCTAM

KPATKOE COLEP)KAHHE

B pabore uccaenyerca meropom Iloaba, npuvenénne u B pabore [4 |,
vupejeNeHre MEOT0YIeHa HauMeHee YKIOHAWIEroca OT HYJIA Ha KOHEYHOM
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MHOZKECTBEe TOUeK KOMILIEKCHOH mmockocTd, Koep@uiuents xoToporo ympos-
JIETBOPHAIOT JIHHEHHALIM COOTHOWEHNAM BU/A

"
Yo,a=14:=01, ..., 0LrLn—1, (el
=0

THe o — Bajafgble KOMIVIOKCHBIE 9MCJHIA.

C aToit nejiblo HeCJHeyeTca MUHUMYM BecOoBOI0 CpeiHero
1

A = (Se,176) |PJ”‘. @)

v=1

rae P(z) — mmorowien cremenn 2, KoshUIMEHTH KOTOPOTO Y/0BIETBOPAIOT

m
yenosusiv (1), a Y] p, = 1.
v=1
[locoe yeramoBIeHHA cyliecTBOBAHMA U eINHCTBEHHOCTH MHOTOYIEHA

I .
P (2} (), OCYIMECTBIAIOMWEro MUHUMYM cpeflEeTo (2), mOKasbBaeTcs, 410 mpw
$ - ©0, BT MHOTOWIEHE! CTpemsATeH K MHOTowmerny M (2) manmenee ywmoms-
iomemMycs 01 HyIs Ha MHOMecrse M = {z }.

Hamee paéres cmemuanbmas gopma wMmorouwmena M (z) (popmyamna

(15)), woropas sasinercs oGobmenwem cnenuanbHOl QopMEI MHOTOUWIEHA
HauMeHee YKJIOHAIOUEr0CA 0T HYJA U YJ0BJIeTBOPAIONIETO OHOMY JIaHHEY
JHeiinoMy COOTHOIIEHNIO, AaHHOMY aBropom B [4]. Ilpum momoigm sroit

DOpMEL NCCTEAYIOTCA CIYYau COBNATEHNA MHOTOWICHOB M(z) u P;(z; ©.
IlokasniBaeresi, 9ro
¥ p— r <
M'(z) = P)(z; K),

i

_p a K, nocross-

Hpu BCeX LEJBIX HONOMUTENbHBIX p > 2, rge K = (K }
HEEe (Erypmpyomme B crenuanbHoii Gopme (15).

POLYNOMES D’ECART MINIMUM DE ZERO SUR UN ENSEMBLE
COMPACT DU PLAN COMPLEXE, DONT LES COEFFICIENTS
VERIFIENT PLUSIEURS RELATIONS LINEAIRES

RESUME

On étudie, a l'aide de la méthode de Polya, appliquée aussi dans le
travail [4], la détermination du polynome d’écart minimum de zéro sur
un ensemble fini de points du plan complexe, dont les coefficients véri-
fient plusieurs relations linéaires de la forme

n
f;uoc’.kakzl, z':.O,...,r,()grQn—l, (1)

ot «, sont des nombres complexes donnés,
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A cette fin on étudie le minimum de la moyenne pondérée

Hyw = | Te 1P |T ; (2)
v=1

olt P(z) est un polynome de degré », dont les coefficients vérifient les con-
ditions (1), et p, >0, Y p, =1.

Aprés avoir établi I'existence et l'unicité du polynome P(z; p) qui
réalise le minimum de la moyenne (2), on montre que pour p— oo ces
polynomes tendent vers les polynome M (z) qui s’écarte le moins de zéro

sur U'ensemble M = {z } _ .
Puis on établit une forme spéciale du polynome M’ (z) (formule (15)

du texte), qui représente une généralisation de la forme spéciale donnée
dans le travail [4] pour le polynome qui s’écarte le moins de zéro et qui
vérifie une seule relation linéaire donnée. Moyennant cette formule on

¢tudie les cas de coincidence des polynomes M (z) et P)(z; p). On démon-
tre que

M;(z) = Py (2; K)

pour tous les p entiers p > 2, ot K = {K }7  , et K sont les constante
qui figurent dans la forme (15).
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