UNELE ASPECTE ALE TEORIEI CONURILOR CONVEXE
IN SPATII HILBERT, DIN PUNCTUL DE VEDERE
AL NOTIUNII DE POLARA
DE
A. B. NEMETH
(Cluj)

Lucrare prezentatd la sedinta de comunicdri din 2 aprilie 1963, o Institutului de calcul af
Academiei R.P.R. — Filiala Cluj

Scopul lucrarii de fatd este de a generaliza nofiunea de polard a unei
mulfimi si de a cerceta conditiile pentru care este valabild lema Iui Farkas
in cazul notiunii noi de polard. Rezultatul principal al lucrdrii este conti-
nut in afirmatiile 13, 14, 15, 21, 22.

Notiunea de con poliedral convex este legatd de inegalitifile lineare,
teorie de mare Insemnitate in matematica economicd. Conul poliedral
convex nu este altceva decit interpietareca geometricd a unui sistem de
inegalitdti lineare si omogene. Tratarea problemelor de aceastd naturd
se face intr-o serie de lucriri, apirute in diferite monografii de matematica
economici. Ca cele mai cuprinzitoare, amintim lucrdrile [1], [2], [3].

Introducerea si aplicarea nofiunii de con in spatii abstracte marcheazi
un alt domeniu de aplicare a teoriei conurilor convexe. In aceasta direcfie
amintim in primul rind rezultatele scolii Jui M. G. Krein; M. A. Kras-
noselski a folosit nofiunea de con pentru demonstrarea existenfei si
unicitdtii solutiilor pozitive a ecuatiilor operafionale [4].

Ca o nofiune generald de polari a unei mulfimi, amintim nofiunea
datd in [5], III. 11. Totusi, aceastd notiune pare si nu generalizeze nofi-
unea de polard introdusd de noi.

in tot cuprinsul lucririi de fajd, sub spatiu vom infelege un spafiu
Hilbert real, nu neapirat separabil, si il vom nota cu H.

DerFINITIA 1. Submuliimea M C H se numeste conicd, dacd din x € M
wrmeazd hx € M penlru orice scalar h = 0.

DErINITIA 2. Submultimea M C H se nuwmesle convexd dacd din
X, Ve M urmeazd o x + Py € M, pentru scalarii « =0, =0, « 4 f = 1.
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DepINtpria 3. Submulfimea K C H - se numeste  con convex inchis
dacd este multime conicd, convexd si inchisd. Dacd, in afard de aceasta, din
% €K si —x €K wmeazd x =0, conul convex inchis K se numeste pro-
Dring-213.

DerINtpIA 4. Nuwmdrul q definic astfel ca

g =sup {r|(x, v) =7| x| - ||y] pentru toti x, y ¢ M}
se numeste deschizdtura mulfimii M.

DrriNrpra 5. Multimea M se numeste epuwizantd velativ' la deschizd-
tuwra g, dacd :

() =qll=|-llx|

pentru x, v € M si dacd nu existd w € M de asa nalurd ca

(%, u) = gq[| 2| - | |
pentru tofi x ¢ M.

DrriNtrin 6. Multimea

M ={y|(%,9) =7| x| || pentru toti » e M}
se numesle polara de pas v a multimii M.

Urmiétoarele afirmatii sint evidente

1. Deschizitura ovicdrei wmultimi care confine cel putin doud elemente
nenule, este cuprinsd intre —1 si 1.

2. Polarea de pas r = —l a ovicdres mulfimi nevide este intreg spatiul,
polara de pas v >1 a oricdrei multimi ce nu se reduce la elementul nul al
spatiulus, este multimea vidd.

3. Multimea epuizantd relativ la deschizdtura q — —1 este inbreg spatiul.

4. Mulfimea epwizantd velativ la deschizitura q > 1 este elementul nul
al spatiulmi.

5. Orice mulfime epuwizantd este conicd si inchisd.
6. Dacd M, este o mulfime epuizantd velativ la deschizitura g, atunci

—M, ={ — x|x € M} este tot multime epuizantd relativ la aceeast deschi-
zdturd.

0. Mulppmea epuwizantd M, relativ la deschizdtura q =0 este convexd.

Remarcim cd mulfimea epuizanti M, relativ la deschizitura g<0
poate sd nu fie convexi.

Amintim urmitoarele afirmatii cunoscute, fird si le mai demonstrim.
8. Dacd L este o multime mdrginitd convexd si inchisd, muliimea

K={z|x= 2, A=0,vel}

formeazd con convex inchis (vezi demonstratia la [4]).
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Dacd L nu confine oviginea, K este con propriu-zis.

Demonstram :

9. Pentru orvice q > —1 existd mulfime epuizanidi M, care sa formeze
con  convex Propriu-zis.

Fie x, un element cu proprietatea | x| = 1. Sfera

(s rod)=foll = 1=

este multime convexd si inchisd, fapt din care urmeaza cd

75}

=1 1 e
L= 3 (;xu,g] NIy %) =p =0
este tot convexd si inchisd, fiind intersecfia a doud multimi convexe si
inchise. Multimea |
¥ = x| wel, B2 0]
formeaza con convex inchis, numit de noi con circular X, si cu centrul %,
Dacd p >0, X, este con convex propriu-zis. Vom presupunf: P > 0.
" Observim acum ci dacd ||[x| =1, (% %) =r=¢ (adicd x € Ip),
atunci putem reprezenta vectorul x sub forma
x = 2(%, )% — 9,
unde (¥, ¥) =r=p, |¥|| =1 Tie z € X, st |z|| = 1. Atunci
(, 2) = 2%, 9)(%p 2) — (9, 8) = 20* — 1

Fie acum x un vector pentru care || x| =1, (%, ¥) = p, iar z =y,
unde v este vectorul din reprezentarea lui x. Avem

(%, 2) = (2(%, W% — 2 2) = 2%, 2)* — (5,.2) = 2" — 1. i »:

e aici urmeazi ca

inf (», ¥ = min (x,y) = 2p* — 1.
.v,,vezp «%?219
|| =1]#l1=1 el =lx[|=1 i

Aratim ci conul X, este multime epuizantlé relativ la deschizatura
2p* — 1. Din cele de sus urmeazd sd pentru orice pereche de puncte x, TJ
¥ eX., |

(%, y) = @e* — 1[I %]l - 171l |

‘Fie ue ip. Vom ardta ci existd xe X, astfel ca (u, ¥) < (2¢* — 1) (2] - || |- :
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Putem presupune ||#| = 1. Distingem urmitoarele cazuri :
a) 0 < (%, #) < p. Fie

; . N PZ 1 — p?
=1+ VimE)en - Vihe w
p . g ; .
- Observiam ci ||y || =1, (%, ) =p, deci y¢ X,.Mai departe

unde p = )
0

) =m0 —VI—F\1—F gt (1 gy — 201,

b) (%, #) < 0. Dacd — (%, ) = p, urmeaza ci —u ¢ X, §i(—wu, u)=

= —(u, u) = —1 < 2p* — 1, deci acest caz il putem exclude. Presupunem
pe mai departe

0 < — (%, u) <ep.

Construim vectorul y in felul urmitor :

e i s
v =t = V=) en - VEGun

= Vectorul y are proprietatea 2l =1, (%, ) = »,

(%9, 1)

unde p = —

deciy ¢ .
Mai departe

) =p- (o) —VI=FY1 - F <o gy —2p 1.

c) (xy, #) = 0. Vectorul

. L 1 — ¢
= ll -+ ‘\/P-z—PzJ pXg — \/P'-g—sz ez
ande p = e z= x“+“,are3 rietatil =1 V) =
B " i e ASkRle [l )
Pentru produsul scalar (#, y) avem

(u, y) = — \/1 — p* < 2p% — 1.

Cu aceasta am demonstrat in intregime ci conul circular X, este epuizant

relativ la deschizitura 2¢® — 1. Ne-a rimas si aritdm cd pentru g >—1
putem determina p > 0 astfel cd ¢ — 202 — 1. Se vede imediat ci un astfel
de p poate fi gisit snb forma

1
e \/,_er_ﬂ.

Cu aceastd, afirmafia 9 este in intregime demonstratd. Reznltatul
obfinut se mai poate exprima in forma 10.
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10. Conul circular X, (p > 0) este multime epuizantd relativ la des-
chizdtura 2p% — 1.

Observam ca X, este de fapt semispatiul (x,,%) = 0, si inceteazd de
a mai fi mulfime epuizantd.

11. Dacd s > p, avem

Z, =0,

P

unde 0 este elementul nul al spapiulug.
Pentru a demonstra afirmatia 11, presupunem contrariul : existd un
element x £ 0, v € X . Putem presupune || x|| = 1. Daci centrul conului

circular Ip este x,, atunci cum x € 1; urmeaza

(x, W) =5 > p.
Fie (x,, ¥) = r = s. Vectorul

T = =

y = (% + \/—1 = fﬂ) ¥Xg — V——l _sz X

are proprietatea ||y|| =1 §i (%, ¥) = p, deci y € X..
Formam produsul scalar (x, y)

By =pr —NA—A)(L—pY) S pr=p<s

Inegalitatea obfinutd contrazice presupunerea cid v € ,7{2. Cu aceasta.

afirmatia 11 este demonstrata.
12. In cazul cind s = p, avem

Isp = :—K: = (%),
unde x, este centrul conulur X, iar
(o) = £ ln = My K=103,

Pentru demonstrare, presupunem ca mai inainte cd x € IZ %] =1
si construim vectorul y la fel cu cel de la punctul 11. Pentru produsul sca-
lar (x, ¥) avem

Fy)=p —VAd -7l —p)spr=p=>s.

Egalitatea poate fi atinsd atunci si numai atunci dacd » = 1, deunde ur-
meazi cid x poate apartine lui 7{: numai dacd x=1x, Cum pentru toti vec-

torii  din ’J{p avem
(%) 2) = P“z“’

ceea ce Inseammni cid ¥, € Iz, si afirmatia 12 este demonstrata.
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18. Dacd —\1 — p* s <, p, >0
atunct '

nnde

pa= spy -+ V(I —s?) (T —p3).

Centrele conmilar circitlare j:p st Z cotnctd.
. Pentru p si s dati, valoarea lui 8, este bine determinati si 0 < g, =1
11 exprimdm pe s in functie de p si 0, :

— VA=) @ — e2).

Presupunem la inceput — /1 — p; << s s§i trecem la demoustrarea
afirmagiei 13. Considerim conurile circulare X, si X, cu centrele co-
i A 1 2
mune x,. Fie u ¢ Ip', v € ;‘Kp', si |#]|| =||v|| = 1. Totodati

=W =0, 7,= (¥

§ = 1Pz

yU) =,

Observam cd putem presupiine p, < 1, cdici daci p, = 1, X se reduce la
(%) si afirmatia este evidentd. Daci Py = 1, avem s = p si ne aflim in
conditiile afirmatiei 12, deci 13 este si in acest caz adevarat Putem presu-
pune deci cd p << 1, p << 1. Mai presupunem ci vectorii u, » sint astfel
alesi ca r; << 1, 7, < 1. Construim vectorul

1 = 1’ \/1 = 1’%
o g — V.
w’E R e == rg C

Pe baza presupunerii — \/1 — p2 <5, avem ¥, 7 0, deci expresia lui z
i 191

are sens. Observidm cd ||z|| =1, (%, 2) = r;, deci z Il exprimim

pe » din expresia lui z:

noyf1—# 1 —qf

£ sl 2
T (1 oAl \/1 — Yoy —

. 1

ik

Am ardtat in acest fel ci orice element v pentru care (%, v) = 7, poate fi
exprimat in aceastd formd, unde [|z|| =1 $i (%,2) = ;. Fie u elementul
dat mai sus. Formdm produsul scalar (u, v) :

¥ 1 — ”g 1= "%
6. 9} = (1 +.Tl\/ﬁ el ¥ — o B ) = .

2 1)

L e =7 W
= %VI _;) "17'-2—\/1 _'; :’172*V(1_7¥)(1_7§)~

1
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Din inegalitatea
¥y — ‘/(1 — ¥ 1 —) = A

urmeaza ca

VA — 31 — ¢?)

Y=g —e. " (*)

Facind restnc‘;la 1 <1, ¥, <1, am exclus cazurile & = x,, ?» = &,
In aceste cazuri, insi, evaluarea de mai sus este evidentd. Vom arita ci

existd vettorii w, € X, v; € X, |lu;]| = || v, || = 1, pentru care in relatia
. 1. 5

(") si se realizeze egalitatea. I'ie v; un vector oarecare pentru care avem

(xo, 7) = py §i fie u; = z, unde z este dat de formula de mai sus cu v =

v osion =0 Avem u € X, |[w] =1 si

(4, v1) = p,p, — V(I — 31 — ¢2)

si astfel am demonstrat ca

(u, v) = 0,0,

min . (u,v) = p p, — V(I — &) (1 — ¢2) = s.
!AEI UEI

Hull“ el =1

Urmeazd ca pentru orice pereche de vectori # € :(p, U € Ip!, aver
1

(w, v) = s|u]| - || ],

deci

b S8 i A

Pentru a demonstra egalitatea, ne rdmine sa aratdm cd daca u e Zw,
atunei se poate determina un vector vy € 'Zp astfel ca
= 1

(o 9) < sl -y

Putem presupune de la inceput ed ||u|| = 1.
Deosebim urmdatoarele cazuri :
a) 0 < (x,, ) =7 << p,. Vectorul z determinat in forma

| e DB \/1 —a \/1 ~ o}
g == Y%y — u
; ¥ i 1 -2 ? 1 -

4 61‘,,-

are proprietatea | z|| = 1, (#,,2) = p,, deci produsul

Formam
scalar ’

(u, 2) = oy — V(A — g1 — 7).

Pe baza inegalitatii

oy — VAL — AT — 7)) < g0, —

Va — o)1 —ed)
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urmeaza ca

(%, 2) < s.
b) Dacd (x,, #) < 0 si daci —(x,, #)= p,, adicdi —u € X, , atunci
(—u, ) = —(u, u) = —1 < s, deci u EI:; Putem deci de la i‘ncepﬁt

presupune —(u, %,) < p,. Fie

Py 1— g 1—¢?
o (_ = \/ ¥y — -,
v 1 — 2 1.— 42

unde 0 <r = —(x, #) << p,. Observidm ci |[z]| =1, (%, 2) = deci
¢ € X, . Mai departe ' = G

(,2) = — oy — VA — A — 7).

in conditiile puse si pentru o, < p

, avem inegalitatea

= = V(l i P%) (— 28 = P1Ps — 1./(1 = P;z)(] = Pg),
si din aceastd inegalitate urmeazd ci
(w0, 2): << 5.

Dacid p, < p;, considerdm funcfia de 7

9(r) = —pr — V(1 — 51 — #?),

care ne dé V;aloarfa‘produsului scalar (u, z) ,unde z este cel construit mai
sus. Vom ardta ca gi penj:ruvcazul P2 << ¢,. avem ¢(¥) << s. Pentru aceasta,
observim cd 9(0) <s si cd ¢'(r) <0 pentru 0 < 7 < p,. Urmeazi ca
@(r) < s. Prin urmare

(0, z) < s.
¢) (%, #) = 0. Determinim vectorul z in felul urmitor :
1 P2 e 2
( w—p) ! = ph MY
e S I
(#:7) 1#g 4 u]|
Observdm cd || z|| =1, (%, 2) = p,, deci z € X, . Totodata

(v, 2) = — 1 = pZ.

Aceastd egalitate ne aratd ci (u, z) < s.
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Am demonstrat egalitatea din pct. 13 pentru g, >0, — VIi—p2 <s <.
Cind s = —-\[j_"._—le’, avem p, = 0. In acest caz trebuie sd admitem gi

cazul 7, = 0. Acesta se poate trata separat punind pentru z expresia
2 =rx,—\Y1—17

Demonstratia se continui ca mai inainte, punctele a) i ¢) devenind su-
perflue. Cu aceasta, punctul 13 este in intregime demonstrat.

14. Dacd admitem prin definifie
=
atunci avem pentru — Y1 — p=s=p, 0, =0

X, =X,

unde 'p, = sp; + V(I — ) (L — p?) si centrele conurile circularve e S

cothcid. |

Pentru demonstrare, este suficient si observim cd demonstratiile
facute la punctul 13 nu se modifici esential daci p, = 0 si p, > 0. In ceea
ce priveste cazul p, = g, = 0, acesta este rezolvat cu convenfia ficuta.

15. Pentru — 1 — p_f =s=p, p,=0, avem

X, =X,
wide
X, = (%)
FExpresiile
o, = sp, + VT — s8I — ¢) = g,(e,)
si

pr = spp + V(L — s3)(1 — p2) = p,(p,)

sint echivalente. Urmeazi cd
e,le,(p)] = o,

Pe baza punctului 14 avem
191 = Iﬂl(ﬂi)-
Mai departe

855 5 T ot
191 i 191(91) s Iptrpn(h)] - Ipl' !
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16. M®, mulfimea polard de pas « = 0 a mulfimii M este interséctia
Luturor conurilor civculare XK, cu centrele in  punctele = unde x ¢ M
1 ' ‘

Polara de pas « =0 a oricdrei muliimi este con comvex tnchis.
17. Penlru orice mulfime M - avem

Mc M7,
M' — MFJ’P
DE¥INITIA 7. Numim invelitoare convexd a muldtimii - M mulfimea

[M] ;{xix:Zcix‘, % €M, ¢, =0, Ec..: 1}.

18. Pentru o =0 si orice multime M
M* = (M~
Hste evident ¢ [M]* C M* Si presu 7 *eine . Ur
i vid . punem x € M®sixe [M]* U az
cd existd un element y € [M] astfel ca (x, y) < oc”;” ||y|% e
Putem presupune || x|| = ||3]] = 1. Cum y € [M], avem ¥y =2 ¢ x

unde x% € M, ¢, =0 si E ¢, = 1. Mai departe

(x‘ JJ) = ZIC-‘(x’ xi)‘

t

Cum insd v € M*, avem (x, %) = rx“rl || si deci
(%, ¥) ; “ch'” x| = «,

ceea ce contrazice presupunerea (x,y) < a.
DeriNty1a 8. Mulfimile M pentru cave

M" =M
le vom nums multimi de tip ((F, )
19. M cireular X, este de tip ((F, v) pentru ovice r satisfd-
cind — V1 — 2 < 7» = p.
20. Multimea M de tip ((F, «), « = 0 este con convex inchis.

21. Conditia necesard $i suficientd pentru ca o mulfime si fie de iip

((F, «), « = 0, este ca ea sd fie intersectie de conuri circulare T '
L o

Presupunem cad M™ = M. Cum M este polara de pas « a mulfimii

M?, urmeazd — pe baza punctului 3 i i
ului 16 — cd ea este intersecti i
circulare 17{“. - Hik e
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Daci M este intersecfie de conuri circulare %, atunci notind cu N
centrele acestor conuri, putem scrie

N*= M,
de unde, din 17,
M — N* = N™ = M™,
ceea ce inseamni cia M este de tip ((£, «).
29. In cazul 0 << B = a, orice mulfime de lip ((F, «) este §i de tip

(F B)

Pentru a demonstra aceasti afirmatie, conform punctului 21, trebuie
sd ne convingem cid otrice mulfime ce poate fi pusd in forma intersecfiei
de conuri %, poate fi reprezentatd si sub formd de intersectie de conuri

Iﬂ dacd 0 = f = «
Pe baza punctului 15
o=,
unde
o =

De aici, pe baza punctului 21, urmeazi ci ¥ poate fi pus sub forma de
intersecfie de conuri Z,. Deci orice mulfime ce poate fi pusd sub formi de
intersecfie de conuri %, estesi intersecfia de conuri X, 0 < f = «, fapt
care impreuni cu pet. 21 demonstreazd afirmatia punctului 22.

0 HEHKOTOPBIX BHMJAX TEOPHUHN BBINYRJIBIX KOHYCOB B
NMPOCTPAHCTBAX THUJLBEPTA C TOYKMW 3PEHUA IOHATUA
O TI0JIAAPE

KPATKOE COOEPXAHHE

B rpyne oGo6maerca (ounpepenenme 1) moHaTHMEe O UOJAPE MHOMKECTBA,
yuorpebisiemoe B Teopum JmHelinnx Hepasexcrs (cm. [1], [2] mam [31],)
¥ BBOjuTCA (OIpefieNeHme 2) HOHATHE KPYTIOro KOHYCA.

OMPENENEHUE 1. Muoacecmeo :
M ={y|(x,y)=7| %| || nus Beex x € M}

HA3BIEAEMCR NoAspolt waza v muoncecmea M.
!
OTPEAEJNEHUE 2. Saminymulli euinykabili KOHYC

Ip:{)\xixeL, A=0}
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20e

L:E(L, 1

g o ;Jﬂ{yi()’. %) =p p=0}, | % = 1,

HAIBIBAEINCA KPY2ABLM KOWYCOM € YSHINPOMN X,

Pmapmble pocTurnyrhie pesynbrars cojepxarTces s nyokrax 14 u 22 ms
TPyLA.

Ecmn  — \/lo —A=ssep=0,1 X =X T g = s +
+\/(1—~ s3) (1 —g?), worga p,, u p,, He spaAOTCA 00a PABHRIMH  HYJIIO .
Menrpor mpyraey ®ouycos & X, u cosnapaior (myarr 14 Tpyna).

B rom cmywae, worpa 0= B < « aum a06oro MIORECTBA, Y/ 0BIeT-
sopsiomero M — M uveem M™ — M rpe M7 — (MY (mymrr 22 us
TPyAA).

QUELQUES ASPECTS DE LA THEORIE DES CONES CONVEXES
DANS LES ESPACES DE HILBERT, DU POINT DE VUE DE LA
NOTION DE POIAIRE

RESUME

Dans ce trava:il on généralise (définition 1) la notion de polaire d’un
ensemble, employée dans la théorie des inégalités linaires (voir [1], [2]
ou [3]) et on iatroduit (définition 2) la notion de cobne circulaire.

DeriNrrion 1. L'ensemble

M" ={y[(x,y)=7| x| || pour tout x ¢ M}
s'appelle polaive de pas v de I'ensemble M.

DerintrioNn 2. Le cone convexe fermé

7(92 {Ax¥|xel, »=0}

(1 1
L=3(;% )Nl w=e e=0) [x)]=1
s'appelle cone circulairve au centre x,.
b Les principaux résultats obtenus figurent aux point 14 et 22 du tra-
vail ;
Si —yi1i— p_fgsg P1, p1 =0, alors

X, =X, ot gy =sp + VI —) (1 — ¢7)

P

13
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toutes les fois que p, et p, ne sont pas tous deux zéro. Les centres des

cbnes circulaires X, et X, coincident (point 14 du travail).

Au cas oit 0 =< B = «, pour tout ensemble satisfaisant M“* = M on
a M® = M, ot M"= (M’)" (point 22 du travail).

BIBLIOGRAFIE

1. Gale D., Convex polyhedral cones and linear inequalities, in vol. ,,dctivity analysis of pro-
duction and allocation’’, ed. T. C, Koopmans, J, Wiley, New Vork, 1951.

2, Gerstenhaber M., Theory of conves polyhedral cones; in vol, ,,Activity analysis of
production and allocation”, editat de T.C. Koopmans ; J. Wiley, New York, 1951.

3. Goldman A, J., Tucker A. W., Polyhedral convex cones; in vol. , Linear inequa-
alities and related systems’, editat de H, W, Kuhn §i A, W. Tucker. Princ.
Univ. Press. 1956.

4. Kpacunoceanckuilt M. A., Hosoorcuwweabrole petienus onepamoproiy i pOBHEHULE .
dusmarrns, Mockna, 1962.

5. Paitkon . A., Bexmopunue npocurpancmea. ®uszmarrna, Mocksa, 1962.

Primit la 28, 111, 1963,

23 — Studii si cercetari de malematicd 11/1963.




