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O PROBLEMA DE MINIMUM IN TEORIA INTERPOLATIEI
‘

DE

DUMITRU RIPTANU
(Cluj)

Lucrave  prezentatd in  sedinfa de comunicdri din 16 aprilie 1963 a Institutului de calcwl
al Academiei R.P.R. — Filiala Chitj

1. In aceastd notd se trateazd urmitoarea problema :
Se considerd ecuatia diferentiald lineard cu coeficienti reali constanti

Yty +6y=0 (1)
Se inseamni cu ¢(x) functia lui Cauchy a ecuafiei, adicd integrala ¢(x)
a ei, pentru care ¢(0) = 0, ¢’'(0) =1 si cu/ cea mai micd ridédcind pozitiva
a lui ¢'(%), in cazul cind ¢'(¥) are asemenea rdddcini. Se mai inseamnd cu
76 multimea tuturor ecuatiilor de forma (1) pentru care numiral / existd
—bineinteles ci in general / diferd de la o ecuatie la alta — cu m, = |c |
(i =1, 2) si in sfirsit cu of multimea perechilor (a;, a,) de numere pozitive
a, §i a,, care au proprietatea ci relatia de tip de la Vallée-Poussin

1 < agmh + a, mh® (2)

are loc pentrut orice ecuatie din 0.

Aceasti mulfime nu este vidd, cum se va constata mai jos, si este
mirginitd inferior, asa cd se poate pune problema existentei i, in caz afir-
mativ, a determindrii elementelor , minime’" ale ei. Problema depinde bine-
infeles de definifia datd acestor elemente ,,minime”. In nota [1] s-a tratat
aceastd problema in cazul cind num#rul / este cea mai micd riaddcind pozi-
tivd a lui (%) si in (1) ¢ si ¢, sint functii continue de x. Se va adopta
definitiile elementelor minime date in acea notd. Astfel :

1. Un element (a,, a,) din of se numeste element minim relativ in raport
cu ay, daci orice element (g, a,) cu a,< a, nu aparfine lui of.

2. Un element (a,, a,) din of se numeste element minim absolul in raport
cu a,, daci orice element (a,, a,) cu a, < a, §i orice element (a,, a,) cu gy <
< @, nu aparfin lui of. '
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.3 Un elemem_: (_ab a;) din of se numeste element minim in raport cu
functia f(a, a.) definitd pe toatd mulfimea of, daci f,(a, a,) = min flay, a,)
¥ 1 9]
o ) fﬂzuﬂ‘ﬂ}EOﬁ
Definifiile 1 $i 2 se pot da bineinteles si in raport cu a; $i este de prisos
s le mai prezintim. ;
In prezenta notd se determina perechile minime relativ in raport cu
a Sdalt cul ay “(te.oremeh;n %—4). Cu titlu de aplicatie simpld a acestor rezultate
se determind i perechile minime in raport cu citeva functii
determind g ne
ke sy fii de forma cea
2. Se va determina mai intii perechea minimi relativ in raport cu a
stabilindu-se b

TEORE}.!.IA L. L. Perechea minimd relativ in raport cu a, este (ay, u(a,))
unde functia o(w) se deineste astfel : l

P . 1 i .
1° Dacd 0 < a, < 5 u(a,) este vaddcina mai mare ca numdyul 1—2q,

a functier de variabila a,

falag) =

1
Voo A — @)at — data, — dat +

10+ @) ay + 263 V(T ba, + a)ag + 4021 — )y + dat}? +

1
+ In E(Mf(l = f"z). + (1 —4da; —a?) a, +

4 (1 —a)V dat + 4a2 (L — a)ay + (1 — 6a, + a?) a? —

—y5 {4;1‘1‘ (1—2a,—aj) + 4a? (1 —a,) (1 —3a,) a, + (1—8a, + 1442 + at)a? +

+ (L-ay) [2a3(1—a) +(1~da, - ad)a, ]\ 4ad+4a2(1—a,)a,+(1—6a, + a2 }g]*)

2° Dacd a, :%, atunct a(a,) =

e | =

#) Termenul in In din expresia lui _f,;(a,) se mai poate scrie; 2 In l( S I2a2(1 4+ o) +
< 24? o

, 2
+ ag(l —da; —ap) + (1 — ay) me + 4a (1 — apag + (1 — Gay + af)agl}ﬂ

. |
—{——[24%1 -3 Vi ) L L
{2a;* f2en ~e ast—es—)o 10 V4o 5 32— g + @ — 6o+ ] f).

3
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el 4 . vy . .
3°. Dacd — < ay, <-—, atunce a(a,) este vdddcina mai mare ca numdrul
T
1—2a, a functiel de variabila a,

1
frelas) = — 2 Vam, { dat + dalay, — (1 — ay)%al +

T2+ (a)ay) Via + Aa0—a) T (0 —6e + )T+

1

B
i e il e SR

+ 1 —a) \/4ag + 4a2(1 — ay)ay + (1 — 6ay + a3)a; }?
4

2

4°. Dacd algi, a(d) =
.nz
1L Dacd 3 —2V2 L atunci ofay) 2l
. Daca 3 — < < —, atuner a(aq) < ———7—-
% n? ! “1_1+2V“1

I1I. In cazul 1°, lim a(a;) = oo

@ =0

Demonstratie. 1. Dacd polinomul caracteristic Py(r) = 7 + ¢, 7 + &
are ridicinile reale si distincte 7, §i 7, atunci o(x) = A" — ™)
(A constanti), deci ¢'(x) = A (1" — re™).

Dacd 7, 7, = 0, ¢'y%) 3£ 0 pentru x = 0, iar dacd 77, > 0, atunci ¢(x)
are singura ridicind ¥ = In 2L, care este negativi daci 7, si 7, sint

Ty — ¥ ¥a =
pozitive si pozitiva dacd 7, $i 7, sint negative. In acest caz, daci se inseamnd

7, = —R, 7= —R,cu0<R,<R,seareh = . fl, my =R+ R,,
Ry — R, R,

my = R, R,, asa ca (2) se scrie:

cu 0<s:£’;<1.
Rl

Aceastd relatie se scrie

s oy 1= 11— 2 3
= (1—5)2[ ay  2s 2a,s \/46123 + a'(l + 5% ]X
a 1—s 1—s
§rr —L da, s 2] 2 .
x[ Ins . & -+ oo '\/ ay 3+ @il 4 s) };0

T
#) Prin arctg » se fintelege peste tot arcul din intervalul [— %- ?). se va insemna ca

de obicei prin ( ) intervalele deschise, iar prin [ ] cele inchige.
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Dat fiind ci expresia din intiia parentezi dreaptd de mai sus este evi-
dent negativd, relatia acestea se scrie

l—sg

lfl(s) "— To g~ oL

@y 2s 2“2

\/4a2s + @1 + s)2= 0.

0<s<1). (3)

Dacd polinomul caractensnc are raddcina dubld p, evident reald si nenuld

intrucit pentru ecuafia y”’ = 0 problem# noastrd nu se pune, atunci p(x) =
= A xe™, decig'(x) = A4 e""(1 + px). Dacd p >0, ¢’(x) >0, pentru x =0,
iar dacd p << 0, atunci s = ——  m; = —2p, m, — %, asa ci (2) se scrie
P
B, Ly —1 250 (4)

Daca polmomul caracteristic are ridddcinile complexe o L ¢ B(p >0),
atunci o(x) = A4 ¢ sin Bx, deci ¢'(x) = A4 (o sin Bx + B cos Bx) = fj
cind tg f v = — &

o

Dacd o < 0, atunci x = é' kr + arctg (% E” deci
o '

1
k= Eamtg [— —;], My = — 2o, iy = a® + B2, aga cd (2) se scrie
= )
NEE TR ST S T
S § oL

Aceastd relafie se scrie

1 52 g ———ar
1y arctg s st 2
- [ S+ ag(1 + s?) + a:,(1 + %) \/ T g J
arcte s L g 2
x[ B e a Ve t+at + ulsz] =0

Dat fiind cd expresia din intfia parantezi dreapti este evident pozitivi,
relatia se scrie
(f-l\'

fyls) = arctg a + x
= ay(l + s?) ay

Vatdtae =060 @

Daca o =0, o(x) =4 sin Bx, o'(¥) = AP cos Px, h= =, m, —

=0, m, = 2, asa ci (2) se scrie

4 2 \
“2>;,_" . o (b)
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Daci o« > 0, ¢'(x) =0 cind x = %(fcrr — arctg ﬁ) (k intreg), deci

o
po-Lr arctg ), oy = 2a, my, = 22 + B2, asa ci (2) se scrie
£ o 4 . - b
1 452 9 2 B
g ——— (7 — arctg §)24+— ay(nr —arctgs) —1 = 0cus == >0
§ = 8 o (A

Relatia acecasta se scrie in forma

1+ - . s s > =1
1y — arctg s ay | a @y S
s [W B S Yok ’Fsa)+aa{1 Vet At s

T to %S 72 s = 0.
Xl T HEe +(r.a(1 + o0 agld 4 ﬂ)\/ oy j—

Dat fiind iardsi cid expresid din intlia paranteza dreaptd este evident
pozitivi, relajia se scrie

— arctg s B e 2 . - &+ a,s? = 0(s >0 T
7 mcgs—]—“z(1 Fri—— sﬂ)v 21+ @l + ays* 2 0 ) (7)
si este evident o consecin{d a relatiei (6), pentru ca
1: 3 2
. — arctg s > L (8)

iar daca se inseamnai

P (fys 8 o a ™
I e a (:—;—as ———
als) wll +48) @ at Ly V % 2
atunci
2 VI ) ) 2 a
. ag -l ay + (ay — ap)s® — ag(l — 57) \/az + a4 a,s -~ 0
/J\S) = w 72_—] o = ’
ay(1 4 52)3\/(1.,l + ai + 6,8°
asa ca
1 3
OB} e = =T U
fs) < o) = 5= —F =0,
asa cd
S 5 N -
i s \/ag—f—fﬁ—i—azs? = —g

agl + 87 ag(l + 5%

ceea ce cu ajutorul lui (8) asigurd indeplinirea inegalitatii stricte in (7).
Asadar, mulfimea of este alcdtuitd din perechile (a;, a,) care verifici
relatiile (3), (4), () si (6).

94 — Sludii si cerceldri de malemalici (Cluj) I1/1983,
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Rela‘ia (3) dd

fi(s) = = (1 + 9@} + 205 + ) + (o + 2s + s Vigs + a1+ o
‘ 20,52 \/m
) ‘ 2P, (s)
- a[ (1+S)(af+2aas+afsz)+ (ay +2at,5+a,s%) 1,/4%3 ¥t +9)2 ] v432$ 2 a.fu + 52
Py(s) = a3(1 + s) +[ —2a2(L—ay) + ay(—1 + 4o, + a) Js(1 + 5+
+ 2[a} + ay(—1 + a7) + 2a]s%

Relatia Py(s) = 0 se scrie, dacd se inseamnid x — s -- -~ :
. L

Py(x) = a%x® + [2a3( —1 + a)) + ag(— 1 + da; + a?)lx +

+ 2a(—1 + a2 4 2a,) = 0. (10)

Realizantul polinomului £,(x) este
R = (1 — &) [4a] + 4a}(1 — a))a, + (L — Ba, + a?)a?], (11)

iar dacd x; §i x, sint rdddcinile lui Py(x), atunci ridicinile lui Py(s) sint
date de ecuafiile s? — x5 +1 =0, s — x,x 4 1 = 0, ale ciror radicini
se vor insemna cu s, S,, respectiv sy, s, i care sint pozitive in singurul caz
cind x;, =2, respectiv %, =2. Ori, Py(2) = 4(ay + 2a; — 1)(a, + al) =
=0, iar

Ath g1 a1 —3a) + a(l — da, — a?))]. (12)

3
2 2ay

Asadar, dacd a, - 2a; — 1 = 0, se are

5 =2 % = Nay) == (1 —2a) (1 — 44, + o),
a
I
. 3
Xfmy) = — 5 (1 —a)(1 — 3a,)
1

0 2 3 :

P Nl ) = 2
1 4 Y 3 “
x;(al) — 0 -
xg(ay)| o ~ 2 ~ 0 =2 A 0

7 O PROBLEMA DE MINIMUM [N TEORIA INTERPOLATIEI 371

In tabelul 1 se are deci pentru 0 < a; < %: ¥y >2, aga ¢ § =8 =1,

55 :% (% —yY 2% —4) <1, 54 >1, deci:

Y . 1: o A
Dacd a, = 1 — 2a,, atunci pentru 0 < a, < - J\(s) arein in-

1
2

tervalul (0, 1) rdaddcina s,, tar dacd %5 a; <

! /;(“’} :L,n 156??1- i (]::;)
tru s € (0, 1). J

Spre a cerceta semnul expresiilor fi(s) si /y(s) in functie de valorile lui
ay i ay, este comod de a reprezenta perechea (a,, a,) prin punctul M de
coordonate (a,, a,) dintr-un plan P raportat la axele perpendiculare Oa,,
Oy, In care caz mulfimea of este reprezentati — cum se va stabili —
printr-un anumit domeniu D din acel plan, a cidrui frontierd se va insemna
ou. (€.

Spre a stabili semnul lui R din (11), se va construi dar curba de ecu-
atie 4af + 4a}(l — a;)a, + (1 — 6a, + a)a? = 0 din planul P.

Se deduce de aici

) = —20 ) = e (i
l, — 4 @Ay = ( = et r
e ay —1—2Va, = gt = T2y
asa ca
; —2— 3Va : . Bl BT
Ftay =8, A B=IVe - foy o m =27 8V
‘ (@, — 1 — 2Va,) ? (a, — 1 + 2Va)*
Tabelul 2 Tabelui 3
13 + 317 _ 13 — 3V17
i 0 342y2 % o U 0 3—-242 _‘)V-‘ o0
: | : ———
f,; (ai) o 0 -t | .fs(‘h} o 0 T
: L . ‘ R 1 .
fila) | ON T o (71417 Y17) A flm) | 0 F 0 v (71- 17 Y17) 7 o

Pentru prescurtarea exprimdrii se va infelege, in toatd nota, prin
ncurbd” sau ,,dreaptd’” porfiunea din curba san dreapta respectivi situati
in cadranul I al planului de coordonate in care se afld curba. In fig. 1 s-a
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t.rasat dar in plin curba (C;) si dreapta (A) de ecuai;ie ay + 2¢;, — 1 =0,
si punctat curba (C,) de ecuatie 2421 — 3a,) + ap(l — 4a; — a?) = 0,

)|

e

\
0 My N9 Mfr.? éi ldy M;f a,

1 4
Fig. 1 — Coordonatele punctelor : M, (I, EJ' My (3 — 2\/2 0),
- 1 5
M, (VE—2,0) My, 5 0] ot My (3 4+ 22, 0).

adica = fﬁ(“l) — 2@';’_ﬂ_

— 1 + da; + ﬂ-?

cu

2 — 13a, + 24&? - 3&?

(=1 + 4ag + ap)®

/s(al) i L.‘)‘al
care intervine in semnul expresici 27 *2 — 9 din (12)
=z ;

Tabelul 1

7 -
1y ‘ﬂ ngz ; @

9 O PROBLEMA DE MINIMUM IN TEORIA INTERPOLATIEL 373

Se deduce deci pe fig. 1 cu ajutorul lui (13) ca: dacd punctul M se
afld in regiunea R marcatd punctat, atunci v, > x > 2, deci f:(s) are in
intervalul (0, 1) rdddcinile :

(7 — V52 —4); (15)

1 ) i s 1
s:Slz?(;\’-l—\/:\ff—n}) gt s =

A

dacd M se afla pe segmentul deschis la capete M;M,, fl(s) are in (0, 1)
TRAACITHL § = 8y

Tabelul 5
| s |o 55 1
|+ 0 -

Als) | — @ A filsy) X0

T acest ultim caz, tabelul b spune cd nici un punct din segmentul in ches-
tiune nu aparfine domeniului D.

Dacd M se afla pe ramura (infinita gi deschisd in M) ﬂ;ITM s
a lui (C,), /,(s) are o radacind dubld in (0, 1), deci f(s) = 0; dacd (16)
M se aflid in restul regiunii din cadranul I situat pe sau deasu-
pra lui (A), f(s) >0 cind s € (0,1); deci /,(s) < f,(1) =0.

Se poate presupune deci, in virtutea lui (16), cd M se afld in regiu-

= 1
nea R, asa cd 0 < a; < —
4

Tabelul 6
s |0 55 5 1
f16) | + 60 = 0 <+
s | — @ A fils) N fils) P 0

Intrucit expresia x —'\/xz — 4 scade cind x cregte peste 2, se are
in (15) s3 < 5.

Se deduce deci din tabelul 6 ci condifia necesard si suficientd ca
/i(s) = 0 pentru orice s € (0, 1), este ca fl(s3) =0.
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Se va considera pe s, dat de (15) si (10) ca o functie de a,, in care aga cd

caz (3) si (9) dau

. (T — @ — g%
f&g:m%pﬂn%+_;ﬂﬂ_ﬂ.
ay 4+ 2«293 B ‘715?;

e deduce deci de aici

J(a) -

'\f Z_ftlaz

{ —daf — dayat (L — a)’az +

+ (262 + (1 + ay)ay) Y daf £ 4021 — a)ay T (1 — 6ay | a.f)a—:z,}é I

1 i
. 1114_[1?(2@ (1 — @) + ay(l — da, —a?) +
(17)

+ (1 — @)\ da} 4 4621 — aya, + (1 — 6@, + a)al —
—v/2 {4@(1 — 24, — a?) + 4a3(1l — a)(1 — 3ay)a, +
+ (1 — 8a, + 14a? + a)az + (1 —a,) (2421 — a;) +

%aﬁ—w%*ﬁwwq+mm—%m+u;wm+@@Fy

[

asa ca

1 — 24:) = e Ty i
A —2a)) = £ (a) S VI

1 = —
+ In ‘2—“1*;[(1 — 2a,)(1 — 4a, + @) — (1 — a;)(1 — 3ay) \/1 =g m,]

. ; (0 —a) —4 T
e unde /f(a,) = m‘i\/] —da, < 0, deci pentru 0 < ¢, <
| . ‘ :
< T f7(1 = D) = fs(al) > (%) = 0. (18)

S
Ramura M, M : ar i =
wara M, My de pe (C)) are ecuafia #y = [ (ay), aya cd se deduce din

.l . . s A . . ol [0 4
( b}. relapa. (lJ),. ln care sy nu figureazi ca ridacind a lui f,(s), ci ca o va-
loare a lui s din intervalul (0, 1)

/1(s5) IM € wre Mty /7((/5(“1)) < 0 pentru 8 — 22 < ¢, < i.; (19)

ceea ce se poate de altfel verifica si direct, - futrucit (17) da pentru

. 5 rlo e 1
3 - _.’\f..f < @y < —
1

j7{f5(“1)) == fg(al) =

1 L e 3 -
:T(l + Vay) \r/l —2Va, -+ iz +a) Ve, — (1 — ay) V1 =i,
' Vo (—1+a+ 2 Yy

?

_ GtV —2Va) Vi-2Va _
af(—1 + a + 2Vay)

/;(“1)

0.

1
e <1, (4)
Dacd se inseamnd in (3), f,(s) = /(@2 ), atunci

filay) = Ofwlaes) fl(sa)_d_’g _ 01/ 9)

1

day - da, L . (20)
2s3(1 — s9) <0
S — !
(2,55 + a(1 + 55)° +ay(l 4 59) '\/4;;233 + aj(l + 55)] \/ daysy + aj(l -+ s5)
Se deduce deci din (18), (19) si (20) tabelele 7 si 8,
Tabelul 8 Tabelul 7

1

ay . 1 —2a a(ay) Fslay) ay |1 — 24 or(ay) b
|

| ft = 2a) 8 0 3 filfa) ' Sl pt—2m) w0 0% —w

valabile respectiv pentru 0 << a; =3 — 2 V2 si 3 —2 V2 < q <%, ceea
ce impreund cu (16) spune cid

Dacd polinomul caracteristic al ecuafici (1) are ydddcini reale
st distincte, atunci in cazul 0 < a; <-i—, dacd 1 — 2a; =< a, <

< a(ay), existd valorise (0, 1) cu f(s) >0, dar dacd a, = a(ay),

21
atunci f,(s) = 0 peniru tofi se (0, 1) ; in cazul a, ;—i—, fls)< 0 (e1)
pentru ovice s € (0, 1) ; «(a,) este rdddcina maimare ca 1 — 2a
a funciei de variabila a,: [ (a,) din (17).

Relafia (5) da
; 1 ag + & + (ag — ap)s?
fs=—-——[az+a;+a— s — = —| =
2( ) a’gtl . ngg 2 1 ( 2 al) _\/“a n a,f T 5;253
Py(s)
(22)

T+, R (o — a5t [yt oy =tV gt @y Ve +af+ays?
Py(s) = (ag — @))%t + [ —2a% + (—1 + a)ap + 2a]* + (@ +
+ @) (ay + 24, — 1),
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- 12
Dacid se inseamni v = 52, relatia Py(s) = 0 se scrie
Py(%) = (ay — a,)2x% + [ — 20 + (— 1 + a¥)a, + 242]x -
+ (as + a?)(a, + 2a, — 1) = 0. (23)

(lilifflzzzgntul Eolinomului Py(x) este expresia R din (11). Evident ci P,(s)
i Si) spo%: e avea cel mult doud ridicini pozitive, care se vor insenfn’t
1 §1 Sy Lixpresiile a, + a; + (a, — a,)s? siay + a? + (a, — a?)s? se pol'

1

anula deodatd in singurul caz a; =1, cind

) = b — (1 — et (1~
(1 4+ %) e ( I+02+0352).

DaCa O -t ﬂz = 1 se deduce de aiLl C 1 148 I 0
’ b3} LabEIUI 9, iar daCc = (s
ELJEEL :Ei niz(‘s) > ia(ﬂ) - O, deci a4 & = 5 /"(‘5) = »

dacd @y = 1, fy(s) > 0 pentru orice s = 0. (24)

Se va presupune deci @, =4 1. Pentru ca

: $.) = 0, este decl necesar & il
cient ca /s .) e deci necesar s1 suli-

lap + a%-"‘ (ay — af)s_i?] (@ + a; + (ay — ar)st] > 0.

Tabelul 9

c 0 1 S, o
o g = -
fz(s} == ) =

inind A cd Py(s) = relati i
T seamd cd [(s) = 0, relatia de mai sus se scrie

gy =1

g{(a.z + a3) tzc.;f + (1 - ay)ay] = -

ty — ay

— [2a! — a¥(1 + ay)a, + (1 — al)agjs'f} zs 1

?pre a stszili semnul expresiei 2a) — a1 + @)ay + (I — a)a2, se va
desena in fig, 2 curba (C)) de ecuatie R = 0, data de (11), plin 2&1 curba

13 © PROBLEMA DE MINIMUM. IN TEORIA INTERPOLATIEI 377

(C,) de ecuatie 2at—a(l + a;)a; + (1 — a,)ai = 0 punctat. Se deduce de aici

2
da)

ay =f (@) = o A
AR g i NP Ty

a
daj

a_ :'f (fl[) = — o
S 1 4 ay— V=7 + 100, + o

. — 14 |} 150y - @+ 2+ a)YV_7 1 10a 4 2
£la) = da L L UL
(4, +V =7 + 10a, + af)g\/— 7 4ty & o

14 — 15m —at 4+ 2+ a)d Y —7 + 104, + o

[ula) = Ada, s :
i (i +n1—\/—7+ 10a1+a-f)2\/-—7 + 104, +

in tabelele 10 si 11 numerele a,, si a,, sint raddcinile pozitive ale polino-
mului Py(ay) = a® + 10a] — 27a, + 14.

Tabelul 10 Tabelul U1
ay ‘ 4 \:"27 — 5 O 1 e a, | 4 Ve —5 1 s 4]
f'“(“]) - u == f}g(“l) -+ 0 =
7, () 1 fLY2—8) 9/ (0)71 7@ J ) S 4V2=8) A+ 0 7], (4,08 —00

Curbele (C,) si (C,) au singurul punct
comun M, cum se constatd imediat prin
eliminarea lui a, intre ecuatiile lor, Intru-

& | F[//

/ oit in (23) a, + 24, — 1 =10, pentru ca
Py(s) sd aibd riddcini pozitive, este nece-
( sar ca in (23)

@11
23 + (1 — a)a, — 265 >0 (26)

Se va construi deci in lig. 3 curba
M, q, (C,) plin si curba (C,) de ecuatie

0 My ty

Fig. 2 — Coordonatele punctelor :
- !

Mgl3 — 2V'2, 0), ﬂ[w(; , n] si

My (3 -+ 2 V2, 0).

208+ (1 —a)a— 207 =10 (27)

~ punctat,
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Se deduce de aici

j;a(al) = oy

o =Tl =< [L — @ + /T = a2 + 164

—1+12¢, + o> — V(1 — a2 + 166

2V — &)® + 16a

*
=1
M,
(@)
04|
’/
o MM, ! s
il (5’0) My %
Hig. 3 — Coordonatele punctelor : = l _4_ 2
P FoMy | 7 ) M = ) Melli 1),
[T £ 5 =
P KTJ' My(3 — 22, 0), M,(YF — 2, o).

Tabelul 12

y 0 2 Vﬁ -9 s (
f]:;(“l) — 0 e |
— |
figle) 7Y 8 Va1 — 9) A |'
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In desenarea fig. 3 s-au folosit urmdtoarele observafii :
1°, Minimele din tabelele 3 gi 12 sint >i2.
T

2°. Curbele (C,) si (C,) au singurele puncte comune M; si Mg, cum se
constatd imediat prin eliminarea lui a, intre ecuafiile lor. Se constatd
deci pe fig. 2 si 8 cd in punctele M pentru care P,(s) are rddécini pozitive,
2ai— a(1 + aj)a, + (1 — a)a? >0, in care caz (25) se scrie

md L
i — 1 - Zuy 4 ( + )y
A |—x + (a, + a?) :

— =0, 29
B iy / Bu‘]‘ - a?(I + ay)ay, + (1 — nj)ug ( )

unde x, $i v, sint raddcinile lui P;(¥) din (23). Ayadar

Pentriu ca ]';(s) din (22) sd aibd rdddcini pozitive, este necesar
si suficient ca relajiile (26), (29) st R=0 cu R dat de (11) sd (30)
[ie indeplinite. :

Ori, (23) da

2% + (—1 + a)a
PS (“2 =i a'z) 1 21 ( =2 5| T
L . 2a; — a (1 + a)ay + (1 — a))ay

4a] ag(l — ay)*ay + a3) (ay — )

20t — @21 + a)ay, + (1 — a)ayl? :

2@? + (=14 ay)ay e L

A a2 e
(@ + I) Za‘: — a?(l + aay + (1 — rr,l)aé 2

; 2 :
a‘ll(a.2 — 2a;)% + u‘I’2 aé(cr.z — day)) + apap(da, — ay) — ag .

2(a, — 111)2[2{7-‘1; - a.'f(l 4 oa)ay + (1 — (nl)agi

= (1 — @

Spre a stabili semnul acestel ultime expresii, se va construi tot in fig. 3,
cu linii intrerupte, curba (C;) de ecuafie

aday — 2y)? + aaj(a, — 4a)) + ayat(da, — a;) — ay = 0. (32)

% - [ . . o P
in acest scop, se va fnsemmna 1 + 1 = —* (@, — 2a,); (32) se scrie atunci
ty

B(rff — (12 + 6u + u®a, + 2 + 2u + 3u® + 42 =0,
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Asadar
ay = f,,(u) = __[19 + 6u  ut + (2 + u))/32 £
I T
= f () — L [2H+eutwt @4 w3z
15 2 8+ 2u 4+ w4 (2 4+ w) v32 -+ 1}7
j 1 TR
a; = [ (1) = n [ 12 + 6u 4 w? — (2 + u)V/32 F ’Hz]
21
ay = f]"(,”) . L [12 + G+ 1 — (2 4 ) '\/ET{T{]Z
. 2 8 2o + u? — (2 4 ‘\{3"—&—1:-4
day  p 1 o —
i[ s f.(0) = AVSO = lll» + u + w4 (3 4 u) V32 F 11.2]
din ‘ (33)
1) 5= =212 4 6w+ w2 4 (2 + 0 V3T ] x
192 + 98u + 30u* 4- 3® 4 ot & (34 - Ldu + 3u® L u®) V32 F P
[8 +2u + a2+ (2+u)\V32 + w2]® V32 L
day 1 . - TR
A = fgl) = m{f (16 + uu2) + (34u) /32 + 2
d(i’—g - A ) D)
i3 . = i /17(:1 = 2 [12 + 6u + u — (2 + u)Y32 F H2] %
— (192 + 98u + 30¢® 4 3u® + u') + (34 + 14u + 3u? + ud) \/32 4+ u?
[8 + 20 + u? — (2 4+ u) \/ 32 4 uﬂg \/-'072 + u?
Tabelul 13
" — o 1y — (3 - \/5) 1y —2 o0
diy 7 g s
du —fl'*(u
ay(u) = f, (u) —e@ A fo ) P f”( 3+V8) 72 0 2 1 72 w
da,
. = fh(rr) s i = {] J-
‘ tg(1) = [, () = 8 A () N T @ b A1 A ®
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Tabelul 14

= (3 = \/_5} g iy 7

day
e *fm(”) e 0 +

Gl =f ) | @ N 1N gl N S (= B=VE) N fu) A S A

day f 0 0
== g =
2 — 12t B .

AL ) A f () S

az(“)=fu(“') @ 1 f].,.(’“'a) 7 + o0

in tabelele 13 si 14 u, € (—3, —2) este rdddcina polinomului P;(u) =
=0+ 3u® +2u + 2, w;€(—1,0) a lui Pglu) = ud 4 2u* 4 40u + 8,
iar wy, < —6, uy € (—2, —1) si u, € (0,1) ale lui Pylu) = u® + 9ut +
+38u3 4 22442 4 224u — 4, care are doudl rdddcini complexe, pentru
ci P;’(w-} >0 pentru orice u > 0.

Pentru completarea figurii 3 cu curba (C;), se vor face urmitoarele
observalii :

1°. Curba (C,) are o asimptotd de ecuatie a, — 2(a; — 4), iar curbele
(Cy) si (C;) nu au asimptote la distanfd finitd.

2°. Curbele (C,) si (C;) au singurul punct comun My, cum se deduce
prin eliminarea lui a, intre relafia (32) si fiecare din relatiile (14).

3°. Relatiile (33) spun cd tangentele in M, la cele doud ramuri "tle
lui (C;) au respectiv coeficienfii unghiulari 1 si I
=2 Lxf|x] << 1), se obtme pnu

4°, Daci se face in (33) (IT), u =
2
oy = =% —|— — .

= . ks
dezvoltare in serie a =1 —x + — +.
3
care caz (28) dd cu valoarea obfinutd a lui 4, ¢, =1 — ¥ + —2:'(~ s 5 o
1
asa i in vecinitatea lui M, ramura in chestiune a lui (C;) se afla ,sub”
" i 1 :
(C,). Dacd se face tn (33) (II), # = — — (% ), se obtine a; =
x

(1 —dx + 148 — 1607 + ...), @y = — (L —6x+ ...), in care
X

: 252
caz (28) dd @y — — (1 —dx + ...
(C;) se afld, atuncixcind a, — o0, tot ,,sub” (C,).

5. Daci se climini pe a, intre relatiile (27) si (32), se obtine relafia
a8(l — a,)?(1 — Tai + 243) = 0.

), asa cd ramura in chestiune a lui
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Se constatd deci pe fig. 3 cu ajutorul lui (30), (31) si (24) cd : daci
punctul M se afld in regiunea R, marcatd in fig. 3 prin puncte sau pe seg-
mentul (deschis la ambele capete) MM, f;(s) are doud radicini pozitive
(evident simple, cum se deduce din (23)). Daci M se aflj pe segmentul
MM, (deschis in M), 1,(s) are o rddicind pozitivi, in care caz tabelul
156 spune ci acel segment nu aparfine domeniului D.

Dacid M se afld in regiunea Ry, marcati in fig. 3 cu linii verticale in-
trerupte, f;(s) are o singurd rdddcind pozitivd, in care caz se deduce din
tabelul 16 cd /y(s) >0 pentru orice s ~ 0.

Dacd M se afld pe semidreapla M 4]1/? 5 (D) dd f,(s) >0 pentru
orice s > 0% Dacd M se afld pe portiunea (deschisi la capete)
@a a lui (Cy), f;(s) are o raddcind dubld pozitivd ; in sfirsit, dacd
M se afld in orice alt punct din cadranul | aflal ,,deasupra” (34)
dreptei (A) si a dreptei de ecuagie a, = iﬁ, sau pe una din aceste

™

drepte, atunci f;(s) >0 pentru orice s > 0. In aceste cazuri,
pentru orice s >0, fy(s) > £,(0) = 0.

Tabelul 16

Tabelul 17

l s 0 5 w0 | ’ 3 0 L Sy [7s} |

| -

fals) +0 = }| A9 + 0 —o .

02 £ W 2o 20|
MY Va2

| 7 .71: 1
‘ S0 | OPLs) A7 = = = 0|

lj £

Tabelul 15

S 0 i .
fz’(s) — 0 53

o as a

L0 10 N AE 2 T Of

Se poate deci presupune ci punctul M se afld in regiunea R, sau pe
segmentul (deschis la capete) M,M,, in care caz tabelul (17) spune ca con-

4
*) Intrucit se constatd imediat ci daci — = a;p < 1, se are pentru f,(s) tabelul de vari-
2 1 2

atie 16, iar dacd a, = 1, f;(s) == 0, deei fz(s) = fa(m =510),

19
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difia necesari si suficientd pentru ca fy(s) =0 pentru orice s >0, este
fa(ss) = 0.

Se va considera deci pe s, dat de (22) ca o funcfie de a,, in care caz
(B) i (22) dau

1 o g
Jy(s3) = fm(“z) — = W{ daj + dajag — (L — ay)"aj +

1
120} + (L + a)ay]Vaf + 4020 — a)ey + (L~ by + a7 +

+ arctg _ﬁﬁ{ 243 + (1 — a2)a, — 2a2 + (85)
+ (L — a)V4at + 4021 — ay)ay + (1 — 6a, + a?)a }2;

Ori, (35) si (34) dau
1@ —2ay) = (s5) I < 0; } "
@) = sy > 05 D) = 65 |ME;4520*’- ] |

De altfel, aceste inegalitdfi se pot constata si direct, pentru cd (35) da
— M=o VoTH s ety 1oy g,

frolar) = fm(l — 2a;) = 20,(1 — 20, 5,
: _ U a1t day) 2l
.‘,]Q(al) - 2{1?(1 = 2(!’1)2 V + ul
1 2 ;
deci pentru % WAL = < seare
[iglar) < fm(%] =05 fola) = fle(fﬁ(ﬂ'l)) =
Ve VT e 4 oarctg L3 Va Ty (Ve
— eV =1t 2V + arctg S Emy
foolay) = @ + Va) (— 1 + 2 Vay) \/—_1+2Va_1 =
o 2“?(* 14 a +2 vﬂx)

1
aga ca pentru 7 <= @y <. 1 se are

1 S _‘L
altn) = g (5] =03 fults) = glan) =5 — = = 0 pentru o, = =

*) Tu (36), s, nu figureazd ca rddicind a lui fz (s), pentru ca dacd M se afla pe MIM-,,
M Mg sau M M, f;(s) nu are doud radacini pozitive, ci ca o valoare a Ini s > 0 dintre cele

amintite in (34),
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Se va face in (5) $i (22), a, = — si se va considera pe s, ca o functie de 4,
2 &

iar pe fz(s) ca o functie de a;, si s: 1,(s) = [,,(a, s); in acest caz (35)
s,

; 4 ‘ = af,,(21, 9) .
da / [;2*] = [t $2) = [play) si fpi(a)) = 'ZZT - ALY aa, =
= Dl = SZA(I —= ~———”—¢) >0 asa cd dacd M se afld
ay i ay(1 -+ s3) n% oy (rzsg
pe segmentul M,M,, deschis la capte (fig. 3),
4 4 , [ 4 .
hal ) = tula) < hu() = fu () = (37)

Se va considera pe s, dat de (22) ca o functie de a, si se va insemna in (5),
£,(s) = /,,(as, 5). In acest caz, (35) di

Bfm(agJS) + ]‘,,(52) fiig - afﬂ(aa,s)

2 ‘ R
Ay LA day ity -

f’m (CEZ) -

syl + s3) _
o=+ /‘ “.

2[251-? 4 ag(1 + s,_Z,) + 24, _\/;?'_!_ ay(1 + sg)]\/ a? + ay(1 -+ sg)

Se deduc deci de aici si din (36) si (37) tabelele 18 si 19

Tabelul 15 Labelul 19

| 4
s o(aty) Jilay)

4
e | £t —2a) 70 (f (@) | f,s(uﬂ)'fw(—z) A0 2 £ (fsla)

; ; 1 1 g . 2 4
valabile respectiv pentru - <y =_—-— 5§ P ity
= K

™

, ceea ce

I

E

kg
Impreund cu (34) spune ci :
Dacd  polinomul caracteristic al ecualier (1) are rdaddcini |
4
» Jols) >0

2

. .
complexe, atunci tn cazul a << a, = S 6 =

K

: 4 1 4 " ;
pentru toli s >0 in cazul - <y <—, dacd 1 — 2a, < a, <
4 2
1 o 2 ; . 4
< wfay) pentru 7 < =———, respecliv dacd —

2 i ™

<a < | (38)

1 2 4 . . .
< ofay) pentru — — - ;<< ay < —, existd valori ale lui s >0
2 ™ 2
e Jo(s) < 0; 1ar dacd a, == afa,), fo(s) =0 pentru tofi s >0,
a(ay) este vdddcina mai mare ca 1 — 2a, a functiei de variabila

ay @ figlas) din (3D).
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Dack @ = =, a, = —, (9) dd Pyfs) = %11 > 0, deci pentru s (0, 1),

45t
— = = 0,
52){9 -+ 7s? +(3+52) m}\/g + 8s*
1

deci pentru s >0, £ (s) >]‘1(0) =0, asa ci (4) spune cid « (I) =
Aceasta, Impreund cu (21) si (38), dovedeste punctul I al teoremei.
II. Punctul IT este dovedit de tabelele 8, 18 si 19.
III. Se va face in (17), @, = «(a,), in care caz accasti relatie d& E (a;) +
— Ey(ay) = 0, unde ;

Ey(a;) = _1/%— {“ lay — 4“?“(“1) + 1 — &) %3(a) +

L

+ 22 + (1 + a)a(a) ]} dat + 421 — a)a(a) + (1 — 6a, +;a?)oc2(al)}2
Ey(a)) = aya(ay) In 4a® — aya(ay) In (2a§(1 — &) + :

I

+ (1 —day— a2 afay) + (L—ay) Vdat +4a2(1—ay)ulay) + (1 — 6y + ) o(ay) +-

T3 ﬁ{m;a — 2a; — @) + 4a2(1 — a,)(1 — 3a))a(a) + (1 — 8a, + 14a? 4

+ af)o2(a) + (1 — a;)[2a2(1 — ay) +

+ (L — da, — aulay)] Vel + 4030 — a)a(ay) + @ — 6a | a)a(ay }i_)
Daci nu s-ar avea lim w(a,) = oo, atunci ar exista un numir fix M

a0
cu a(a;) << M pentru orice a, < i—. Pe de altd parte, conform lui (21), pentru

1 —_— e -
ay < %, a(a,) > ?,de unde se deduce imediat c4 lim E,(a,) =0 $i ci pentrua,
B a0

destul de mic, E(a,) —e, unde € € (0, %, poate fi luat dupi voie,

1
- 2y 2
ceea ce contrazice, pentru valori destul de mici ale lui a,, relatia E,(a;) +
+ Ey(a,) =0, care definegte in (17) pe «(a,) si dovedeste punctul III al teoremei.

3. In acest punct se va prezenta in mod geometric teorema 1, prin
construirea curbei (C) de ecuatie @, = «(g,) In planul P, care este evident
frontiera domeniului (D) definit la punctul 1.

g 5 ., 1 : :

1°. Se deduce din teorema 1 ci: daci 0 < ay <:, ecualia curbei

. « 1 4 : . ]

este f (a4, ay) = 0; dacd " < = ecuafia curbei este fooltr, ag) = 0 ;

w 4 . ; 4 §
dacd a; = =y ecuatia curbei este g, = = curba trece prin punctul
T ™ :

M, ( >, l}.
4 2

S-au insemnat cu f, (a5, ay), f,,(a1, ;) respectiv expresiile /(a3), [, ()
prezentate in enunful teoremei. Curba de ecuatie [,5(@1, as) = 0 are in

25 — Studii §i cercetiri de matematicd I11/1903.
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2z

. 1 : : o & :
intervalul |0, = al lui @, o singurd ramuri ,,deasupra” dreptei (A), cum

se constatd pe tabelele 7 si 8, iar curba de ecuafie Jy(@ @) = 0 are in

A 1 4 v e . < v ) -
intervalul 2’ | 1ardsi o singurd ramurd ,deasupra’ dreptei( A), cumn se

constatd pe tabelele 18 si 19 (daci se ia in tabelele 8, 18 sau 19, a, > /5(a).
atunci f (a,) din (17), respectiv }1s(@) din (35) iau valori complexe). Ordo-
nata uuni punct de abscisd @; de pe aceasti curbi (C) este « (g,). Ra-
murile in chestiune admit, de exemplu, urmitoarele reprezentiri para-

metrice simple :

= __1—s 201 —s) 4+ (1+s)lns
| o= 10 Ins 1—+ 1+l
. - __(1_3)2 1 —5242slns
i u2 - m(al) i fzs(s) S s ln¥s 1 — g2 + (1 + sﬂ)]ns
s€0.1);  aefo ).
- _ 2(1 — coss) — ssins
l e _fzg(s) s(sin s — s cos s) l

2(1 — cos s)(s — sin s)

s¥(sin s — s cos s)

J
] a — afay) = 1,,(s) =

1 4
S € (0, TC) Gy E(:! ?J.
Agadar
Pentru intiia ramurd avem
da, ‘ . 4sf, (5)
= ) = 10251 — 52 + (1 + s%)In s]°
5]
_ (1—=s)3(1 4 9) 1
F4,\8) = ~i—§(1 — 51 4 s+ s¥)lns +
+ 71; (1 —s%)(1 4 4s + 52) In2s 4 In%
&3
dag g\ 1 —s* da; d*a, 1—s24 (1 + s)lns
e = E T T rA
1 s? In%s—
ds
iar pentru a doua
da, Til8)
— 8 =
ds f”( ) s2(sins — scoss)®
{,,(s) = — 2 sin (1 — cos s) + 2s(1 — cos s)(1 + 2 cos s) —
— s%in §(2 4 coss) + s3;
dag ' 2sins day | day g sins—scoss
" =T e da® R

ds

!
;,
J

(39)

(40)

(41)
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Deci
Pentru s € (0, 1) avem
2s - 1— s
S = 3 —u——;
£.,(s) e =3
' (-9 . —n ¥ )
i) = g =0 Tel) <) = 05 ) <05
: ’ 42
Ful) > 1) =05 ffs) > 05 ffs) <0 42)
E—8 g 11— s2)2 - o
fals) = Tus + 12205 fls) = :[1 = sa] sl f 18] = £ () <=0,
1—5s24+ 1+ s¥lns <0,
iar pentru s € (0, «)
i fs) _ F35(8) g3 sin § ;
b 25(1 — cos s)(2 + cos s) 2 4 coss
g 1 — coss )2
el W
5(8) [2 = 0) % .
f5(8) > 15(0) =05 fils) > 05 [ (s) >/,(0) = 0;
f;s(s) =0 f;ﬂ(s) <0; [f,ls) =sins—scoss;
fgls) = ssins >0; -f (s) >7,(0) =0.
Tabelul 20 Tabelul 21
§ 0 1 § 0 b1
d. . day ,
L = o) + =L = fol®) +
. 1 1 4
a(s) = f,(s)| O A = o) =76 | T a g
‘dag g day ,
d_:=f23(5) - 2= =f30(5) =
' 1 1 4
“a(s)=f28f3) L N 2 “3(5)=f39(5) ? N ﬂT
i B —2 a2y —2 0
da, day o
dga2 B dgaz
+
da? B i pe da?
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Tabelele f‘.)JO st 21 dau asadar pentru frontiera (C), forma din fig. 4 in
‘care ramura MMy are ecuafia [, (a;, ay) = 0 §i ecuatiile parametrice (39),
far ramura MM, ecaafia [, (a;, a;) = 0 si ecuatiile parametrice (40). Do-
meniul ) este marcat prin puncte.

o T A .
] VE- . Intrucit, cum s-a observat mai sus, pe curba (C) un punct de ab-
scisd g, are ordonata a(a,), s-a demonstrat

TrorEMA 2. Perechea minimd velativ in raport cu a, este reprezentatd
de perechea (f,.(s), [,,(s) din (39), unde s parcurge intervalul (0,1) cind a,

; 1 -
parcurge intervalil ((}, T])’ de perechea (f,(s), /,,(s)) din (40), undes parcurge

intervalul (0, =) cind a, parcurge inlervalul (l, i} st de perechea [al L )
4 a2 ]’ P
T

cind ay, parcurge intervalul [ii oo} Cind a, — L, perechea este ( L i)
w A a'z)
a, .
- D,-
M(E ) "
0 a,
Fig. 4

o 4 o . s —— o . :
: 3°. Se constatd pe fig. 4 cd o pereche minima relativ in raport cu a,
este totodatd pereche minima relativ in raport cu a,, asa ci s-a demonstrat

TrorEMA 3. 1. Perechea minimd relativ in raport cu a, este perechea
(B(ay), ay), unde functia p(a,) se defineste astfel :

g 4 .
1° Dacd a, = —, atunci P(a,) = 2.
i i

o v 4 1 ; o
2°. Dacd 5 < a, <E' atunce ((a,) este rdddcina functres f glas) din
enunul teoremer 1, consideratd ca funciie de a.

o v _ 1 . 1
3°. Dacd a, = - atunci B(a,) = T

, ¥ 1 -
4°. Dacd a, > 3 atunci B(ay) este rdddcina funcfier 1,(as) din enuntul

teovemer 1, considerald ca functie de a,.
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11. In cazul 4° se are lim P(a,) = 0.

a;—+ &

si
TrorEMA L. Pevechea minimd velativ in vaporl cu ay esle reprezentata
de perechea (f,,(s), f,o(5)) din (40), unde s parcurge inlervalul (-, 0) cind

a, parcurge intervalul [iﬂ, —;—) s de perechea (f,,(s), f,,(s)) din (39), unde s
¥l

parcurge intervalue (1, 0) cind a, parcurge intervalil (—2—, oo]

: 4 4 4 ; i 1
Cind a, = —, perechea este (—, |, 1ar cind a, = -, perechea este
? e 2 w2 '

2
11
[e2)
1°. Se constatd tot pe fig. 4 ci perechea minimd absolut in raport
4] si ci o asemenea pereche nu existd in ra-

cu a, este perechea [—f; =
port cu a,.

5°. Se va observa ci pentru construcfia curbei (C) nu era nevoie de
formulele (39) si (40), pentru cd O. Aramai a stabilit [2] cd domeniul

D este convex, aga ci in acest caz teorema 1 spune cd curba (C) are forma
din fig. 4.

%, In incheiere, se va stabili perechea minimd in raport cu citeva
functii de forma cea mai simpld. Procedeul diferd de cel utilizat in acelasi
scop in [1] si foloseste reprezentarea parametricd (39) si (40) a perechilor
minime relativ.

TrorEMA 5. 1. Perechea minimd in raport cu funclia [(ay, ap) =
— a, + a, este perechea

o8 G 1
(L + coso)(l — 2coso) ‘ 2(1 + éose)(l — 2cosa)

vgw . . ™ )
unde o esle rdddcina din intervalul [E' n] a eciatiel
s = 2 sin s.

I1. Perechea minimd in raport cu functia f(ay, a) = a,a, este perechea

L
()

Demonstratie. Daca functia f(a,, a,) este definitd pe toatd mulfimea 4,
deci in tot domeniul (D) din fig. 4 pe si frontiera (C) si este crescatoare in

raport cu a, atunci evident ci eventuala pereche minima in raport cu

aceastd functie este perechea (ay, a(a,)), unde Hay, «(a,)) = min f(a,, 2(a,)),
>

0
iar «(a,) este funcfia definitd in teorema 1. Conform lui (39), (40) si puncte-
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lor 2° si 4° ale ace'sf:ei teoreme, se are deci in cazul in care functia f(a) =
= f(ay, #(a;)) admite un minim un intervalul (0, oo)¥) i

min fo(a)) = /, (@) — min { inf f[7, (s), / ()],

| a >0 €(0,1)
(3t 0 1090, it e, L) i

O conditie suflqenta pentru ca f37(a:1) sd admitd un minim in intervalul
0, o0,) este evident urmitoarea :

1°. Sau toate trei infimurile din (43) sa fie = f(i =2
=4 2)

2°. Sau, dacd cel mai mic dintre infimurile din (43) este l

S— P i . 5 T ;
mai mic decit / [:, E] atunci el sd fie ating in intervalul ‘ )
deschis respectiv. J
s ’ [i] :
Se va insemna cu fa, a)(i =1, 2, ...) diversele forme pe care

le va lua f(ay, a,) in (43) si cu

F0(8) = (), 115 £2s) = 1911, (s), 1091
fii)](a}.) = fm(‘h: i]

2

o
|

F=1,2 ...).

Cu aceste pregatiri, demonstrafia teoremei este imediati
I. Daca fi i '
acd fi(, @) = ay + a,, (45) si (41) dau

6 = 1™ cw ) =tns 4 ! =,
asa ci
) = = (L =5 ) <05 [,(6) > 1) =0; [I(s) = 2= 28m
deci (42) dd fi(s) < 0, jW(s) > (1) — ju (% %) (tabelal 20), asa ca
D et =M 2] (16)

(* Dacd f(¢;) admite in (0, w) mai 1 i
: " 4 ; —_—
B e ol ) multe minime, se va infelege prin suinim in inter-
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T abelul 22

s 0 S5 Z

£l (s) - 0 ia

Mo | oo N gl S e

in tabelul 22, /¥ (0) = /" E %] (tabelul 21), iar s; este radicina

din intervalul [I;.L '.rr.'] a ecuafiei s = 2 sin s. In cazul nostru, in (45),

(1 4 5 inf U = B m(i,1y_3

fio (@) = ay + Py aga ca 111f4f40 (@) = Py =1 (Z E] "

ay 25?

Se deduce deci de aici, din (46) si din tabelul 22 ci condifia 2° (44)
este indeplinitd, in care caz se are in (43) cu ajutorul lui (40)
= 1

_ cos S5 @y = FolSs) =
] 2 30\"b 2(1 + cos 55)(1 — 2 cos 55)

@y = jzg(s-i} ks (1 4 cos s5)(1 — Z2cossy)

adicd punctul I al teoremei.
II. Dacd [™(ay, a) = a, ay, (45), (39) si (41) dau

(21 - (1 —s)? 1445 + s* , )
f;;g (8) = — sin®s 1 —s* 4 (1 +s¥)Ins faa(s)fﬂv(s) <0, cum spune (42);

iar (45), (40) si (41)

(2]’ ) 2(1 — cos s)(2 + cos s) . 0
fao (9 si(sin s — s cos s) T35 () (8) >0,

tot conform lui (42), asa ci conform tabelelor 20 si 21

inf f2(s) = inf [Z(s) = fm(l, l). (47)
sE(0,1) s & (0,m)

» b 4 "
Pe de alti parte, in cazul nostru, in (45), f)](ul) = —a, aga cd
k3

s 16 1 1 4 3 a
inf fim) =35 >3 =15 g} coce ce mpremnit e (41) spune oX
ﬂléﬂ—z

cpe 2 Sl R A - 1 - 1
condifia 1° (44) este indeplinitd, in care caz in 43), a; = TR= ceea.

ce dovedeste punctul IT al teoremei.
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TEOREMA 6. Perechea minimd in raport cu fumctia f(

este perechea (40) ou s = ¢, unde ¢ este radicina din tntervalul (E T
ecuatier ' J s

y
33_2 COs §

- s* 4+ 4(1 — cos s)s — 4 sin $(1 — cos s) = 0.

istvals s ol
Demonstrafie. Dacd [*(a;, a,) — ai + a3, (45) si (39) dau

. 21 = 5 fo(s)

i 0—s4+(1+s)In s Inds 42(3) '
: {
Jpl8) = o 1 — %1 + $) + % (L — s)’ms 4 2711 ; * In2s 4 Insg I s
S
iar (45) si (40)
[3)° e 2sin s .
o ) = e Tl o) |
(19)

fols) =9 —p L0085 o _
ol sins + 4s(l — cos s) — 4sin $(1 — cos s). J
Be poate constata imediat ci pentru s € (0, 1), /() = (5 1}
¢ T —, — .

4’ 2

pentru cd se deduce din (39) si (48), respectiv (40) si (49)

(3] = (3
fsg (sg) = fM(Ss)J 39] (sn) = f45(311) (50)
unde sy, sy, sint respectiv eventuale ridicini ale lui fal8), F.(s), iax
1 43 ]
Jls) = —HB=9 1-St2ms |
sty 1 — 2 4 o o s¥In s '
1.08) =4 (1—cos 5)*(s — sin s) { %
4 si(sins — s cus g) J
Asadar
f“(s) -y 1 —s*+(1+sHn s1%Inss f' (s 5 (1 — s)*
2(1 — s9)° T TS )
(1 — 5)°(7 + 105 + 7s?)
| (1 — s)(1 + 75 + 85 4 TsB4 o4 5
251 + s)° B8 s(1 + )3 ) e + In®s
Fols) = — e’
47 (1 — )%t + 35 + 10 + 351 o3) 1al5) =
_g (1 — s3)? 3 = i
e e e (1 s)(1 +s) ~In s — In2s.

1-f-3s+105"’+3-53+s“ 2 14 3s + 1082 L 357 | g

28

M, ay) = a? + ay
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25(1 + 3s + 10s® 4 38 + s)” f.(s)
lels) = —7 1215 + 56 + 159s% + 3845t + 15955 + 5650 | 2157 4 4s®
3 (1 — sB)(1 + 8s + 4152 + 44s? + 415! 4 85 4 s8) i T,
4 &+ 21s - 565% = 15957 + 384s! + 15955 + 56s% - 217 4 4s%

}r’ (?) o (1 — 5)* [16(1 + s'2) 4 265s(1 -+ s) + 2477s3(1 + s)|
- s(4 + 215 + 5652 + 159s% 4 3845t 4 159s% 4 566 + 217 | 4s¥)2

(1 — )4 (13 047s% (1 + s%) + 43 552s* (1 + st) -} 95552 (L - s%) | 125 63858 -0
s(4 -+ 21s 4 565% | 159s% | 384gt | 15957 - 560 2157 | 4s8)2 ’

deci pentru s € (0, 1) :
Fo(8) < fasl) = 0, fils) >0, [.(s) < [,,(1) =0,
Fols) <0 f(8) > 1,010 =0, [uls) <0,
Fals) > 1,0) = =

in particular, pentru o eventuald rddacina sg € (0, 1) a lui f (s), se

are [, (sg) > -;— Ori, conform lui (42), ;:](s) din (45) este continud in in-

tervalul (0,1) si lim fé‘?(s) — oo (tabelul 20), asa cd pentru s € (0, 1),
s=0

[3) (3] _ 481 1) _ 5 .
R > =m0 ) =% (52)
Se mai deduce din (1)
- 2
__ .5 lsins —seoss) p .
fgls) = w2 BT —
- 1 — cos 1 — cos s)(5 4 7cos
— d & gHE o ( cos s)(& + 7cos s) 5t
1 - coss 1+ coss
- 525)
4 g2 (1 — coss)(3 + Tcos s 4 2eoss) g (53)
sin s(1 + cos s)
. (1 -+ cos 5)2 ! i
.’50(8) = P 2 49(S) .
(1 — cos s)(4 + 3cos s 4 2 cos®s)
. 3simds 3¢ (1 +coss)sins e
4 + 3cos s + 2 cos?s 4 + 3cos s 4 2cos’s

_ 3sin (7 +19cos s + 8eos?s +2costs) —s(35 +-24cos s +20cos%s +21cos¥s - Beoss) <0

(4 + 3coss + 200525)2
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pentru s € { %, ‘n:), pentru cd dacd coss € (—1, 0), se are evident

3(7 +19cos s - 8cos?s 4 2cos3s) < 35 + 24cos s + 20cos?s + 21cos8s -Bcosts
§i 30 + 24 cos s - 20cos?s -+ 21 cos?s | 8 cosls —
= (1 4 cos s)(35 — 11 cos s) + cos®s(31 + 21cos s - Séosgs) > 0.

Asadar, pentru s € {—725 7:) se are

fsu(s) < f50 (_;E']:*I_((s ‘f‘%ﬂf“—?g] <0,

4

5]

f;g(s) <0, fﬁs(s)_ < Jag (323') =40 T - % n2ﬁ%n < 0,

fuls) <O 1,00) < fy[F)=Z(r—2) <.

I ticul entru i radicini T : ; 1
n particular, pentru o eventuald radicind s, € (3’ n:) aluif, (s) 45 (s11) <;-

Agadar, valoarea lui s care di eventualul minim al lui 13Na,, ay) se
afla printre eventualele rddicini ale lui 145(s). Ori, (49) di

fal(s) . 1 4 coss ](;3(3) = 4 45 sin s cos s _ 8sin®scos s
1 4 3cos s 1 -+ 3cos s 1 4 3cos s (54)
B (1 + 3cos 5)*f5,(s)
2(1 + coss)(—1 + 7coss + 6 cos?s)

T5(8)

g T BaE o 2 + cos s — 3cos?s — 12cos? s
(1 + coss)(—1 -+ 7cos s + Beos?s)
f‘ (S) _ (1 — cos s)(1 + Bcos 5) Pyy(cos s)
52 (1 + coss)(—1 4 Teoss 4+ 6cos?s)®

cu Prg(x) = 27 — 5x + 110x* 4 18043 | 4844, asa ci Py(x) > 0 pentru
orice x =0, iar Py(u) = Py(—u) = 27 + 5u 4+ 11002 — 18043 + 48ut,

Tabelul 23 : £
u 0 uy iy 1
Py (w) + 0 -

P |5 7 Plm) N 0\ -—123

Pyw) |27 A~ Pyy(uy) N 10
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in care tabelul 23 spune ci Po(x) > 0 pentru x € [—1, 0]. Se va insemna

_ " =3 = b i
Cu §g = arc cos % & (0, 12'»} in care caz (54) dd fﬁz('rr — §g) = T — S§5— ‘3—\/2-

— £ \ G 71 .
Ori, cos §g :% > cos71° =10,32566 ..., asa cd s, <E , deci

— 109 4.5 5bH
e Sg) >—15 ™ 3‘/2 > 0. (55)

. x =7 73 ™
Se deduc deci tabelele 24 si 25 in care s; = arc cos ——T';i—: € (O, —] :

2
Tabelul 24
_ s TU_ 57_ = g Sy T — S 519 ™
: - S —
f5lo) - 0 -

f1(9) + 0 5 0 +
ﬁ:@ o 7 L N0 N Foo N Sl Ao
[f.;g(s] % 0 _ |
Tubelul 25
s 0 % 5 o -
Fi + 0 ¥ )
Za ) | 0 7 Lale) N 0 N —®
736 - - 0 -
i 1 1 s e 32
/Bl | F3I0) =£3 (;. ;) N fBls,) 7 f 3w = —¢







