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1. Fie (F, o multime de functii definite in intervalul [a, b] si continue
in acest interval. Mai presupunem despre multimea (F, ci este interpola-
toare de ordinul #, in [a, b], adicd este indeplinitd conditia :

(I,) oricare ar fi sistemul de n# puncte disctincte, %y, %z, .« ¥n, din inter-
valul [a, b] si oricare ar i numerele Yy, Yoy« - s Y existd in (F, o functie
si una singurd o(x), astfel ca ¢(x)=Yi 41,25 ooy M

I
Numerele y; sint intotdeauna valori ale unei functii f(x) definitd pe punctele

%, =1, 2,..., n. Pentru a pune in evidentd acest fapt, vom mnota functia

o(x) care figureazd in formularea proprietatii (I,) prin simbolul L (%, %s,. . .,

. %ni [ M)
Fie g(x) o functie definitd in intervalul [a, b] si fie

B .. M= (1)
un sistem s de /=n-1 puncte, unde ¥, este un punct fixat in [a, b]. Con-
siderdm numarul

I—n+1

v[%g; s]=0[%; %1, Xa. - ) %)= 2 | L%k, Fhettse o o0 Yoetn—1 3 8 | %) — %
k=2 ("‘)

— Ly(%k—1s Xk = -» Xtn—2: 8 | %) |-
In formula (2), v[#,; s] depinde de X si de sistemul s de puncte (1). Dacd

pentru x, fixat, considerim mulfimea {D} a tuturor sistemelor de puncte
s de forma (1), obfinem o mulfime de numere o[, ; s], unde sistemul de
puncte de diviziune s € {D}. Sa considerim marginea superioard exactd
a multimii numerelor v[%y; Sl cind s parcurge mulfimea {D}

Vig] = sup v[#x; sl (3)
%o selD]

" Observim cd V[g] este o funcfionald, care depinde de funcfia g(¥) i de

Xo
alegerea punctului %, Ea are proprietdti interesante, dar pentru cele ce
urmeazi nu e necesar si me oprim asupra lor.
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2. Definitie. Prin variat
2. tie. ariatia totald el in 1
velativd la mullimea (F, se z‘n,telege n:;?:;ci;;lf ) el L, 21,

b
F[@’} = sup V[g]

D G If'/ X€e[a,b] x
acd V [g] e finit, spunem cg 1
v gl e fimit, spunem cd g(x) este o Tunctie cu variatie mdarginitd relats
la multimea (F, in intervalul [a, b] 3
e

Cind n=1 si i

— mu S i

o uuii fun]ctiﬁli?e(?fiem mulfimea functiilor constante in [a,b)]

] ¢ _ f Cu variatie mirginiti " de

Pgpic 1 cu va marginitd { a

c]a;i % r?)gljcmjeu (F1 in sensul definitiei de maj sfs I e i i
ca obignuitd de variatie marginit el P

llii . - w . Si'w A

ii de variatie marginitd in sensul de mai sus con

definite intr-un interval

, In acel

o mulfime de functii, dupi : =1, se atageazi functiej
. ,» dupd o anumits r 3 : ctiel g(x)
g(x) functia d,(x), definits in felul yr meégtlélra: Pentru x, fixat, atasim luj

fD_\-,,(SL’}={ Lix;g| %) daci g4 =5 < n
i 0 daci ¥ =% (4)
nd x, parcurge intervalul [a, ], obti e

SR ge a, b], tinem o mulfime ii (4
ievine 12 ;r;z;cﬁzfmg;t(x) de a fi cu variatie mz”u'ginl}ti md[eafgl]ml;,c;y(% -
i Senslljﬂ c]aSieCa Iinulj:u:lm functiilor (4) de a fi cu vajriaf,ie )ea le fe
B n [a, b]. Extinderea in sensul de maj gal mar-
{ variatie marginitd prezinti interes pentru ci pugél?‘na 11(_)2{1111111
) evidents

1: € .I] orta ii 1 i ; e 1 eaz l‘,Sle

clas : ]1) l; llte de fLIIlC tll Cl]l(l Illultlﬂlea n S pal‘tICIﬂa iZ a

dE()Se_[)lt de lIleEIeSElllt CﬂLlll Cltl(] ( f— este mu 1 i e (9] i 10 : -
‘ 2n 1mea p h ameIDr trigono

3. TEOREM 1
& A 1. Dacd n =1 functis
e S L el y Junctitle mono ; i
sint cu variatie marginitd fatd de "7(_lJ in [a thone fatd de Fr i [a, b],
2 (s S |

Demonstratie) . Tie

» . entru fix: TP
citoare in [a, b] fat de (P fixarea ideilor g(x) o functie nedescres-

. Atunci i :
y ) = 1 , oricare ar fi x E[ﬂ,b}, vV .
—Ly(a; gl%) dar Vg]=sup fg(x) 0 [EF="gla)—
b x€ [a, b]

rezultd ca functi i Gt B
Demonstratia s;ea Igg)p%&::e I?argm}tal Efl deci concluzia din tebremé rezulta
functiile (4) 4n i ace g1 altfel, tinfnd se :
in ; ] ama de f =
ratl'Oilanléll)éuluilll?gzgiﬁi teforemeé 1, stut monotone pentru xipﬂfulfflacfgat?
; e in mo : % 0 su
din L esential faptul cji 2 o ol
(#1 nu pot lua valori comune in mici un 1}1111(35’(}1'1;1 tJ[uabeuuc;‘,n Gishae s
a, bl.

-

pu— ) xa
Ly(a; g|2)}. Pe baza definitiei monotoniei

' Functia f(#), definits in i

" , ta in int 1
daci pentru toat L etvalul [a,b] spunem cj este A fath de (F
semn constant §ieall:§;‘:ghcﬁdde puncte x'<x" din [a, b] difereugo;?zfglflfati .de L0 i:u [ab],
ea este =0 sau >0 spunem ci ]‘(;L’). este nedesél(':‘;c,r'{tlx | e

scatoare sau cres-

> 1 1 = =
cdtoare ar cind dlferenta x i —Ly(x ,?x’] este =0 sa pu m ca f este necresc
( ) ( ’ l S == u <0, Spune (Z’J S CIre
e
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TEOREMA 2. O fumnctie monolond fatd de (F, in [a, b], are numai dis-
continuitdi de spefa I-a.

Demonstratie. Fie g(x) o funcfie nedescrescitoare in [a, b] fatd de (F,.
Celelalte cazuri de momotonie se trateazi in mod analog. Fie %,e(a,b) si sd
considerim funcfia interpolatoare L (%, ; g |#). Fie Uy, 0 vecinitate a punc-
tului x, In cazul cel mai pufin favorabil avem :

g(x)—Ly(%; g|¥)<0 dacd x<xy ¥eUs,
si
g(x)—Ly(xy; g |%)>0 dacd x>x, xeUx,
S3 aratdm cd g(x) are limitd la dreapta in x, intr-adevir, oricare ar fi
sirul {x;}* | de puncte care tind dinspre dreapta cdtre x,, din ele putem extrage
un subsir monoton {x\,r};";l. In orice punct x>x, functiile L;(xv, ; g [%)
formeazd un sir monoton de functii, mérginit inferior. Acest sir converge
“uniform? citre o functie din (7, ¢(x). irul de numere § f(w, )}, este deci
convergent si are limita ¢(x,). Analog se aratd existenfa limitei finite la
stinga in #,. Cazurile x,=a si ¥,=>0 se pot incadra in demonstratia de mai
sus ca si cazuri particulare, deoarece in fiecare din ele intereseazd numai

o limitd unilaterald.

TEOREMA 3. Dacd n > 1, funciiile convexe, neconcave, neconvexe St
concave fatd de (F, in [a, b] sint funciii cu variafie mdrginitd fatd de (F,
in [a, b].

Demonstratie®. Ne bazim pe o consecin{d a proprietdfii (Z,), conform
cireia doud functii distincte din (7, pot avea valori comune in cel mult
n—1 puncte si daci existd efectiv #—1 asemenea puncte in [a, b], diferenfa
celor doud functii schimbid semnul in fiecare din aceste puncte. Concluzia
din teoremi rezultd printr-un rafionament analog celui din demonstrafia

teoremei 1.

TEOREMA 4. O functie cu variatie mdrginitd in [a, b], fatd de (fy,
n>1, este continud in (a,b). '

Demonstratie. Fie g(x) o functie care satisface ipotezele din teorema
(4). Fie x, un punct din (a, b). Dacd in vecindtatea lui x,, g(x) are una din
proprietitile de convexitate fatd de ea, e continud in x,, dupd cum rezultd
din teoremele expuse in [1]. In caz contrar, existd doud sisteme de puncte
X <X < H1 < $1 X<y . <Hp—1< %y astfel ca pentru un x>,
g(x) si fie cuprins Intre L (¥, %y, ..., %u—1, %o s gl%) si Lu(%], %0 -+ Xn—t, %o;
g|#). Consideram mulfimea functiilor din (7, care in %, ..., ¥u—1, % iau

respectiv valorile g(%,), g(%), - - -, g(%n—1), g(%,)- Dacd x>%,, diferenfa dintre
valorile in x a doud funcfii din aceastid mulfime trebuie si rimind mérgi-

nitd, pentru ci g(x) este cu variafie mirginitd fafd de (7, In [a,b0]. Rezultd

2 Uniformitatea convergentfei rezulti din proprietatea (I,), aplicatd cazului n=1.

3 Functia f(#), definitd in [a, b], este convexd, necoucavi, neconvexa sau concavi fafd
de G‘:nin [a, b], dacd pe orice sistem de n-+1 puncte din [a,b], #p<#y<...<¥,<¥,;p avem
f(’rri-lvl)_Lﬂ(xl' Fyye o1 ¥n s ” zﬂv}l)}r =, 5 sau <0,




| 316

. cd pentru x> x,, suficient de apropiat de x,, g(x) rimine cuprins intre valo-
. rile in x a doud functii din mulfimea mai sus considerats. Continuitatea
| la dreapta in x rezulti atunci imediat. Un rationament analog ne demons-
treazd continuitatea la stinga in L

4. O primi problemi importanti pe care ne-o punem in legituri cu
nofiunea de functie cu variatie marginiti introduss prin definifia din aceasts
notd, este extinderea teoremei luj Jordan. Din cauzi ci nu se cere mulfimii
b | (#n proprietatea de a fi liniari, este necesard gisirea unui analog al teoremej

lui Jordan, care nu se bazeazi pe liniaritatea multimilor (7,. In cazul n—1
are loc

TEOREMA 5. Pentru ca functia g(%), definitd in intervaiul [a, b], sd
fie cu variatie mdrginitd  fatd de (F1 in [a, ], este necesar 5t suficient si
existe o functie crescitoare fatd de (F  in [a, b], V(%) astfel ca oricare ay [
Punctul x, fizat in [a,b] sd avem pentru orice pereche de puncte x' < 5" Sttuate
in [a, %] inegalitatea Ly(x"; flag)—Ly(x'; f%e)=L,(x"; Wlxg)—L,(x'; LaE

In cazul definifiei clasice a functiilor cu variatie mirginitd, cind (F este
mulfimea functiilor constante in [a,6], aceastd teoremi e echivalents cu teo-
rema de descompunere a lui Jordan, In cazul unei mulfimi oarecare (71, demon-
stratia teoremei 5 este imediats pentru ca indeplinirea conditiilor de inega-
litate din enunt este echivalenti cu Proprietatea functiilor (4) de a fi cu
variafie egal marginiti,

9. O altd problemi care se pune in legaturd cu definifia datd in aceasts
lucrare este aceea de a face un studiu comparativ al functiilor cu variatie
marginitd in sensul acestei definitii si al tunctiilor cu variatie marginiti
in sensul definifiei date de 1. P o poviciu [2].
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DynkuMu orpanuyennoro H3MEeHEeHHs

(Kpartkoe comepska HHe)

B pa6one maercsi o6o6menne HOHSITHST MOJHOrO HU3MEHEHHS, BBels ro-
; HsATHE (DYHKUHH opranuueHHoro H3MEHEHHS, OTHOCHTeJbLHO HEKOTOPOro HH-
| TEPIIOMSIDHOrO  MHOKECTBA, AAHHOIO OpsIiKA n B HeKoTopom HHTEpBaJe
; [a, b]. Daus ocHoBHEE TEOPEMBl 06 HCCIeNOBAHMY (ynKuuii opranuyensore
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Fonections & variation bornée
(Résumé)

i iati intro-

On donne une extension a la notion de variation ’io:cali,e zﬁsémble

duisant la notion de fonction a variation bo_rrJltee pﬁeral[afo;] a C;ln Spsble

i i < dans un interva , 0]. On :

latoir d’ordre donné # . : Serne
11:22?1“%2{1@5 fondamentaux de l'étude des fonctions a wvariati

dans ce sens.

) — studii si cercetiri de matematica




