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in practici se intilnesc adesea probleme al cdror model matematic
va fi numit in cele ce urmeazi problema transportului cu cenire inieymediare.
Se aratd ci acestei probleme de programare liniard i se poate ataga o anu-
mitd problemd de transporturi cu capacitdfi de trafic limitate, a carei
solutie, prin algoritmul lui Kantorovici, determind solufia problemei ini-
tiale. Inlocuirea metodei simplex printr-un algoritm simplu, cum este
cel al lui Kantorovici, prezinta importantd si in cazul utilizdrii maginilor
electronice de calcul, deoarece in acest mod se reduce volumul ocupat
in , memoria‘‘ masinii.

§ 1. Problema transportului eu capacitiiti de trafic limitate

Fie G un graf finit firi bucle, jar ¢ (i = 1, ..., ) virfurile sale nume-
rotate intr-o ordine oarecare. Numerotdm de asemenea arcele lui G si
fie (i, f)u (k = 1, ..., ') arcul care are 7 extremitate inifiald, j extremitate
finald si ciruia i s-a atribuit numdrul de ordine k. Dacd fiecirei perechi
ordonate de virfuri adiacente (i, j) i se asociazd numerele pozitive t; si
vi trespectiv, capacitatea de trafic in unitatea de timp si costul unitar
al transportului, se obtine o refea de transport R.

Tn general 7y 7= 7 5i v4; 52 vji. Fiecdrui virf ¢ i se atageazi sarcina

"

de transport =;, astfel ca Zm,- = (. Se numeste sistem posibil de transpor-

=1
turi in raport cu refeaua de transport R i sarcinile de transport date,
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numerele %, corespunzitoare arcelor G (B=1, ..., n'), care satisfac
conditiile
— i< e < vy (1)
Dhy=m; (=1, .. o ), (@)
IZ" e

suma fiind extinsi la toate arcele grafului care contin virful ;.
Presupunind ci sistemul (1), (2) este compatibil, fie

Ry daci By >0,
=40 daci B = 0,
—~hy dacs By < 0,

=1

Prin problema transporturilor cu ca

e productie al unui pro-
iasi produs daci w; < 0,
daca n;=0. Arcele grafului
agd doud centre vecine; ca-
a orientatd % a retelei care uneste cen-
af sl 7y in sens invers. Cheltuielile
Yii §1 vji; |h,| este cantitatea trans-
¢ tiind plus dacy transportul se face
sportul se face in sens invers ; L, Tepre-
zintd costul transportului pe porfiunea £ a refelei corespunzator lui j,.

L. V. Kantorovici s1i M. K. Gavurin [1] au aritat ci
pentru ca un sistem de transporturi posibil si fie optimal este necesar si

suficient ca si existe o functie potential u(t) definitd pentru toate virfurile
grafului, care si verifice sistemnul

dus omogen daci 7y >0, centru de consum al acelu
si centru de tranzit (nod al ciilor de comunicatie)
sint portiuni din reteaua de comunicatii care le
pacitatea maximi de trafic pe portiune
trele ¢ i § este 7y, in sensul de 1q ¢ 1
de transport unitare respective sint
portatd pe portiunea %, semnul luj h
in sensul arcului & si minus, daci tran

— Yii < #(f) —u(@) < Yii daca By =0,
wj) —u(t) = vy  daci 0 << 24 3
wli) — u(j) = vy dacid —mr < By =0,

u(7) — w(i) > vy daca Ty = 74,
(1) —u(j) > vy dacid By =t g, } (4)

In articolul citat s-a indicat un procedeu simplu de a determina
printr-un numir finit de iterafii un sistem optimal de transporturi, pornind
de la un sistem admisibil oarecare. M. A. Ilakovileva [2] a utilizat
aceeasi metodd pentru rezolvarea problemei transporturilor cu capacifiti
de trafic limitate la calculatorul electronic Strela. Daci se considera
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o

— 4 oo, adicd se neglijeazd limitarile capacitatilor de riri?zﬁl%rﬁ:
i ﬁt ial u(i) trebuie si verifice relatiile (3)u. 0 exﬂpu%e] e
T FO e'{l::lt ilui lui Kantorovici in acest caz se gdsegte in ["1-"t dlgs >
e gOrl“tmare unele probleme de programare liniard 1111.:1“111‘ 1(31 S
grafcill_(zﬁusrilgg Omoélelate" prin probleme del trax]zslportl cu i;e;aﬁ;ta Rlezglvarea

- Arai im furni 4 i roblemelor initiale.

En-littatre Iﬁog?ngeoitlgd?cgugggiz ?aofgzlgisalga unor probleme de transport
acesto

a i i itmul lui
apacitati de trafic limitate, cirora li se poate aplica algoritm
cu cd
Kantorovici,

3 i turilor cu centre intermediare
§ 2. Problema transporiuri

a i i omo-
in practicd se i‘ntilue:}tz frecv((elnt ‘;.}rnjtoa_rcf ?11311511,'1e?_m)Ui1;1 pcr;:cll&s:éti >
i i e productie 4; =1, ..., m)
ret ezpeudiat ::ién rcifll’:clgl‘iﬁéul diétre centrele intermediare I (j = ’;‘g (-i[; 1(,)2,i i
trebuie s reau cl; acitate maximi de receptie d; >0, pen‘crt;Z a : +p¢ e
ori ] ml+ Ib}tci112u'r€ce de a ajunge in centrul deuconsul:n By ( f‘.w A
L n) in cantitatea fixatd b, S& notim cu aJ:éj qu e
i pedtiats pch—t A, in I, cu xj cantitatea expediati din /; 11} J e o
E?{PEdlElita. l'ie &nitarg de transport respective. Se poate form i
?k 1‘:‘;;1; J;)urlcfbllemé numiti in cele ce urmeazd, problema transporiu
oa s

centre intermediare .

i ile %;; (=1, ...,m;j=m=+1, ...,m-p)
a rmine valorile x;; (¢ ir \ ]
B L5 KTyt s im)
j - .
satisfac conditiilor :
by e — (="t "),
. S )
j=m+1
” m--p4n [
i K = E pl dji=m+1, ..., m+P), o
s=1 2 k=m+p+1
mipx’—bk ( :m—{—pri.—l,....m—l—gb—{—n),
ik — ‘
i > 0 (i:l,...,wz;j=1n+1,...,m—l—.p},
x|. :
x’u;o (j=m+1, ...m+p;k=m+p+1)
ik 2
i inimizeaza suma
§1 care minimizea m  mtp mip  miptn (6)
Cik Xik»
C(X) T ; j=;r1 CU g +j:m+l k=m+p+1 4
di b, ¢y, ¢y fiind numere pozitive care satisfac relafia
Aiy, &j, Op, Cijy Cf m m+p+n #i? 7 o (7)
ol = By N
= ; 2 kﬁr§b+1 - j=m+1

a ili model tridi-
i i densat daca s-ar utiliza un ! tri
% ii i s-ar putea scrie mai con R
o Rld:;lti'll‘z Erf;)dziee(f izslor cepurmeazﬁ, notatiile introduse se dovedesc a fi P
mensional, dat i
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Cazuri particulare -

a) Daci
m mt-p4-n mtp
E Sy — Bt 7
[} = ‘
*d k:"‘zﬂ’“ i j=§1 I

‘:: c;l;;f:a lca rez?lvarea ;')roblimsi iransporturilor cu centre intermediare
> De L rf:zao varea a doud probleme obisnuite de transporturi.
B ;:?ﬁt?rrgggiasr?gm 1:def datelf_:dproblemei, capacitatea de receptie

¢ oate 11 consideratd nelimitats, probl
' : ema transpor-
turilor cu centre intermediare se reduce de asemenea la ur'méitoarea problfmﬁ

Si se determine £,>0, (i = 1 e
+ p + ), ecuatiile restrictive (fiind A e Dl e T el
mp
bt En = (=1, ..., m),
m
U IR R @
pentru care suma
c m omdpta
) —théﬂmam C=L...mk=m+tp+1,..,m+p+n

este minima, unde

Yik=mjn(c;‘j+c;k) (j:m-{-l,...,m—f—f))

§ 3. Rezolvarea pmb]e.mei transporturilor eu centre intermediare
prin metoda ,,modeliirijs

i deifoigizﬁiaignsgcriier:té esfedq problemd de programare liniari si poate

: atr-unul dintre algoritmele generale, de pildi pr

metoda simplex. Ea poate fi insi L ot

: rezolvatd prin algoritmul i si

al lui Kantorovici, asociindu-i  de bt

~antorovici, -1-se o problemi de transporturi itati

de trafic limitate, a cirei i i | broblanint il
_ T solufie furnizeazi solutia problemei initi

a) Problema admite un minim t ici Srits

solutiilor sistemului (5) nu este vidé.ES B Al adak

Fie
0<d <dj (f=m+1, ..
astfel ca % » M _i"?);
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Atunci ,
x2;=“£ij’j G=1,...,m; j=m+1,.. ,m+9p),
xf;:djbk (j:m—i-l,----m+P:k=m+p+1,...,m—l—p+n),

verificd sistemul (5). P
b) Considerim refeaua de transport al cirui graf este reprezentat

in figurd, unde am luat pentru exemplificare m =3, p = 2, n=4%siin

care am introdus centrele fictive I}, (j=m + 1, ..., m -|—_f;>)_. )
Pentru simplificarea notatiilor am numerotat centrele fictive 15 cu

acelasi numir cu care am notat centrul intermediar corespunzator.

Be
=
1 5,
L, L,
B8
Ay ¢
I Is
Bo
As
Fig. 1
Fie potrivit notatiilor din § 1
a; (7::1,...,41’5),
i — { 0 in centrele intermediare, (9)
—b; f=m-td+1 .. ;m+2p+n),
= (B=A,x, 5 =m0 o e D),
Yir = Cik (j=m+1,..,m+p;, k=m+p+1,.., mtptn) ol

Yi=0>0 (G=m+1..,m+p)
cheltuielile unitare de transport

Yii =Yk = p (unde p este un numir destul de mare),

astfel incit si fie suficient a lua in considerare numai acele sisteme posibile

de transporturi pentru care /., =0, adici pentru care transporturile au

loc numai in sensul de orientare al grafului

e S TR S R
h=m+p+1...m+p+n), (11)

"l.'ﬁ:dj (j:m-*—l,,m—'—jb),

Tij = Tji— Tjk:?'
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unde 7 este un numir pozitiv al A fi
: 1v ales astfel ca (1) si fie verificate i
(Ii)eair ff(? tII"an_sport care satisface (2). Problema de transport CT_IID enn ane,
Ic limitate corespunzitoare retelei de transport ( g

nilor de transport (9), o considers
- am sata i
Presupunem ci /g = 0 este un sis‘[(isa:nataj T et o T
prin graful din figurd si prin relatiile (9)
se obtine sis-

hij = d; G=m+1,....m+p),
mitp
m J=m+1 h.{j = (Z =1, .. "3 "m’)‘
;kij*/ﬂjj:@ G=m+1,...,m+ p), 192
t-ptn ( )
— By . Pl
i k=n§§b+] =0 T=m i1, ... i p),
mip
'ﬂgﬁ%:*“ F=mt+p+1 .. m+p+a,
hiiy >0 (i=1 m; g
£ 3 e, , ] = M 1 s ey TR
5%210 (j_:m—l-],...{m%—jj,' i
Lip = 0 (j:7n+l....,,m+;§;f%:m—|-]5+1
o camtptm),
Se vede ci sistemul (12) coincide cu sistemul (5). Avem deci
Lema 1. Multimea solutis, b, i
Tblen el coincz’fiﬂe uc, ;zl;)r posibile ale problemei de lransport cu

: natlis i1 r 1
transporluri cu capacititi limitate é;wzigffcozzg;zl(%)po(slﬂlﬂ)lg wglien

¢) Putem deci si notim

lzif:xf}. (fa::l,.”,131;]':%_*—1,...,ﬁ'n‘f—ﬁ)
By = xf ( =m+1,...,m+p;k=m+ff'+.1

) e, .
Cu aceste notatii au loc egalitigile : + 2+ n). (13)
m ot p nikp iy
i H) — e m+tptn m o omip
g M 2 e T3 = S e
F=m+1 j=m+1 k=mntp41 i et i X+

4 ”L‘{:f’ Mt ptn

j=m+1 kz'%iﬁ Ciw Xjr + o f2,
LH) = C(X) + 6Q.

Intr-adevir

m-tp m+p mip .

E R Y/ = L
. AN lij = o F o 5 2:
j=nit-1 iZmt j:;_, ??{ Xy =0 -~ d; = o0,

10) si (11) si sarci- _
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Fie deci H* o solutie optimald a sistemului (12) si X* solufia cores-
punzitoare a sistemului (5), obfinutd prin intermediul formulelor (13),

LH*) = C(X*) + 6Q — min [L(H)] = min [C(X)] + ¢ Q.
Avem deci
Luma 2. Unel solutii optimale a sistemulur (12) @i corespunde prin

formulele (13) o solufie optimald a sistemului (5).
Din lemele 1 si 2 rezulta :

TrorEMA L. Se poate obfine o solufic a problemei transpor¢ului eu centre
intermediare, rezolvind problema de tramsportuvi cu capacitifi de itrafic
limilate atasatd. Formulele (13) determind solufia problemei inifiale.

Problema transporturilor cu centre iniermediare, admite o generalizare
imediati : produsul omogen expediat din centrul de producfie 4; trebuie
si treacd prin cite unul dintre centrele intermediare L;, Iy, ..., I, cu
capacitifi de receptie limitate, inainte de a ajunge in centrul de consum
B,. Dacd capacititile de recepfie ale centrelor satisfac conditii analoage
cu conditia introdusi in § 2, problema are solufie si ea se poate obtine
rezolvind o problemd de transporturi cu capacitdfi de trafic limitate,
analoagd cu cea introdusi in §3. Un astfel de model se intilneste, de
exemplu, in cazul prelucridrii unui produs in mai multe intreprinderi inainte

de a putea fi consumat.

Observatii. 1. Este posibil ca solutia optimald si nu prevada transportul
prin unele dintre centrele intermediare. Rezultd cd metoda indicatd poate
setvi la alegerea amplasdrii optimale a centrelor intermediare dintr-un
numir finit de locatii posibile (sensul cuvintului optimal este acelasi ca
in problema transporturilor cu centre intermediare).

2. Si presupunem ci avem p intreprinderi I; (=1, ..., $) care
prelucreazi o materie primd sau un semifabricat produs in centrele 4;
G =1,...,m), produsul obfinut fiind expediat in centrele de consum
By (k=1, ...,n). Presupunem ca cheltuielile de fabricatie pe unitatea
de produs in intreprinderea I; sint o; (j = 1, ..., ). Fie a; marimea pro-
ductiei care se obfine din materia primd din 4; si by, marimea consumului

m n 4

in B, astfelcd ) a} = b, Presupunem ci I; are o capacitate de
=1 k=1

P n
productie d; si i Y d; > > b
j=1 k=1

Se vede cd p;oblema repartizirii productiei Intre intreprinderile I;
astfel incit cheltuielile totale (de productie si de transport) si fie minime
revine la o problemi de transporturi cu centre intermediare.

3. Aceeasi moatodd de ,,modelare” poate fi utilizatd 1in problema
alegerii unui plan rational de transporturi pe cdile ferate daci se fine seama
nu numai de capacititile limitate de trafic pe diferitele portiuni ale refelei,
ci si de faptul ci noduarile de cale feratd importante au o capacitate de
tranzit limitatd. In modelul corespunzitor se inlocuiesc nodurile de cale
feratd respective cu porfiuni de refea cu aceeasi capacitate de transport.
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Cheltuielile de trans :
port pe aceste portiuni ficti !
egale cu un numir m, pozitiv arbi‘Ichaf de nfllicct.lve G e agsierd

4. Problema mdririi capacildlii
¢ aciatie centvelor de productie. Si iders
o o . - 2 o a
problema obisnuiti a transportului. Fie g, cantitdtile expediat(;mélsifeégfln

trele d i i i= i
e productie 4; (i=1, ..., m), b; cantititile necesare in centrele

de consum BiG=1, ..., %) thuni i a
“ v » #), in unitatea de timp. Presupunem cagaf =
_;b, Notim cu m cheltuielile minime de transport corespunzitoare
matricei € = (c,-j) a costurilor. Presupunem ci ¢ — (ci) (6 =1 e
7=1, ..., n) raimine neschimbats, dar b; se ntocuies:J: 01(; g > b (7711
— ] e

n "
=1, ..., n), astfel cj e i
j:21 b; ‘j; bj + s. Fie d; cresterea maxims posibila

LY, .. e
aca e { >
pacitafii de productie tn A/ astfel ca d; = s. Se cere s§ se Tepartizeze

crester iei g acoperi
intﬁe c(;itferlzdqueslt : 1;(%9@53:5{1i pentru a acoperi nevoile de consum in B
s astiel Incit dacd s’ sint cheltuielj ini :
! as eltuielile minime g i
toare noilor sarcini de transport, (m' — m) si fie minim o i

p Hlelllil()nat e eciiy Ie ta cu I I“all)alea

Cantitatea s dintr-un produs omogen trebuie transportati din centrul

fictiv Q, in centrele B; in cantitati (0: —8) (=1, ... n), astfel fncit

sd treacd printr-unul dintre cent i i
! ) dir rele intermediare A, (; —
J?V_mlc_ll capacitatea maxima de receptie d, (=R m)' (Ez}tiintli, o -Jﬁni’
Lulelile de transport unitare pe ruta OA,B; sint (¢ -{—, c»-). ¢ =1 o 'ﬂez_
1] F= ay e el )

2

7=1, ..., n), si se determi i
el ne un plan optimal de transport in sensul
[0 R %

5. Aceeasi metods i fictive S e
problem3 : i a ,,centrului fictive poate fi utilizati in urmitoarea
Fiind date centrele 4, 0 =1

3 =

m), Bj (;.v": 1, ..., m), matricea

cheltuielilor de transport ¢ = (c) (¢ )
Al =) C=1,....m;7=1,..., 0 si .
Efill;-‘ :131 o>geon (]inEcel:ht.r‘e -1, 1% rt(?prez;enti‘nd cantitdtile necesare (ii]l)‘cr§-111]11 u}?rlé
: €0 (7=1,...,n), si se aleagi : i
S ) ) 1), ga centrele A,
cantitifile respective @;, (productia) (=1, ...,m"), unde m’ e< ”;a i::’
m n
2 Gig = Zb_r
a=] 4=1
a, <A

astfel incit costul cheltuielilor de transport sa fie minﬂn

8
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[MPOBJIEMbI TIEPEBO3KKU C ITPOMEXYTOUHBIMU LIEHTPAMH
PE3IOME

HekoTopble BCTpedalolldecss Ha MPAKTHKE 3a[dud YCTAHOBJEHHS pa-
LHOHANBHOTO IJlaHa TPAHCIIOPTOB, B cAydae XpaHeHHa HAM o6paGoTKH OJHO-
POAHOTO MPOIAYKTa B I[POMEXYTOYHOM UEHTPEe Iepej HOCTABKOH B LEHTPHI
norpe6G/IeHns], a TaKxe paclpefeseHus [POHSBOACTBA MEXJY pasJuuHbIM
NpEANPUATHAME C TAKHM pPacyeToM, YTOOBl H3JIEP’KKH HA MPOH3BOJACTBO H
TPAHCMOPT, BKJIIOYAs MEPEBO3KH B LEHTPH NOTpeG/eHus, ObUIM MHHHMAJb-
HBIMH, BEIyT, NMpPH HEKOTOPHIX YC/JIOBHSX, K 3ajaye JHHEHHOrO NPOrpaMMHu-
poBaHHs, Ha3BaHHOH B pabore 3adauell 0 nepeso3Kax ¢ MPOMEINCYTOUHLLMU
YeHTPamU.

YkaszaHHOH 3ajaue COOTBETCTBYeT 3aja4a o NepeBO3KaX orpaHHyeHHLIMH
[POMYCKHAMH CMOCOGHOCTSIMH, €C/JH BBECTH (DUKTHBHBIE EHTPbI H MOAXOASIIIHM
ofpasoM BbiGpaTh 2JeMeHTHl cerkH nepeposox (9), (10), (11). okaswl-
BAETCS, UTO ONTHUMAJBLHOE pellleHHe NPHCOeJHHEHHOH 3ajaud onpelenser
nmocpencrtsom (hopmyant (13) onTumalbHOe pellleHHe MepPBOHAYAJILHOH 3afauH.
Takum o6GpasoM, pemieHHe 3afaud O INepeBo3kax C IPOMEeKYTOYHBIMH ILeH-
paMH CBOOHTCS K PpEIIEHHIO HEKOTOpPOH 3afayd O [epeBo3Kax OrpaHuved-
HBIMH TPOMYCKHAMH CIOCOGHOCTSAMH, KOTODOE MOKHO NOJYYHTh C IOMOLIBIO
aqroputMa Kantopoeuua, Gojee NpPoCTOro, 4eM CHMILIEKC-AJTOPHTM.

3amaua o MepeBO3Kax ¢ TMPOMEKYTOUHBIMH IEHTPAMHM [OINYCKAeT He-
HnocpejacreeHHoe 0600IIeHne: OQHOPOAHLIE NPOJYKT, OTIPAaBJAEMBIH B KOJH-
yecTBax @; U3 UEHTPOB NMpPOM3BOACTBA A, MoJiKeH NMPOXOAHTL Yepe3 OIUH H3
NPOMexyTOuHbIX UeHTpoB Ij, L, ..., Ij,, € orpaHHYeHHOi eMKOCTbIO IpHeMa
Mepel TeM, Kak MOCTYNHTh B LEHTPH NoTpebienuss By, MOTpe6HOCTH KOTOPBIX
cyTh b, Irofl 3ajaue MOMKHO TAKKE CONOCTABHTH NOAXOAAMMM oOpasoM
BHIODAHHYIO 3aJady O TePeB03KaX € OrPAaHHICHHBIMH TPOTMYCKHaMH CHO-
COBHOCTSIMH, pElleHHe KOTOPOil JaeT pelleHHe NepBOHayaJbHOH 3aJauH.

PaccmaTpuBaioTCs eule 3ajaud YBeJHYEHHs NPOH3BOACTBEHHOH — MOY-
HOCT MPOU3BOAHTENBHBIX LEHTPOB H ONTHMAJBHOTO PACHONOXKEHHA NPOM3BO-
JUTeNbHEX LEHTPOB, KOTOPEE B ONDPENEJICHHBIX YCJOBHAX MOXKHO DEUIHTb C
MOMOIUIBI0 347144 O MEPEBO3Kax C MPOMEIKYTOUHLIMH ILEHTPaMH.

PROBLEMES DE TRANSPORT AVEC DES CENTRES
INTERMEDIAIRES

RESUME

Des problémes rencontrés dans la pratique — 1'établissement d'un
plan de transports excluant les transports injustifiés dans le cas de I'entre-
posage ou de la transformation d’'un produit homogéne dans un centre
intermédiaire avant qu’il parvienne aux centres de consommation, la répar-
tition de la production entre différentes entreprises faite de maniere que
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Y = e e NI s
les frais de production et de transport (y compris le transport dans les
centres de consommation) soient minima — aboutissent, dans certaines

conditions, 4 un probléme de programmation linéaire que I'auteur dénomme
probleme des tramsports avec des centres intermédiaires.

On associe 4 ce probléme un probléme de transports avec des capa-
cités de trafic limitées, par lintroduction de centres fictifs ot le choix
convenable des éléments du réseau de transport (9), (10), (11). On démontre
qu'une solution optimale du probléme associé, détermine, en vertu des
formules (13), une solution optimale du probléme initial. On ramene ainsi
la détermination de la solution du probleme des transports avec des centres
intermédiaires a celle d’un probléeme de transports avec des capacités de
trafic limitées, dont la solution peut s'obtenir par 'algorithme de Kanto-
rovitch, qui est plus simple que I'algorithme simplex.

Le probléme des transports avec des centres intermédiaires admet
une généralisation immédiate : le produit homogeéne expédié dos centres
de production 4; en des quantités a; doit passer chaque fois par I'un des
centres intermédiaires 7, W 3% o 1j,, dont la capacité de réception est

limitée, avant de parvenir aux centres de consommation B,, dont les be-
soins sont 4. On peut également associer & ce probléme un probléme de
transports 4 capacités de trafic limitées et convenablement choisi, dont
la solution fournit la solution du probléme initial.

On considére aussi d’autres problémes, comme l'augmentation de
la capacité de production des centres producteurs et 'emplacement opti-
mal de ces derniers qui, dans certaines conditions, peuvent étre résolus
par des problémes de transports avec des centres intermédiaires.
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