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REZOLVAREA PROBLEMEI DESCHIDERII OPTIME
A UNUI SISTEM DE PUNCTE MATERIALE CU AJUTORUL
UNEI MASINI ELECTRONICE DE CALCUL

DE

I. MARUSCIAC, E. MUNTEANU si T. RUS
(Cluj)

1. Fie Py, P,, ..., P, un sistem de » puncte in plan, i masa mate-
riald M datd, distribuitd pe acest sistem de puncte. Notim cu x; $i ¥;
coordonatele punctului P;. Putem presupune ci masa M =1. Se stie
ci centrul de greutate al acestui sistem este situat in interiorul infagura-
torii convexe inchisi al acestuia, adici in interiorul celui mai mic poligon
convex care confine in interior toate punctele sistemului.

Numim deschiderea sistemului de puncte materiale cea mai mare
distantd de la un punct al sistemului la centrul de greutate.

Problema care se pune este de a determina o distribulie a maselor
my, My, . .., m, pe punctele sistemului In asa fel ca deschiderea si fie
minima. *)

Problema astfel formulati se reduce la gisirea punctului de abatere
minimi al sistemului (punctul Cebisev), adici a unui punct T(x,, y,) care
se bucurd de proprietatea ci

p(P,', T) = min p(P,‘, P), (1)
(P)
unde p(P;, P) este distanfa de la un punct P; al sistemului la un punct

P din plan.
Deoarece cunoscind coordonatele punctului 7, avem

Xy = anixi‘)
=1

Yi= ), MiYs, (2)
=1

1= i ;.
i=

*) Aceasti problemi a fost pusi cn ocazia discufiilor care au avut loc in cadrul Semina-
rului de cea mai buni aproximatie gi programare liniard, Cluj, 1960




108 I MARUSCIAC, E, MUNTEANU si T. RUS 2

Putem rezolva acest sistem in raport cu m;, exprimind trei din necunoscute
in functie de celelalte. Evident ci avem o infinitate de solufii (adici o
infinitate de distribufii care au acelasi centru de greutate).

Pentru a gisi coordonatele punctului Cebisev, vom folosi un algoritm
dat de S. I. Zuhovitki [1], [2].

In cele ce urmeazi dim mai intii o descriere a algoritmului, astfel fncit
pe baza lui si putem construi schema programului pentru o masing cifrici.

2. Pentru inceput, ludm un punct arbitrar PO(x), ) si calculim
distantele

or = o(PO, Py) = (a0 —x)2 I (5@ —y 2 2
si fie P; punctul pentru care

Pi, = Pis i = 1':(;-

Dacéd existd mai multe numere p; = Pi,, dupd cum vom vedea in cele ce
urmeazd, aceasta va micgora numirul pasilor. De aceea putem presupune
cd p; > p;, pentru 7 = i,

=
In continuare construim versorul Q1(&, m;) pe directia P P, dirijat
de lIa PO [a P;, adici cu componentele

. x; — %(0)
tfl — i »
VEO— 5 )+ (0=, )2
¥, — 0 (3)

h =

VEO—2 )+ 0 — yi;)T
§i considerim ecuatiile
=* -+
(PO + <0y, Py) = (PO + <0, P)), i5£4,

sau, sub forma explicita,
(P9, B, ) — o}(PO); P)
2[“:1:.. = "",’) El e (Jf.,-“ = y;‘}"]l]
Fie ¢;, = min €”, ¢ >0. Ca primj aproximatie luim punctul

PO — PO 4 6,0 = PO(O + ¢80 | )
Tn acest punct vom avea

p(PM, Py) = p(P®), Py) > o(PW, P), 1524, si i,

Daci P este mijlocul segmentului P; P;, atunci evident el este punct
Cebisev si algoritmul s-a terminat. Adica, daca

)

A ok = S
9
TS I
Pl b o i P
2
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atunci condifia ca P© si fie T, se scrie
oy ey 2x(0) Yoyt g, — 2y(0)

& M

Daci P! nu se giseste pe segmentul P; P;, atunci pentru a con-

strui a doua aproximatie vom construi versorul Q,(E;, ;) de pe med-lav—
toarea segmentului P, P; dirijat de la P{) spre segmentul P; P;, adici

Fg, — x(1)
% T o O o, 20 ©)
| Yo, — ¥y

‘L T2 G, — AP F (o, — SO
unde
xil + X‘:’ - Jf,-u + .'}';‘l
B = = gy

1
5

si considerdm ecuatiile
! . . e
| p(PY + €0y, Pi) = p(PD + 0y, Pi), 7%, b
de unde 1
L) — PP, Py) — (P, P) (6)
' 2[(""'.}‘* ”,)Ez =} {J’;n — )]
Fie &, — min &", " >0 si fie ¢/ valoarea lui e corespunzitoare
13 + Esnal, 2 E K 7 oud
mijlocului segmentului P; P;, valoare care face minima marimea
-3
' (1) P;), adicd
p(P + EQ2r 15/
eil = (%1, — #0) & + (95, — YP) - (7)

>4 n
Punem e;, = min (g, €,).
Ca a doua aproximatie ludm punctul

PO(x), y®) = PO 4 .0y = PO + g8y, yO + ein)). (7))

Dacid ¢;, = €}, atunci
p(P®, P;) = o(P®, P;y) = (P, Py) > (P, Py,
# 52y, By
Daci ¢;, = ¢’ atunci =
p[EW, P) = p(P®, Py} > plBW, By - 03200
Cind ¢;, — €|, atunci dacid punctul P este situat in interiorul
153 iar - . : .
simplexului bidimensional determinat de punctele P;, P;, P, avem

P — T si procesul s-a terminat. Analitic aceasti conditie se exprimd
in felul urmitor :
Notind cu A
l L) = (3 — 2155, — 38 — (¥ — %) s — 1),




——y——
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va trebui sd fie verificate inegalitifile
Ligiy = Liyi,(%i,, yi) Liyi,(#®, y®) >0,
Liiy = L i i (%0, i) Lii (2, y@) > 0, (8)
Liiy = Liji,(%i ) Lii(22, 92) > 0.

Daci e, = &/, atunci evident P este mijlocul segmentului P; P, -

§i deci P® = T, adici procesul s-a terminat.

Presupunem cd P® nu este situat in interiorul triunghiului P, , P,

P ; atunci ne vom depIE_Lsa din punctul P spre cea mai apropiati latura
a triunghiului, pe mediatoare, Analitic aceasta inseamni si comparim
marimile pozitive )

Ligi, (2@, y@) o
S5 \/(x,', — %)%+ 0’?’.; —5)" Toigr
L, (v, y@)
£Vl = T G — 92"
1 s ludm latura corespunzitoare celei mai mici dintre ele. 83 presupunem

ca aceasta este P, P;. Aceste doud puncte impreuni cu punctul P&

joaca {olul respectiv al lui P; P; si P, Aproximatia urmitoare se cal-
culeaza in mod analog.

Din algoritm se vede ci

n:_z}tx p(P®, P;) < max p(PlE-1, P
i (O]

$i dupd cel mult » pagi vom determina punctul Cebisev.

ity

4. S4 presupunem deci cd au fost determinate coordonatele punctului
fCei-b1§evA % $i ¥, Atunci, presupunind cd am numerotat sistemul in asa
el incit 7, =1, Thp1 = 2, =% e P Py, , formind triunghiul
cu centrul cercului circumscris in T(w, y,), avem

n
My + my, + my, = 1 —> mi
i=4

7
Xty Xgthy + Xgmm, = x, —2 WXy, (10)

1=4

Yy + Yoty + ygmy = Ve — Y My
i=4

Notind

)
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iar cu D} si cu D! determinantii obfinuti din D prin inlocuirea coloanei
a k—a cu 1, %, y, tespectiv cu 1, x; y;, avem:

g 1
Dzl ;‘§4 m, Dy
my = — ————
L ep D
i 2
2 m.D"
o DB (11)
Y D
# 3
D? ’_54 1 DY
Wy = — — ————— -
4 D D
O solutie se obfine luind m; =0, i =4,5, ..., 7, cici se constata

cu usurin{d ci Df si D au acelagi semn, reprezentind ariile orientate ale
triunghiurilor cu virfurile in Py, P,, P, si respectiv in Py, P,, T By 0

si T, P,, Ps. _

Celelalte solutii se obtin luind-valqri a_rbitrare pentrum,, i =4,5, ..., n,
cu condifia ca ele si verifice inegalitdfile
v Dl .

L e A (12)
m Ty =128,

Aceasta inseamni ci se pot dinainte fixa, in anumite puncte ,(i]} cel
mult # — 3), anumite cantitifi de mase, supuse cond{jcuﬂ (11), faraﬂ ca
centrul de greutate si se schimbe, el rimanind situat tot in punctul Cebisev
al sistemului considerat.

5. Schema operatoriali a programului algoritmului de rezolvarew a
problemei puse mai sus este formatd din doud blocuri, pe care le notdm
cu A si B, Blocul A ne va da coordonatele punctu_lulﬁ Cebisev iar blocul
B vacalcula determinangii de ordinul 3 care intervin in rezolvarea siste-

mului (10). _
’ Blocul A are urmitoarea schemd operatoriald :

A0 = ¢ + 11al(e) > (p + DI 16— 1) — (01O X

X 416+ 1) = p1- [0) — o] 4 4216) < () T Fal)O 1 X

X L [(P1) — PolAsl(1) — 114 $ol(0) = (o)l T A}

% pal(e) > 011 () = € + 11£6[(8) > (e + D14 [(e + 1) — ¢] X

6 7 8

X [ = #1071 § 16 =1 —il] § Touli < 1L B
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9 10 25 22 20

X 04 L [(Pe) > ] Aul(PD) = P1p(as2B) 1 | } X
X Aus[(1) = 614 puali 52 60) 1 Pugli 52 i) £ [(0) — <] X
X Alg [(e0) — € + 1Py [(e) > (¢ + 111 [(c + 1) = e][() = 4,] X

12 11 12 16 15 14 13 16

X 1 ~!r [(1_1) —+€'2:|,L]5m(i <& '”') i Jr 'LFU}({)OT Jr X
X Ajpul(sl) > i1 [(sh) — €] Awl(P®) — P] X

17 18
X ﬁza(egfnt}) = 0) T?z4(£ﬁo=’n = 0) Tf'-zs(vgilis == 0) X
19 24 17 18 19 2
X101t 11| Astn(diyi, > dii) 1 [(51) = 75] %
20 21

X [(i) =4Ot 4 [() =0T } [(el) — ¢] X
X A[P® — P1] | TI(P), (i), G)), ()]},

unde A sint operatori aritmetici care se executs dupi formulele date in
descrierea algoritmului in felul urmitor.

Aj calculeaza distantele p; dupd formula (2); p si p+ 1 sint dous
celule fixe folosite pentru a putea alege maximul distantelor p,.

Aj executd calculul coordonatelor £, si 7y dupd formulele (3).

Aj executd calculul médrimilor & dupd formula (4). e si e 41 sint
doud celule fixe folosite pentru a determina minimul mérimilor € >0,

A, calculeazid coordonatele punctului PV dupa formula (4'). Cu «
5i B am notat primul respectiv al doilea termen al egalitatii (5), necesar
pentru descrierea condifiei logice p(x == B).

i
Ay calculeazd coordonatele punctului Q3(Es, Mp) dupd formula (6).
A calculeazd mdirimile € dupi formula (6").
Aj, calculeazi mirimile &/’ dupi formula (7).
A, calculeazd coordonatele punctului P2 dupi formula (7).

Agg calculeazd distantele d,;, d,;, dupi formulele (9). Operatorul
Ay, realizeazd acelasi calcul ca $i operatorul A,,.

Prin }'({) am notat operatorii de formare a indicelui i, adicd opera-
torii de marire a indicelui 7 cu o unitate.

Se vor tipiri coordonatele punctului 7T precum si indicii 4, 7;, 4,.

Blocul A predd conducerea calculului blocului B care are urmatoarea
schemi operatoriali :

AL(D) — RT | [(1) — 7IALL(DY) — R pu[() < ) £ X
X F)O 1 § L AYDY ~ R pl) < m) 15,0004 § | x
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X ALL(DY) — R () < m) A Foi)O 1 | ALy [(D) — Ky] %
X [(D?) — K,1[(D?) — K1 T[(R), (R}), (R}), (RY), (Ky),
(Ky), (K3)] stop.
Operatorul A, calculeazi determinantul T).

e ! o . ; o
Operatorii Aj, Agst Al calculeazi respectiv determinantii D!, D2, D3

Operatorul Af, calculeazd determinanfii Dj, D, 57 ;
Am notat prin R, R}, R?, R}, K, K,, K, sirul (_1e ceIul-e in care se
pistreazi, pentru tipdrire rezultatele operatiilor descrise mai sus.

el ideri i 1 format din patru
6. Dim acum un exemplu, considerind sistemul
puncte P;(2,2), Py(—1,0), Py(—1,1), P, (1, —1). Luim P (0,0).

Avem , E g
o(PW, Py) = 2V, (PO, P,) =1, p(PO, P;) = V2, (PO, P,) = V2
si deci py = p(P®, P)) >pi, 8572 L.

1
Versorul (&, 7,) are componentele & = o Ng =

= -
ol

Calculind valorile lui e}f)), k=1,2, 3,4, gisim

33 = » t3 —

(“}fﬂ E(u}_ 3\/—2 Ef;:)): 3\/72
10 drg 4

7 A
T S 1) (5D, Y1) = PO —,_]-
si deci &) = min (e}f’). Prima aproximatie este P (x(1, y(1) 10" 10

Avem de asemenea

132 V338 3 2\/@,
Ly =1, o(Pw, P) = V2 o(po, py) =108, o(P, ) = 10

X. —
1=,

/298 2 3

& == )
p(P), P = T & Vi3 N Vis

= 2 3
s1 deci Qg __\/13 ’ Vﬁ ’
ot m_ _ Y3 _Vis
b T 35

8l 5 1) po: m _ ViS g doua
Singura valoare pozitivd a lui ey fiind e = avem

aproximatie dlRe
— 2) ==y ==
P (28, ylf) = P )(14 14)
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Se verificd ugor cd P® = T deoarece conditiile (8) sint indeplinite,
Trecind la rezolvarea sistemului ce determini masele, avem

20 13 : 45
D:'?. D::*.Df:—-, Df:—
7 14 14

'

D=8, Di—= _2 D—29

si
20 SR 2 A
L Tay D
13 28 13, 2
?nz — Zo + = £ _,_ dr
98 ' 98 g8 " 7
7 45_28 45 2 ;
> o8 98 * 9 7 &

Prima solufie este dati de m, — 0, adici

g B e LB e o 4G
LTS A R
iar restul solufiilor se obtine dind orice valoare lui m, din intervalul
0 < m < 5/4.

PEHIEHHWE ITPOBJIEMBI OIITUMAJIBHOTO PACITPENENEHHY
CHUCTEMBI MATEPHAJIbHBIX TOYEK C TIOMOIILIO
SJIEKTPOHHOM BBIUMCJIUTEIBHOM MAILIMHBI

PE3IOME

Ha3oBeM XapakTepHCTHKOH CHCTEMBI /1 MaTepHaJbHBIX Touek Py, Py, ... P,
Ha MJOCKOCTH HauboJIblliee pAcCTOSHHE OT TOoukH P cucTemsl 1o IleHTpa
TAMXKECTH CHCTEMBL

CraBuTca 3ajaua 0 HAXOMIGHMM PACTIPENE/ICHUS MACC TR, T,y sl TS
PACMONOMKEHHBIX B 9THX TOUKAX, TaK, YTOObI XapaKTepPHCTHKa OblIa MHHHU-
MaJibHOH. OTa 3ajaya CBOAMTCS K HAXOMJICHHIO TOUKH (Touxn UeGnimesa),
HauMeHee OTKJIOHSIOUIEHCA OT TOYEK CHCTEMBI, T. €. TOYKH T(x, »,), obaa-
nampomei croitcteom (1). : '

B pafote naercst onepatopHas Jordueckas cXema, OCYLIECTBJISIOILAS
Ha 3JIKTPOHHOH BEIMHCJMTEAbHOH MawwHe ajnroputm C. W, 3yX0BHIUKOTO
[1], ¢ nomowwio KoToporo MoxHO ONPEJIeNIUTE KOOPAHHATHL TOUKH Yebhl-
mesa, [locse onpepesienuss 3Tofi TOUKM JjaeTcs aJITCOPUTM  JIJI  pelleHus
cucremsl (11), onpenensiomeii Bce pacmpesesnenus, KOTOpLIE JAIOT MHHH-
MaJIbHYI0 XapaKTepPHCTHKY.

B xouue pa6orthl npuBomuTCs TIpUMep.
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RESOLUTION, AVEC UNE MACHINE A CALCULER ELECTRONIQUE,
DU PROBLEME DE IOUVERTURE OPTIMUM D'UN SVYSTEME
DE POINTS MATERIELS

RESUME

Les auteurs ont dénommé ouverture du.systéme 'de 7 p_oints matériels
P, P,, ..., P, d'un plan, la plus grande distance d'un point P; du sys-
téme 4 son centre de gravité. SO,

Le probleme consiste en la recherche d'une distribution des masses
my, My, ..., M,, située en ces points, et telle que l? d1str1_but1c3r’l soit mini-
mum. Ce probléme se rameéne & la découverte d’un point s'écartant le
moins des points du systéme (du point de Tchébyschev), c'est-a-dire d'un
point T (x, y,) jouissant de la propriété (1) du texte. o,

Le travail contient aussi le schéma logique opérationnel qui réalise
4 la machine & calculer électronique un algorithme de S. I Zukhowtsl’n
[1], grice auquel on peut déterminer les coordonnées du point de Tché-
byschev. Pour déterminer ce point, on algorithmise aussi la-re591ut10n
du systéme (11), qui détermine toutes les distributions qui donnent I'ouver-
ture minimum. :

A la fin, il ¥y a un exemple.
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