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CAPITOLUL I

Introducere

§1. Se cunoasc numeroase lucrdri in care se aratd cd dacd functia
o(x,y,y,...,y@D), care intervine in membrul drept al uneiecuatii diferen-
tiale de ordinul »

¥ =o(x, ¥, ¥',. .., 1)

satisface anumite conditii Lipschitz relativ la variabilele y,y’,...,y@=D cind
v variazd intr-o vecinitate a unui punct x, de forma [x,, x,4¢), atunci
existi o subvecinitate [x, #%,+€,) in care multimea integralelor ecuatiei
diferentiale respective este interpolatoare de ordinul #. Prin aceasta se inte-
lege ci oricare ar fi nodurile distincte a;, @,,. . .,an, situate toate in intervalul

[ %y, %~ ¢&,) 5i oricare ar fi numerele reale b;,b,, ..., b, ecuatia diferentiald
respectivd admite o integrali y(x)., care pentru valorile @, a,,...,an, date
variabilei independente, ia respectiv valorile by, bs,. .., by. Geometriceste,

aceasta inseamni ci ecuafia diferentiald respectivd admite o curbd inte-
grali care trece prin punctele Py(ay, b,), Pa(as, by),- . . Pu(@n.bn).

S% notim cu L(x,;0) lungimea celui mai mare interval deschis de
forma [#%p, %,-e;) in care multimea integralelor ecuafiei respective este
interpolatoare de ordinul #. Rezultatele existente asupra problemei #n-locale
pentru ecuatii diferentiale de ordinul #, cunoscute de autorii acestui articol,
dau in general delimitdri inferioare pentru L(%, ; ¢), delimitiri care se obfin
in anumite ipoteze restrictive asupra functiei ¢. In cazul particular al ecua-
tiilor diferentiale liniare cu coeficienfi constanti, M. Biermacki in
1] a stabilit conditii (referitoare la rddicinile polinomului caracteristic)
in care integrala generali este interpolatoare de un anumit ordin k, pe
toatd axa Ox, si de asemenea conditii in care integrala generali nu este
interpolatoare de un anumit ordin pe toati axa Ox. In prezenta lucrare




——?—-—

38 ¥ 0. ARAMA, D. RIPIANU ) 2

autorii se ocupd de asemenea cn problema polilocald in cazul ecuatiilor
diferentiale cu coeficienti constanti, cdutind si determine efectiv expresia
numdrului L, in functie de coeficientii ecuatiei,

§ 2. Sd considerim o ecuatie diferentiald de ordinul », liniard cu coe-
licienti constanti reali. Fie £1(%), fo(%),. .. fa(¥) un sistem fundamental de
integrale. Pentru a simplifica expunerea ce urmeaza, vom presupune
A w o, H
intotdeauna ci sistemul fundamental este scris sub o formd reald. Integrala

L
generald a ecuatiei diferentiale considerate va fi in acest caz y(x) = ¥\ Cifi(x).
. 1==1] :

Pentru a determina numiral L in cazul unei astfel de ecuatii diferentiale
va trebui determinatd lungimea intervalului maxim cu extremitatea sfingz{
intr-un punct dat x,, astfel ca sistemul algebric de ecuatii liniare tn necu-
noscutele C; : ’

igl Cifily) =8 - (1=1,2..., %

si fie compatibil, oricare ar fi nodurile distincte ay, s, . ..,dy, situaie in
acest interval si oricare ar fi numerele reale &,,b,,. . ., bn. Lungimea acestui
interval ne va da numirul L(x,;0) corespunzitor!), Problema determinarii
numarului L revine deci ‘la gisirea celui mai mare interval cu extremitatea
stingd in x,, astfel ca determinantul

: fu(#), fo(%),. . ., fu(w)
AR EN s Io ,
Jf( (J')J;-zl,z,...,;: D{ {,ll, a‘:ZJ ) a:" } ‘ ':’1”)
sd fie diferit de zero, oricare ar fi nodurile distincte a;, a,,.. ., ay situate

in acel interval,

Observim de la fnceput ci in cazul ecuatiilor diferentiale liniare cu
coeficienti constanti, determinantul DV léfﬂ) : ‘fiz(x"" L% f,;(x) z rdmine neschim-

) -

bat in semn, daci astupra tuturor nodtllrilorgal, [ " ,an se efectueazi
o translatie E=x-- (A fiind real), adicd daca in loc de nodurile Qyy gy =508
se 1au respectiv nodurile G+A dy A, . .. ant 22). De aici rezults ci numaral
il care reprezintd lungimea intervalului maxim in care integrala generals
este interpolatoare de ordinul #, nu depinde de pozitia extremitatii %y a acestui
iterval, ¢i numai de natura operatorului diferential liniar din membrul
sting al ecuatiei diferentiale respective. Acest operator diferential poate
fi caracterizat de exemplu prin ridicinile 71 P9, oty ale  polinomului
caracteristic ce i se asociazi. Intrucit numirul L nu depinde in cazul
ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti constanti de pozitia punctului x, ,
¢l numai de ridicinile " Voo, ¥y ale polinomului caracteristic, 1l vom
nota cu L (1, 7,,...,7).

In prima parte a acestei lucriri se va demonstra proprietatea ci
— fiind datd o ecuatie diferentiald liniari de ordinul # cu coeficienti con-
stanfi reali, al cirei polinom caracteristic admite rddédcini distincte, dintre

!) Se poate demonstra cd acest numér L nu depinde de alegerea sistemului fundamental.,
%) Aceastd observare este valabild $i in cazul ciud polinomul caracteristic are rddacini
multiple.

3

ASUPRA PROBLEMEI POLILOCALE 39

care cel pufin una reald — atuneci Il‘lllllﬁ,l‘}ll L corespunzﬁ’gor ?ces§e1 eﬁﬁﬁ
diferentiale este delimitat inferior de numarul L corespunzitor méel 2:11 e
ecuatii'difereni,:iale cu coeficienti constanti d:a ordin mai mic. _e1 \au re(;_
apoi 1a cazurile particulare pe care le prezintd ecuatiile d:i_fe:ientla‘\e cr:l m](;:;(;le
ficienti constanti de ordinul al treilea si al patrulea, studiindu-se in

cazuri numérul L corespunzitor.

TEOREMA : Dacd polinomul caracteristic asociat unet ecuatii diferen-
tiale liniare de ordinul n, cu coeficienti constangi reali are rdddcinile Pll"t Ptzn «2Pms
distincle, dintre carve cel putin una rveald, p,, atunci ave loc inegalitatea

L (py por--on) =L (P Po - - -1m) -
Pentru a demonstra aceasti teoremi, vom stabili in prealabil urmi-

toarea ) 4
Lemd: Fie f;(%),..., fu—1 (%) un sistem de n — 1 functi, g_dm;g:’??d
devivate de ordinul intii, continue in (a, p). Dacd mulfimea com w;aiz:’ flr
liniare ale functitlor f(x), ..., f,_; (%) formmza. wn ststew? m.tfsrpo ator de
ordinul n — 1 in intervalul («, B), atunci mul,tmiea combma;u_lo: l’b??o:ﬂf
ale functitlor fo (%) =1, fi{x),... [o—1 (%) formeazd un sistem nierpolator

de ordinul n in intervalul [a, B]. T
Demonsirvatie Intruelt prin ipotezi 1111‘111,1::1111@@ tcombl;rii?ﬂgé
ini iilor £, ' ¢ [ 4 un sistem interpo
liniare ale funcfiilor [, [, .-l o iqrmeaza un sister P :
ordinul »# — 1, in («, B), rezulti cd oricare ar fi nodurile %, %y,..., ¥n—1,

satisficind conditia
a(<.‘?\:1<;\59<....<x"_[<ﬁ (].1)
determinantul
D jl: f ’ fgr sy fn—l}:f;(%j) |!.___112'”_."__‘1 (1_2)
| Xy, Xg, Xg, o0 Xp—1) iz /=12, ...,n=1

este diferit de zero. Mai mult chiar, afirmidm ca acest determinant péstre:iza
un semn constant, oricare ar fi pozitiile nodurilot 2y, %5, ..., x,!_bl ; s; s-
ficind conditiile (1.1). Intr-adevir, dacd s-ar presupune prin absur tf:a
ar exista doui sisteme de nodutd Xy, Hpy - ooy Hn—1 51 g, EF” . E,"T" satis-
facind fiecare conditiile (1.1) si astfel incit si aibi loc inegalitétile

r r r Fy r
fi,fg,...,fn_,} _ {f,,,2,...,fn_1} ;

' >0sD ; =
s {xllxm vy Xn—1 ? El: &2, o« voes E"_[

atunci deplasind nodurile £, &,, ..., &1, prin _contihuitai:e, ta::,tzfel (1‘3
nodul & si coincidi cu x; (1 =1,2,....,n — 1) :§1_astfe1 ca fn tot timp
£, 3 satisfacd conditia (1.1), atunci deter-

deplasirii nodurile &, ...., %
U 4 T

minantul D { b i 2""1} va varia in mod continuu si va tinde cidtre
E,q. E_n « o Gl 3

i o dgrooeo foy Intrucit acest
valoarea pe care o are determinantul D { iy Byl xn.l}

A I3
e . y i .
proces de variatie a nodurilor & poate fi conceput ca petrecindu-se intr-u
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interval inchis strict interior intervalului (@, B), rezulty in virtutea conti-
nuitifii cA va exista un sistem de noduri & &2 ..., Er_;, satisficind
conditiile (1.1) si pentru care determinantul (1.2) se anuleazi. Aceasta
ar contrazice insi ipoteza ci functiile Iis tys oo orfr_, formeazi un sis-
tem interpolator de ordinul » — 1, in (o, B). Rezultd deci ci oricare ar fi
nodurile %, %,, ..., x,_;, satisficind conditiile (1.1), determinantul (a5
pdstreazi un semn constant.

Si considerim acum un sistem arbitrar de # noduri ay, a,, ..., a,,
satisficind conditiile

m§a1<a._,<....<a,,__<';ﬁ 1.3)
Pentru a demonstra lema enuntati, va trebuie si ardtim ci determinantul
D ‘]ﬂ fl: f": """ ’fll-—l
Gy, sy Gy, ... .. , dn

nu se anuleaza,
Pentru aceasta observim ci are loc urmitoarea egalitate folositi de
prof. T. Popoviciu [2]:

Ay a3 dn /f‘ , f‘ R
/f f D{ 107 "*1} Ay d%y. .. Ay g = (1.5)
ayd ay An—1 1o Xy ooy Xy

fl(az) = f (“ ) ------ fa— (Qz) = fn-~ (GI) .
fl(a:}) == f:(fi:) ....... fn_]l((l;}} — f,,._ll(cz.z) !__ D {11 fl ) ./21' G '{H-—-[} .
it ElG) e ‘ TRLP g

,fl(aﬂ) - fl(ahﬁl) e fn—l(f-lu) = fn—l(ﬂn—l)

Dar intrucit determinantul ce figureaza sub semnul integralei multiple
din (1.5) nu se anuleazi i pdstreazi un semn constant, oricare ar fi valo-
rile pe care le iau variabilele X1, X9, « .., ¥p—y, respectiv in intervalele de
integrare (a,, a,), (ay, ay). . . . (@n—1, ay), rezultd i integrala (1.5) va avea
ca valoare un numair nenul. Deci determinantul (1.4) este diferit de zero,
oricare ar fi nodurile a4y, a,, ..., a, satisficind conditiile (1.3).

Si trecem acum la demonstrarea teoremei enuntate. 'S4 considerim
0 ccuatie diferentiali liniari si omogend de ordinul %, E, (y) = 0, avind
coeficientii constanti si reali.

S& notdm cu 7y, 7, ..., rp radicinile reale si cu oy + 0B, o —2Bq,. ..

vy g + 1Bq, %g — 1Bg, (p + 29 = ), radicinile complexe ale polinomului

caracteristic asociat. Vom presupune cd p = 1, adici polinomul caracte-
ristic admite cel putin o ridicing reali. Un sistem fundamental de inte-
grale pentru ecuatia E,(y) = 0, va fi :

enx | en .., elp*, ¢%X cog Bi%, e"*sin Bix, ... ., e¥%* cosPyx, e sin Bgx.

Daca in acest sistem suprimim prima integrali, adici ¢n%, atunci
functiile rdmase pot fi considerate o formind un sistem funda-
mental pentru o ecuatie diferentiali liniari cu coeficienti constanti reali
de ordinul # — 1, al cirei polinom caracteristic are ca raddcini numerele
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A 0£1‘|“£‘51, O — ?:Bl» Lrsis mq““mq W)‘,"?ﬁq- Sa }lﬂtan1 acej_s;?g ec;a}j?gl;
E,_i(y)=0. Fie Ly =L(r, . s ¥py o 1By, 0 — ZBDI"' - :?:uatigi d%fer'e]g-
lungimea intervalului maxim in care integrala -,T:enera ;1 aAtunci 2 b ap
tiale E,_;(y) = 0 este interpolatoare de ordinul » — 1.

fi nodurile %, %, ..., %,, satisficind conditiile

1.6
By = Ky L oo By )
Zp — Xy < Lp— (1.7)
determinantul
i a ; plaX o]

I e ..., erpt | e cos PBix, e®*sin By, . . .. ,e%% cosBe¥, ee¥sin Py x (1.8)
D A T e e & s 5 v SR G e B5 e

l P » Xp, Hpdly eovnmeroennenen

va fi diferit de zero. Dar deoarece s-a presupus ci ridicina 7, este reald
reztilti ci si determinantul

elramr)x | p(rp=ruX plo—riX cog B, %, et sinf,x, . ..
D Koy, voneann y Xp, Hpdl peenvmr e sannoes cnnnenn ,
..., e(%—T)% cos Byx, e(®g)* sin By x } (1.9)
................... %p

este diferit de zero, intrucit este egal cu determl‘l}ar}tul_(l.éi),t 111111}1111‘%';
cu factorul pozitiv e—7bwb¥et-..tx) Din faptul cd de‘telnun_an_ untul-(!;e-
nu se anuleazi, rezulti indatd cd va fi diferit de zero st fig’f;eljmnis;tl il
se obtine din (1.9), luind insd in locul functiilor ce sint scrise in r .

sus, derivatele lor, adici determinantul :

(rg—ry) 0%, ., (r,—1y) e‘r-"_"’x, e@=) [(ag —74) €08 Byx—PBy sin By%],
D{ Xy evennnernmnn- » Xp, Xpe1s s ¢ 0 = v alile v oiain o o gt o waaie & sisis e
e =X (o, — 1) sin Byx + By cos Byx], ... .. } 1.10)

intr-adevir, se observd ci determinantul (1.10) se obfine din’ det?e;'ml-
nantul (1.9), prin inmulfirea acestuia cu fgactorul (r:r— 11)7(7;' )ZFJ_]-B.?.‘]‘
(rp —71) [(on — m)* + B3][(ox _7'1)2_ + g3] - i -L_(‘It;r 1 -“It' qél-
care este diferit de zero intrucit rddicinile polinomului _c‘amct.eus}(lcf ]
ccuatiei En(y) = 0 au fost presupuse destincte. In definitiv, din fap u
ci determinantul (1.10) nu se anuleazi oricare ar fi 11odt1rf11e *}('?;1 oty K
satisficind conditiilor (1.6) si (1.7), rezultd ci sistemul de functii
(ro—7y) €T | L., (rp—ry) EVPOY, eI [(0 —1y) cos Byx— By sin By,
el@—roX [ (o, —p,) sin B2+ By €08 Byx],..., elag =% [(a;—7;) cos Bgx— By sin Box |, \
eloq =X [(0,—1y) sin Bgx+ By cos Bexl. (1.2
este interpolator de ordinul # — 1 in orice interval (deschis in ambele
extremititi), de lungime egali cu L.
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- Conform Iem@l sftab111te auterior, rezultd ci sistemul de functii format
- ., . - . 3 i

dm cg;mtal}ta 1 si din primitivele functiilor din (1.11). este interpolator
: ;ticl)r nln 1nD0r1_ce interval de ?ungime Ly, considerat impreuni cu extremi

tile sale. Deci, oticare ar fi nodurile ; isfacl ;

Sl 3 Xy X9y + v o, Xy, satisficind con-

T 5 W, 5 i R (71.12)
_ M=%y =Ly ik
determinantul L =
1, ela=rix, . elp=r)x, de—rixcos B x, elw—Tisin B, x
e
Xia Xy o v dvvnn » Xp, Lpilily 5w o suatlay Sve s e A e v s

vy 6% COS B, c@TIX gin f x ]
¥
| = 7 | [
este diferit de zero.
Rezultd cd este diferit de zero si determinantul

X 59 g Y ‘g
Iel » €, L., eTPY, e™Ycos fBx, e™¥sin B, x,

l;\flJ Koy < v, Xp, -xp-l-h .................... s

o X 2 - @
v, %% oS Bex, e%¥ sin B,,x}

care se obtine din determinantul (1.14) prin inmultire cu factorul
entatxrt. . 4x;)  care este evident diferit de Zero. ,
Astfel teorema este demonstrati,

Observatie Teorema stabiliti se extinde si |

I e y a cazul et i { iave
are rdddcini multiple. =i cind polinomul caracteristic

Aplicatii. In cazul unei ecuatii diferengiale liniare de ordinul trei
coef&menp constanti reali, al cdrei polinom caracteristic are o réuiz“ici;luI
reald 7 si doud complexe p; $i py, in baza teoremei de mai sus putem scriz

L(r,pnp)=L (1, p2)-

Daca notdm cu f partea imaginard a ridicinii complexe p,, atunci pre
3 5 : )

cum se poate ugor constata, L (py, p,) = % Dol

|81
L (7, pupe) = L (pr, py) = 7% :

1:1 cazul unei ecuafii dﬂ'erenpi.ale liniare de ordinul 4 cu coeficienfi con-
s _agja, 311 cirei polinom caracteristic are dou ridicini reale 7y §i 75, precum
$1 doud complexe p;= o 4 B, py = « — iB, vom avea: :

L (7’11 ?‘2’ pl’ pZ) ;_i L (TZJ P1. p‘.]) %‘L (91, pi) T I ; [
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O alti aplicatie a teoremei precedente o constituie urmitoarea proprie-
tate, care este inclusi de altfel intr-un rezultat obtinut de T. Popo vi-
ciu [2] precum si intr-o observatie pe care o fac G. Polyasi G
Szegd in [3] 5

Fiind dati o ecuatie dilerentiald liniari de ordinul » cu coeficienti
constanfi, al cdrei polinom cafacteristic are numai ridicini reale si dis-
tincte 7y, 7y, ..., 7, atunci integrala ei generali este interpolatoare de
ordinul n pe toati axa Ox, adicd oricare ar fi nodurile reale distincte
4y, @y, ..., a si oricare ar fi ordonatele 0y, b,, ..., by, ecuatia diferen-
tiald respectivi admite o curbd integrald care trece prin .punctele
(a1, By), (s, B3), « ., (@ bn)s

Intr-adevir, aplicind rezultatele teoremei precedente, putem scrie
inegalititile

e Toonoritl) =K (Hes By ot L (B o PV 2 e 2 L (Pt Pg) = 00

§ 3. 8% considerim o ecuafie diferentiald E(y) = 0. Si notim cu
Yy, 7sy . .., ¥p riaddcinile reale ale polinomului caracteristic si cu
o + 1B, oy — 1By, < o5 %+ 1B 2 — z.[éq ridicinile complexe (®+ 2q=mn).
Presupunind ci toate aceste radicini sint simple, atunci un sistem funda-
mental de integrale pentru ecuatia E(y) = 0 va fi sistemul

enX greX | ofpX pWX ogs By, ¢®¥ sin Box, . ..., e%F cos Byx, e%F sin Byx
) ’ ) , |4 0 i B q g

iar determinantul (1.0) se scrie:

| er®, gmx, L, %, eMFcos By, entsin Byx, ...l
| 21 % -« o0 Xpy Xpgls P
., €%% COos Box, €% sin (% |

................ 3 % ( (1.15)

Sa facem schimbarea de variabili independenta
x=WmE + v (1.16)

unde u si v sint reali, iar y %+ 0.
Atunci ecuatia E (y) =0 se va transforma intr-o ecuafie de acelasi tip
E*(y) = 0 pentru care se poate considera ca sistem fundamental de in-

tegrale, sistemul :
ers oraE . o'PMS pouE cos Bk, et sin By, . . .

gt

oo, €% cos BouE, €™ sin Byp

Sa notim cu L* lungimea intervalului maxim, in care integrala generala a
ecuafiei E*(y) = 0 este interpolatoare de ordinul #. Vrem sd ariitim cd
intre numerele L si L* existd relatia L = |p L%
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Intr-adevdr, tinind seami de transformar | i
T =8 g ea (1.16), det
(1.15) se poate scrie sub forma : : i

i L % 3
D{EI,...,er, %% cos By x, €M% sin Byx, .. ...
Xgye oo vn Xpy Xy, Kpfdeoinls o2 e

A(kE+v) rp(kE+v) )
— [e’ HERS), . el , eMEHcos B (E 4+ v),. . ... }
(1.17)

ripk rpHE .
_ plrbreb ettt ta)]) | D fg W5 L, P, embt cos BypE, emkE sin Bk o }

e s b o g o 3y 66
wnde 1 B Doy dvcwrs 5575 ¢ viwgatel AT

Xy —V,.
g="L—(=12 ...,

Din aceastd egalitate rezulti ci daci x; i £; sint legate prin relatia
(L.16), atunci determinantul (1.15) si determinantul '

B :
= [ erk L P cunE g Bk, eMBE sin B ol ., (1.18)
B 7 R PRSPt S R e A

se anuleazi in acelasi timp.

Tinind seami de aceasta si observind ci functiile ce intervin in primul
respectiv in ultimul determinant al egalititii (1'.17 ), formeazi un sistem
fundamental pentru ecuatia E(y) = 0, respectiv E#*(y) = 0, rezulti ci
A iy

Din cele de mai sus sintem condusi la urmitoarea reguld : pentru a
determina numarul L, adicd lungimea celui mai mare interval in care deter-
minantul (1.15) nu se anuleazd, este suficient si se determine lungimea L*
a celui mai mare interval in care determinantul (1.18) este diferit de zero
§1 apol si se find seama de egalitatea L = | u|.L*.

Pentru a putea utiliza cu profit aceastd regﬁlé, se va cduta si se scrie
determinantul (1.18) sub o formid cit mai comodd pentru cercetare, ale-

1

gind parametrul p intr-un mod convenabil, de ex. y =——.

Tinind seama de arbitraritatea parametrului v, vom lputea sa-1 de-
terminim astfel ca pentru orice grup de noduri #,, %, ..., %, primul
nod din gruypul corespunzator &, &, ..., &, si fie nul. Apoi, tinind seama
de faptul ci determinantii (1.15) gi (1.18) se anuleazi simultan atunci
cind nodurile respective sint legate intre ele prin relatia (1.16), rezulti
cd pentru determinarea numdirului L* putem presupune‘ in determinantul
(1.18) cid are loc intotdeauna egalitatea £, — 0.

Cu aceste observatii determinantul (1.18) poate fi considerat sub forma

r re ™n. « a a
ol AR e o st 2y
JBﬂJ BBI : CﬁlE Cﬂ[ S z B : 5 ﬁ:g [50? Eu : ﬁq“
B : sree, €7, €0 COSE, e'SINE, ..., e cos o &, e sin & o
10, &, ..., 5, & P 2 @19)
S2 xSy Spdly s v v e G F e 8T e e W S b ahe dee e e y SN J
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intrucit ne intereseazi anularea sau neanularea acestui determinant,

vom putea Imp#rfi fiecare funcfie ce intervine in prima linie cu o alti
oy 3)

functie ce nu se anuleazd in (— oo, + o), de exemplu cu eb
Atunci determinantul se scrie

n—a o Sy u.1§ 3 I:Lq—ulg 8
B By T i By IQ By 2 q
ettt L., e , eosE, &Ing, . ..,'8 cos —E, e sin - )
D{ ¢ R o8 g, & &l (1.20)
0, ..... 3 EP? E_\p+1, E_.p+2 I R T R RN R R » gn

Numirul L* va fi dat de lungimea celui mai mare interval, avind extremi”
tatea stingd egald cu zero, pentru care determinantul (1.20) nu se anuleazi,
oricare ar fi nodurile distincte 0, &, ..., & din acel interval (deschis).

Pentru a obtine numirul L, se tine seami de relatia L :-lvﬁ[,‘.‘
, : ;

CAPITOLUL II

Determinarea numirului Z in eazul ecuatiilor diferentiale liniare cu
coeficienti constanti, de ordinul 3

§ 1. Si considerdm o ecuatie diferentiali de ordinul 3, E(y) =0, al
carei polinom caracteristic admite trei radicini distincte.

Daci toate aceste ridiicini sint reale, atunci dintr-o observatie ante-
rioard (cap. I, § 2) rezulti ci L = co. Astfel, rimine de studiat numai ca-
zul cind polinomul caracteristic admite o rdddcind reald 7 i doud com-
plexe o« + iB, « — if. Se va presupune cd rddécinile complexe ale poli-
nomului caracteristic sint numerele -+ 7, ceea ce se poate intotdeauna rea-
liza cu ajutorul unor schimbiri simple de variabile, dupd cum s-a aratat
in cap. I, § 3. Problema trilocald pentru ecuatia E(y) =0 revine la gi-
sirea unui numiar pozitiv L, astfel ca determinantul

er?  cosa sina

=i gt cos b sinbd

[ er*, cos &, sin & 1
a, b € :
: J erc cosc sine

“
si fie diferit de zero, oricare ar fi modurile a < b < ¢, satisfacind condi-

tia c—a< L,
in baza unei observiri ficute in cap. I, §3, se poate lua @ = 0 si se
poate presupune r = 0. Determinantul precedent se scrie

1 f 0

D = fe(b) =|e® cosbh sinb|; 0=r;0=0=¢) (2.1)
efc  cosc sinc
i A Y
3) Aceasta revine a efectua in ecuatia diferentiald schimbarea de functie z=——
B
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Problema - trilocald pentru ecuatia diferentiald considerati revine dec
la_aﬂarea masginei inferioare a numerelor ¢ > 0, care se bucuri de pro-
prietatea cd pentru fiecare din ele existi cite un numir b, 0 << b < ¢, astfel
incit determinantul (2.1) si fie nul. S& notim cu C multimea tuturor nu
merelor ¢ ce satisfac proprietatea enuntati mai sus. Aceastd mulﬁme @
este marginitd inferior de numdrul 0, deci admite o margine inferioars
In baza teoremei de existentd a lui de la Vallée Poussin (4], aczzeasté 111afginr¢.
inferioard va fi un numir pozitiv. Fa va reprezenta evident numirul [
corespunzitor ecuatiei diferentiale considerate :
L = inf : ;
daffo} (2.2)
Pentru aflarea acestei margini inferioare, interpretim determinantul (2 1)
ca o functie de o variabild independents b, depinzind de parametrual 7 st
pe care o vom nota [, (b). Intr-un sistem cartezian ortogonal de coordo-
nate, in care abscisa se noteazi cu b, iar ordonata cu D), relatia ) — fe(b)
feprezin‘ré o familie de curbe depinzind de parametrul c. Cbservim d'eclfi
inceput cd aceasti familie depinde continua de parametrul ¢. Are loc: (
 Lema 1. Curba de ecuatic D = f;(b) ce corespunde valorii ¢ = L
in intervalul (U L), este situatd deasupra axei O Y si este tanvenld acestei
axe in cel putin un punct b*, situat in intervalul [ﬂ: L] (fig. 1; .

AD

/|0 B L
Pig. 1
Demonstratic. Observim de la inceput ci daci » — 0, atunci

ol el e
f (6) =4 sin 5-siflo- sin ——
s,aiudekci L —9m. Atunci_ /L(b) = 0 si in acest caz lema se verificd banal.
Ruamme de cercetat deci numai cazul ¥ > 0 (intrucit s-a presupus initial
cd v =0). '
Observam cf :
%1‘)1&)1 fe(b) =limf. (b)) =0 (2.3)

b—+e

%) Nu in sens strict,
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oricare ar fi valoarea aleasi pentru c. Apoi
—fe(b) = — cos (¢ — b) — re’®sin ¢ + €™ cos b (2.4)
si pentru b — 0, avem:

limi f:(b) = — cos¢ — rsinc 4 €. (2.5)
b0 A
In baza teoremei stabilite in cap. I, rezultd ci in cazul de fatd = = L. Se
constati usor ci L nu poate depdsi numirul 2w, intrucit in caz afirmativ,
alegind ¢ = 2w, determinantul D = f.(b) devine for (b) = (> — 1) sinb
si acesta se anuleazi pentru b == w. ceea ce ar contrazice definitia numa-
rului L. Deci

e L = Bar. (2.6)

Tinind seama de acest rezultat si de faptul cd » a fost presupus nenegativ,

rezulti din (2.5), inlocuind ¢=L, inegalitatea strictd

(6)> 0. 2.7

d
i 5 100
Din (2.3) si (2.7) rezultd ca la dreapta originii i intr-o vecinitate suficient
de mici a acesteia, curba de ecuatie D=/, () se situeazi strict deasupra
axei 0b. Vom arita acum cd in intervalul (0, L) curba de ecuatie D={;(b)
nu poate avea puncte situate strict dedesubtul axei ob, adicid

f.(6)=0 cind be (0, L). - (2.8)
Intr-adevir, si presupunem contrariul (fig. 2). Fie b; ¢(0,L) una din absci-
AD
".J
b, b
H 'IF 1= !
Fig. 2

sele pentru care funcfia f;(b) ia o valoare pozitiva, iar b,e(0, L) una din
abscisele pentru care f;(b) ia o valoare negativi.

fr(d)>0; fr(by) < 0. (2.9)

Putem lua b; si b, astfel incit
0<b<b,<L. (2.10)




e I A =

48 0. ARAMA, D. RIPIANU 12

Sd considerdm acum functia f.(b) de doud variabile independente b si c,
definita de formula (2.1). Aceastd functie este continui in raport cu ansamblul
variabilelor b si ¢, in tot planul variabilelor b i ¢. De aici rezulti ci por-
fiunea de curbd (I'), de ecuatie D=f,(b), corespunzitoare unui interval
finit, inchis, B; = b= @,, este un arc continuu pentru orice valoare a para-
metrului ¢ §i se deformeazd continuu atunci cind parametrul ¢ variazi
continuu. Mai mult, dacd parametrul ¢ variazi intr-un interval finit inchis,
7, =c =7,. atunci deformarea curbei variabile (T,) este uniform continui.
Aceasta inseamnd cd fiind dat <0 arbitrar, acestuia fi corespunde un
numdr 7(e)<<0 astfel incit oricare ar fi doud valori ¢, si ¢, ale parametrului
¢, luate din intervalul [vy;, v,], satisficind inegalitate | c,—c; | <y(e),
distanta dintre cele doud curbe corespunzitoare(l,) i (T,), mésurata

dupi formula
0 (]'1'31’ I‘fg): sup 1 ffx(b)'_ffa(b) i
X = . b€ [By,Bql
este mai micd decit e. ;
In particular si ludm pentru intervalele [By, Bo] $i [y1, Yo] un acelasi
interval, anume intervalul [0, L]. Pentru ¢ vom lua o valoare satisficind

inegalitatea

s<min {/1(by), | f(bs) | } (2.11)
Apoi vom lua ¢, =L, iar pentru ¢, un punct oarecare din intervalul (L —v(z),L)
si care este mai mare ca b, :

gi=1, :
{ ! . (2.12)
L—y(e)<ea<L si by<oy

Evident ci numerele ¢; si c,, astfel alese, satisfac inegalitatea | ¢;—c, [<y(e).

Atunci vom avea !
b (Ts, To) = max | £,,(6)—fa(®) | <

be[0,L]
Prin felul cum a fost ales e in (2.12), rezulti ci noua functie f, (b) va avea
4D
‘D‘5h(b}

TN b b

/4 Y b
1o B 1B 90 L.
e l# L?(L) L

Fig. 3

in punctul b=, o valoare pozitivd, iar in punctul b=0b, o valoare negativi
(fig. 3). Functia f.(b) fiind continui in [b;, b,], rezultd ci existi un punct
boe (b,, b,), astfel incit
i fea(bo) =0 (2.13)

J
i |
13 N ASUPRA PROBLEMEI POLI LOCALE 49

Apoi din (2.12) rezulti :
‘ by, < teck, (2.14)

Relatiile (2.13) si (2.14) contrazic proprietatea de definitie (2.2) a numirului
L. Aceastd contrazicere provine din presupunerea ficuti anterior, anume
ca functia f,(b) ia Tn intervalul (0, L) valori negative. Rezulti deci cii curba
de ecuatia D=f,(b) nu are puncte situate sub axa 0b; cu aceasta, relajia
(2.8) si deci prima afirmatie a lemei este demonstrati.

Trecem acum la demonstrarea celei de a doua proprietdti din lemsi.

s S il e o atene gl . , :
Sd considerim funcjuanf(b) si sd aflam limita el cind & tinde citre 0.
Observim ca oricare ar fi ce(—eo,+ o), avem din (2.5)

| .
lim — f. (b)= lim-ti fe(b)=—cos c—rsin ¢ + e (2.15)
b0 b b0 @b '

fe(b) si sd-i aflim limita cind

il . v : . 1
Sa considerdm de asemenea functia e
e

b tinde cdtre ¢. Observdam ci

i fe(b) = —lim s fe(b) =14-¢" (r sin ¢— cos ¢) (2.16)
bye €—0 boe @b
S-a ardtat anterior in (2.6) ci in ipotezele ficute inifial, numirul L este
cuprins neapdrat in intervalul [w, 27]. S4 ardtdm intii ¢d L nu poate fi
egal cu = §i nici cu 2. :

Intr-adevir daci L ar fi egal cu 2%, atunci din (2.1) am deduce ci
fL(b)=(e2"r—1) sin b. In ipoteza ficutd la inceput, ci » > 0, aceastd functie
se anuleaza in punctul b=m, trecind de la valori pozitive la valori negative.
Ori, aceasta contrazice inegalitatea (2.8) stabilitd anterior.

Sd ardtdm acum cd L nu poate fi egal nici cu =. Intr-adevir, pre-
supunind contrariul, adici L—m, obtinem din (2.1):

fe(b)=/fx(b)=(1-e™) sin b. (2.17)

Sd considerdm functia auxiliarg :

_ fi(®) (14 e™)sind S
o Sy v g i &18)
Observiam ca
lim @, (b) = lim ®; (b) '71 (14-e™) (2.19)
b—+0 bm 7T

De aici rezultd cid functia ®,(b) este continud in tot intervalul (— oo+ o)
si ed In intervalul fnchis [0, ©] ea nu se anuleazd. Apoi

1 4 & (mib(n ~b) cosb—(n—2b)sinb- g (b)
(Ifermy db "7 b2 (m—b)? TR —b) P
Tinind seama de faptul ci (:;’: =(b?—mb42)sind, se constati ugor cd 2(b)
(i

— Studii gi cercetari
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e : il iinls T . "
are in intervalul (0, w) o singuri riddcing b = — - Se obfine urmitorul tablou
ey

de variatie pentru funcfia ®;(b), corespunzitor intervalului [0, L=1x]:

b 0 ; T
- e
EE(DL(I)) DS —p—— O A 10

Q) |1+em N L(4en) A 1fe

Din acest tablou rezulti ci in intervalul [0, =] functia @ (h) este strict
pozitivd, mai precis satisface inegalitatea :

@(0) g%(1+-ﬁ“); be [0, ©] (2.19,)

1\%

Intrucit in punctul b== functia ®.(b) este continui si ia valoarea
(l+er“)>$(1—|—e”')i rezultd de aici existenta unui interval de {orma
[m, m~-A;], in care incd se mai p#streazi inegalitatea (2.19,).

Curba corespunzitoare de ecuatie D =®; (b) este indicatd in fig. 1.

D

T i
2 (11e) -
0] e i : ';
B S SR X — e -t .
; : ! b
! & - -
O f r e 'F‘t

Lig. 4
5S4 considerdm acum familia de curbe depinzind de parametrul ¢

D = @, () =b—{% (2.20)

Tinind seama de relatiile (2.15) si (2.16), rezultid ci orice curbd din familia
(2.20) este continud in tot intervalul — co <b< -+ co. Mai mult chiar, functia

-
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@c (b) din (2.20), conceputd ca functie de doud variabile independente b si
¢, este o functie continud in raport cu ansamblul variabilelor & si ¢, in tot
planul acestor variahile,

Intr-adevir, functia ®,(b) este evident continui in orice domeniu (D)
din planul 50c¢, ce nu contine puncte ale axei =0 si ale dreptei b=c (fig. 5).
Mai ramine de verificat cd @, (D) este continui in punctele situate pe axa
b=0 precum si in punctele situate pe dreapta b=c (fig. 5). Intr-adevir, fie

hoc
r) bz‘c
M
Pio6)
b
ZE 7y

Eig. 5

P(0, ¢;) un punct situat pe axa b=0 si diferit de originea 0. Si consideram
un drum oarecare (I'), ce duce spre punctul P, sub forma :

5. Ji=0®]
i o=y

unde ¢ si'l" sint functii oarecare, continue, admitind derivate de ordinul 1,
continue intr-un interval ({,—e, #,+2) si satisficind in plus conditiile :
] lim o(f) =0
i (2.21)

I fim b)) =c, '
i+,

Mai presupunem ci porfiunea considerata din drumul (T) nu taie dreapta
h=c, iar dreapta b=0 o taie numai in punctul P (fig. 5).

Sd calculdm limita functiei @, (), cind punctul M (b, ¢) tinde catre
P(0, ¢;) pe drumul (I'). Pentru calculul acestei limite, putem aplica regula
lui I'Héspital, intrucit conditiile in care este valabili aceasti reguli sint
indeplinite in cazul de fafi. Vom obtine :
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| I 1 0
lim M, (b) = lim - - er*® cos ¢ f) sin ¢(f) | =
o). [0 () —o()] AR
jtg]:})P i+, CP( ) 4’ ( ) 'P( } v cos L]J(t) sin {.L'E”
. 1 1 0 = |8 1 0
= lim - - | @' |re™® —sing cosg +4'| e coso sine

T M) | § ==y f-]
4,9 b —p]+old'—o] : :
0 . | e cosy sing, |rem —sind cosd

Tinind seama de (2.21), obtinem in continuare

: = ,
lim @ (b)) =— - [y 0 it (2.292)
M—=+P Cy W
C ) |7 ‘Cos &y sin ¢y

Aceastd egalitate ne aratd ca in ipoteza ¢, #0, limita de mai sus nu depinde
de drumul (I') ales i deci funcjia @, (b) este continui fn punctul P, in raport
cu ansamblul variabilelor & i ¢. Tn mod analog, se constati ci functia ®(b)
este continud in orice punct P situat pe hisectoarea b= si diferit de ori-
ginea 0. Mai mult, se poate aridta cu usurinti ci functia @, (b) este continua
si in origine, dar-de aceastd proprietate nu ne vom servi in cele ce urmeazi.

. In particular, functia @, (b) va fi continui in domeniul D,, definit de
inegalititile 0 = b=n+h;mn =c= My, unde /i, este un numdr ce s-a definit
anterior (fig., 4).

De aici rezultd ci porfiunea de curbi (I} ) de ecuatie D=, (b),
corespunzatoare intervalului fnchis 0 = b =4, este continud pentru orice
valoare a parametrului ce[w, =/, ], dupd cum s-a aritat mai sus, si mai
mult — se deformeazd uniform continuu atunci cind parametrul ¢ variazi
in intervalul inchis (7, =/, ]. Aceasta inseamni ci fiind dat un numar e
(fie. 4), astfcl fnef

(14-er™)=infl @y (b) (2.99)
be [0,n4h] ' ;

2
acestuia ii corespunde un numir 7 (2) > 0, astfel incit oricare ar {i doui
valori ¢; si ¢, ale parametrului ¢, luate din intervalul T, Ay | sisatisfacind
conditia | c,—¢;| <%(e), distanta in intervalul N=0b=mn-+h dintre cele
doud curhe corespunzitoare (T ) si (T¢ ) si fie mai micd ca e, adica :

sup | D, (b)— D, (h) | <= (2.24)
be [0,x4h] '
S ludm ¢ =

: : L si =4 notim h, = min {.’1-]‘ n{s)}. Din (2.24} obfinem
inegalititile :

™

Dy (0) — =D, (D) =Dy (b) += (2.25)

valabile pentru orice be [0, ® 4+ A;] si ¢, e [m m + hy). Tinind seama de
(2.23), rezulta din (2.25) inegalititile '

(2.26)
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oricare ar fi bel0, m—+h,] 51 ce [w, n+A,]. Din (2.26) rezultd c¢i oricare ar
1 ce[m wth,! si oricare ar fi be (0, ¢), are loc inegalitatea

)< ®D, (b)b(t? —'b) =z ()

ceea ce aratd cd lungimea intervalului maxim, in care integrala generald
a ecuatiei diferentiale considerate este interpolatoare de ordinul 3, este
cel putin egald cu nt+/,. Aceasta insd contrazice ipoteza ficutd, ci L—m.
Deci L nu poate !i egal cu = si atunci rezultd in mod necesar (in ipoteze
7>>0) ca

r<l<2n (2.27)

In concluzie, rezulti c¢i intotdeauna avem L>= si c¢i egalitatea L—=2r
este echivalentd cu »=10). Tinind seami de (2.27) vem distinge doud cazuri,
dupd cum numdrul I este sau nu vddacinad a functiei

w(c) = 1+e(rsinc — cosc) (2.28)
care intervine in (2.16). In primul caz, cind o(L)=0, lema este evidentd
" . T - Bl )
intrucit conform relatiei (2.16) putem scrie : — e IL(by=e(L)=0.

) bl A0

Rimine deci de censiderat numai cazul ;
o(L)=1+4¢"T (rsin L. —cos L) # ()

Tinind ‘seama de semnificatia datd in {2.16) functiei o{c)., apoi de
relatiile (1.3) si de (2.8), se constatd de la fnceput vi dacid expresia o(L)
este diferiti de zero, atunci aceasti expresie este neapirat pozitivi. Deci,
in cazul considerat are loc inegalitatea :

o(L)=1+-¢"L (r sin L—cos L)>10 (2.29)

Sa consideram functia ¢(c)=1+-e¢" (¥ sin ¢—cos ¢) din (2.16). Se constati
cu usurintd cd aceastd functie admite fn intervalul n=c¢= 2= o singuri
ridicing reald. Intr-adevir se obfine ci o'(c)={r2+1)¢ sin ¢ i pentru
intervalul [n; 27| se obfine urmitorul tablou de variatie :

C b1 Cy 2T
CHI e R R ) (2.30)

@ (c) Ler® e N 0 N ([ 11y g?f‘n‘}

De aici rezultd ca in intervalul n = ¢ = 2% functia w(c) nu are decit o singura
ridicind reald, pe care o insemnim cu ¢,. Din inegalitatea (2.29) si din tabloul
de variafie alcdtuit, rezulti inegalititile

Tl =gy ==l (2:31)
Fie ¢, un numdr arbitrar satisficind inegalitatile

Lizc e, , (2.32)
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Din tabloul (2.30) rezultd cd pentru orice numar ce [L, ¢, ] are loc inegali-
tatea strictd

o(c) = o(e;) =m, >0 (2.33)
Sd considerdam acum functia
dlc)=—cos ¢c--7 sin c}-e’c (2.34)

care intervine in (2.15). Tinind seama de (2.31), se counstati indati ci in
intervalu! inchis [L. g ] functia §{c) este strict pozitivi. Existd deci un
numir m, >0, astfel incit sa aiba loc pentru orice ce[L, ¢,] inegalitatea :

d(e) = my >0 (2.35)

Acestea fiind stahilite, s considerim acum functia auxiliari
@, (b) — -1 @) 2.36
f'( ) b{Cf b) ( 1)

rezultd ca oricare ar fi valoarea

Tinind seama de (2.15), (2.34) si (2.35),
o lmitd pozitivd si finitid, cind

parametrului ce[L, ¢;], functia ®,(b) are
bh—0 :

==, w0 e [L, 65

lim®, (D)=—=
b0 ¢ 51
De asemenea, tinind seama de (2.16), (2.28) si de (2.33), rezulti c4 oricare
ar fi valoarea parametrului ce[L, ¢;], functia @, (d) are o limitd pozitivi
si finitd cind b-»c.
. m, iy
lim @, (b)) = —2=-2>0;
b=¥c c Cy

celL, ;] (2.38)
Apoi observdam ca oricare ar fi ¢ e [L, ¢;], functia @, (b) este continui in
intervalul — oo <<b<<+ov, deci in particular si in intervalul 0 =b0=¢,.
S-a ardtat anterior insd cd functia @.(b), conceputd ca functie de doud
variabile & si ¢, este continud in ansamblul variabilelor in tot planul acestor
variabile si deci si in domeniul definit de inegalititile 0=b=c¢, ; L=c=c;.
De aici rezultd cd portiunea de curbd (I ), de ecuatie D= @, (b), cores-
punzitoare unui interval oarecare finit, este continud pentrut orice valoare a
parametrului ¢ §i se deformeazd uniform continuu cind parametrul ¢ variazi
continuu intr-un interval inchis oarecare,
Sa presupunem prin absurd cd cea de a doua afirmatie a lemei nu ar
i adevaratd, adicd curba (I'7) de ecuatie D=/, (h) n-ar fi tangenti la axa
0b, in nici un punct interior intervalului (0, L). Ar rezulta din aceasti
presupunere 3 din inegalitatea (2.8) stabiliti anterior, inegalitatea stricti
10(6)=>0; be (0, L) (2.39)
Din (2.39), tinind seama inci de (2.36), (2.37), (2.38), in care ludm c¢=L,
ar rezulta inegalitatea strictd
O (0)>0;

belo, L] (2.40)
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Din (2.40) si din constatarea facutd anterior, ci functia @ (b) este continui
pe toati axa, ar rezulta inegalitatea strictd
inf @, (b)=m > 0
b &[0,1]
ceca ce aratd ca in infervalul 0=56=L curba (I'} ), de ecuatie D=®,(b),
se situeazd strict deasupra axei 0b, mai precis deasupra paralelei de ecuatie
D=m (fig. 6). Fie m, un numir oarecare satisficind inegalitatea :

(2.41)

0<<my<<m (2.42)

Tinind seama de faptul cd ® (L) =m>>0, (2.41), precum si de continuitatea

m ,_--_—-—..--... ;

L e R i

My Brrenasmdion ol aua e S g S e S S S o e [
o | " T

Fig, 6

tunctiei @7 (0), rezultd existenta unui interval de forma [L, L+4-7,], in care
functia @;(b) sa continue a lua valori mai mari sau cel putin egale cu
(fig. 6). Vom avea deci

L) =m>0: be [0, L4 ] (2.43)

TFie m, un numar astfel incit me,=>m,>0, (fig. 6). Considerim acum
curba (I'? ) de ecuatie D=:®.(b), unde ¢ este considerat un parametru
variabil. S4 deform#im aceasti curbi, ficind parametrul ¢ si varieze in
mod continuu de la valoarea L la valoarea L-}-/;. Dupid cum s-a mai amintit
anterior, curba (I ) se va deforma uniform continuu. Inseamni ca fiind
dat un numdr pozitiv e, arbitrar, pe care-l alegem in cazul de fati astfel
incit sd satisfacd inegalitatea

g <My — My (2.44)
lui ¢ ii va corespunde un numir v(e), astfel incit oricare ar fi doud valori
¢ $i ¢, ale parametrului ¢, luate din intervalul [L, L-+7,1 si satisficind
condifia |c,—¢; |<<y(e), distanta dintre cele doud curbe corespunzitoare
(T5 ) si (') sd fie mai micd decit numirul ¢ ales, adici

sup | @, (0) — e (b) |<c
be(0,L+m]

(2.45)

*
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Sd ludm ¢, =71 si sd notdm cu hy,=min {4,9(c)}. Din (2.45) obtinem inega-
litdtile - ’ ;

Dy (B) — s = D (b) =D, (0) +c (2.46)
valabile pentru orice be [0, L+7y], ce [L, L+h,].
Tinind seami de (2.43) si (2.44), obtinem din (2.46) inegalititile
0<miy—e=0Q. (D) — ==D,(b) (2.47)

oricare ar fi be [0, L+h,] sice [L, L+7,].
Din (2.47) rezultd cid oricare ar fi ce [L, L/, ]| si oricare ar fi be (0, ¢),
are loc inegalitatea :
0 < @, (b)b(c—b)=/. (D)

ceea ce contrazice definitia (2.2) a numdirului L. Contradictia provine din
ipoteza absurdd ficutd anterior, anume ci curba (1), de ecuatic D=f,(b),
nu ar fi tangentd axei ob intr-un punct situat in intervalul (0, L].Cu aceasta,
lema este complet demonstrati,

Din lema stabilita rezultd indatd urmitoarea consecinti :

Lema 2. Numdrul L, definit in (2.2), este egal cu marginea inferioard
@ multimir numerelor ¢, care satisfac inegalitalea ©=c, =2 si care au
proprietatea cd curba (I',), de ecuatie, D=f, (b), este tangentd axei ob intr-un
punct by, situal in intervalul (0, c,], adicd cd ecuatia f.(b) =0 admite o
rdddcind dubld by, situatd in intervalul (0, c,].

Demonsirafie Sa notdm cu @ multimea acestor numere ¢,, si
fie ¢c=inf. €. Din lema stabiliti anterior, rezulti ci un astfel de numir ¢,
vafisi numdrul L corespunzitor ecuatiei diferentiale considerate. Vom putea
deci scrie inegalitatea .

=1L (2.48)

Pentru a ardta ¢d c=L, vom arita ci o datd cu (2.48) are loc si inegalitatea
c = L. Si presupunem prin absurd ci

e L (2.49)
Atunci, conform definitiei lui ¢ $i conform inegalitdtii (2.49), rezulti existenta
unui numdr ¢, apartinind mulfimii @ si satisficind inegalititile c<¢,<L.
54 considerdm curba de ecuatie D=f, (b), unde ¢, este numirul ales. Deoarece
¢o €@, din felul cum s-a definit multimea @ rezulti ci aceasti curbi va fi
tangentd la axa ob intr-un punct by e (0, ¢,]. Punctul 4, nu poate fi insd strict
interior intervalului (0, ¢,], intrucit in caz afirmativ determinantul (2.1)
s-ar anula pentru valorile distincte b=b, si c=c¢, situate in (0, L) si aceasta
ar fi in contrazicere cu definifia numarului L, datd in (2.2). Apoi, prin felul
cum s-a definit multimea @, rezulti cd b,>0. Deci rimine de considerat
numai cazul by=c¢,.

=3

=t
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In acest caz, curba D=f.(b) fiind tangentd la axa ob in punctul b=c¢,,

rezulta ca

o) b i
G —0
i gp =1

adica, tinind seama de (2.16), ca

eren(cos ¢g—r sin ¢;) —1=0 (2.50)
Sa consideram functia auxiliatd o(c)=e™ (cos c—r sin ¢) —1. Observim ca
w'(c)=—(1+472) e sin c. '

Intrucit wm<¢y<<L = 2w, rezulti cd ¢'(¢y)>0. Apoi, din (2.50) rezulta
cd ¢(c,) ==0. Deci existd o vecindtate a punctului ¢,, situatd la dreapta acestuia
astfel incit functia o(c) si fie pozitivd in aceastd vecindtate, Fie intervalul
(co, ¢o+h) aceastd vecinidtate. Extremitatea ¢,+A o ludm astfel, incit sa
satisfacd inegalitatea c,+A-<<L.

D

D= §0

G ey /:..S wh L b
0 /f.

Fig. 7

Fie acum punctul ¢ € (¢, ¢o+4). In acest punct (fig. 7) vom avea

) o i . BN . .
o(c,) >0, adici 11u'1%fcl(l)}>ﬂ. Inseamnd ca functia f,(b) este strict cres-
b_}cl . 3 . =
citoare intr-o vecinitate a lui ¢;, de forma (¢;—38, ¢;-+8). Dar lim /. (b)=0.
b—pe;
Deci curba de ecuatie D=/, (b) taie axa 0b in punctul ¢, traversind aceasta
; = St
axi de josinsus (fig. 7). Pe de altd parte din (2.5) deducem ca lim 7 e, (B) = 0,
i b0
intrucit = < ¢ < 2w Deci, in vecindtatea originei, curba de ecuatie
D=}, (b) se afli deasupra axei Ob. Rezultd cd aceasti curba taie axa Ob
intr-un punct b, ce satisface inegalitatea 0<Cb;<C¢;. Am aritat astfel exis-
tenta a doud numere b, si ¢, in relatie 0<<b, <<¢, < L, pentru care determinantul
(2.1) se anuleazi. Acesta contrazice insd definitia numarului L (2.2). Contra-

dictia provine din ipoteza falsi pe care am presupus-o, anume cd c¢< L. Decl

gL, (2.51)

Din (2.48) si (2.51) deducem c=L, ceea ce demonstreazi complet lema 2.
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-.Ccrmxe_cmgfa. Un numar ¢, €@, precum si numidrul b, corespunzitor,
verifici sistemul de ecuatii:

fe (b)=sin (¢—b) —e™ sin ¢ ¢ sin b —0

a ;
F fe(b)=—cos (¢ —b) —re™ sin c}e7¢ cos b=0 (2.52

Din lema 2 rn;zultz“x cd, pentru a afla numiral L, trebuiesi aflim solutiile
(by, ¢,) ale sistemului (2.52), care satisfac conditiile "

<bi=c,. m<¢,=2%n (2.53)

51 din multfimea acestor solutii si alegem solutia pentru care ¢, are o valoare
strict pozitivd, cit mai micd posibili. Numirul ¢, din aceasta solutie ne va
da pe L. Pentru a obtine ecuafia caresd admitd printre radicinile ei numi-
rul L, se elimind necunoscuta b din sistemul (2.52). Eliminarea se poate
realiza in felul urmitor :
- P R I, F . ,

: Inlocuind in (AH.DJ) pe sin {{-—.:7)) §i cos (¢—0b) respectiv cu expresiile
lor dezvoltate, obtinem astfel un sistem liniar fn sin b si cos b din care
deducem ‘ ’

ginr B = — (€08 ¢ < rain s—e™) ¢ sin ¢
: sin® ¢+ (cosc— )2

. . (2.54)
cr (sin ¢ — 7 cos ¢+ re) erd. sin ¢

sin® ¢+ (cos c— ere)?

RId}cmd aceste egalititi membru cu membru la patrat si apoi adunindu-
le, in urma unor reduceri =i simplificiri obtinem ecuatia -
__[@r%) el sin? o
sin® ¢+ (cos ¢—ere)?

De aici se obtine indati
b ——

1 . sin®¢ 4 (cos ¢— )2
2r (1472) sin? ¢

si de asemenea
| sin’cL-(cos c—ere )2

e’ = — S

V(14 #*)sin ¢

intrucit valorile necunoscutei ¢ se cautd numai in intervalal n<c<2x, in
care sin ¢ este negativ. Introducind valorile Tui & si ¢, aflate mai sus in
una din equai;nle sistemului (2.52), sau mai simplu in prima ecuatie din
(2.54), obtinem ecuatia :

1 Silliﬁ—’f(cos c—eglt ]2
]1 . - Ly = = g
2y (1 —+7%) sin® ¢ | 1+ 72[sin® of (cosc— ere 2]

cos ¢ sin ¢—eére

=l

D (¢c) =sin

Se poate ardta cu usurinfi ci aceasti ecuatie are in intervalul (=, 27) o

infinitate de raddcini, care admit ca puncte de acumulare numerele 7 si 2=,
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Alt procedeu de eliminare. Eliminarea necunoscutei b din sistemul
(2.52) s-ar putea face si astfel : in sistemul (2.52), inmuifim prima ecuafie

2

cu (—7) si o adunim cu a doua. Obfinem ecuatia
(ere —cos ¢— 1 sin ¢) cos b+ (r cos c—sin ¢—re) sin b=

De aici deducem

Cos ¢ sin c—é'*c
lgb=——— — (2,55)
7 oS ¢— sin ¢ — ye’'c.

de unde s-ar putea scoate valoarea necunoscutei b in functie de ¢, bine-
inteles dupd ce in prealabil s-a studiat pozitia pe care ar putea-o lua aceasta
necunoscuti b in diversele cadrane, atunci cind =<c<<2w. Astfel din (2.54)
se observi indatd ci daci m<c<2mw, atunci sin H<0, ceea ce inseamnd ci
valoarea corespunzitoare a necunoscutei b se afli situatd in intervalul
(7, ¢]. Mal precis, daci numirul » este mai mare ca rdddcina pozitivd 7,

a ecuatiel
per® —p—1=0 3) ,

atunci din (2.54) se constatd ed cos 00, deci ci b este situat in intervalul
3%

| =

\ -

]. Atunci din (2.55) deducem

J

et —y sin ¢ — ¢os ¢

b= rwtarcty ———
) = ~
7 el L sin ¢ —#% COS ¢

inlocuind aceasti valoare in prima ecuatie a sistemului (2.52), obfinem
ecnatia ce ne va da numarul L

/1_2ng 05 E r 2re . ,(T + arctg _Pr:. vS!.jllC—-CDS( ) 5
]" T2 A sinc.e reftfsine—reose/ —() ; (m<e<<2m).
(2.56)
Aceasti ecuatie are de asemenca uneajunsul de a fi destul de complicata.
Mai mult inca, in cazul cind 7<r, nu mai putem alitma ci ea este verificatd
de numirul L intruclt nua stim in ce cadran se afli valoarea necunoscutei b.
Aceste dificultiti ne impun o examinare mai serioasi a sistemului
(2.52), pentru valori ale necunoscutei ¢ cuprinse in intervalul (m. 2m).
Vom demonstra in acest sens
Lema 3. Presupunind cd numdrul v satisface inegalitatea r*e™ —1=0,
sistemul (2.52) admitz o sinpurd solufie by, ¢,, care sa satisfacd conditiile
m<by=cy<2m. Notind cu » accastd valoare comund a necunoscutelor, afir-
mam ined cd sistemul (2.52) nu admite nici o alld solutie by, ¢y, care sd salisfacd
conditiile by =c¢, st w<c,<<A.
Demonstratie TFaptul ci sistemul (2.52) admite in intervalul
(7, 2%) o singurd solutie de tipul by=c¢, rezultd indati, inlocuind in sistemul
(2.52) b=c,. Prima ecuatie este verificatd identic, iar din a doua obfinem :

o(c) =—1—re™ sin c|e* cos c¢=0.

5) Se observa ca ry<<1.







