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Cea mai mare patte a problemelor pe care le ridicd azi electrotehnica
si ramurile tehnicii inrudite cu ea se rezolvd pe baza legilor macrcsccpice
ale cimpului electromagnetic, cunoscute si sub numele de ecuatiile lui
Maxwell si Hertz. Aceste legi se exprimi printr-un sistem de ecuatii vee-
toriale cu derivate partiale, care ocupa un loc important in rindul ecuatiilor
fizicii matematice. Intr-un mare numir de cazuri — care formeazd aga
numitele probleme de circuite electrice cu constante concentrate — ecua-
tiille cimpului electromagnetic se reduc la nigte ecuatii algebrice, a céror
rezolvare nu comportid dificultiti de principiu. In acelagi timp fnsd pre-
zintd interes practic multe alte probleme in care reducerea ecuatiilor
cimpului la ecuatii algebrice nu e posibild ; din marea varietate de asemenea
probleme amintim, ca fiind cele mai cunoscute, problemele de determinare
a repartifiei sarcinii electrice pe conductoare si dielectrici in electrostatica,
caleulul de capacitdti, conductante, permeante, determinarea repartifiei
cimpului magnetic in regim stationar, determinarea repartifiei curentului
alternativ in conductoare masive, probleme de linii electrice lungi, de
antene, de difractie, de ghiduri de undid si cavitdti rezonante etc. Majori-
tatea acestor probleme se pot formula ca probleme la limitd pentru ecuatii
cu derivate partiale de diverse tipuri, unele intflnite des si in probleme
de altd naturad ca ecuatii Laplace, Poisson, Fourier, Helmholtz, altele mai
pulin comune.

Existd in general o literaturd foarte bogatd privitoare la problemele
la limita ale fizicii matematice, cu aplicatii la diferitele cimpuri fizice :
deformatiile mediilor elastice, migcarea fluidelor, propagarea caldurii,
cimpul electromagnetic etc.
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Se constatd cd in rindul acestor probleme, cele privitoare la cimpul
electromagnetic §i mai ales la rezolvarea efectivd a problemelor de cimp
electromagnetic interesind in tehnici sint relativ mai pufin numeroase
(poate cu exceptia unor probleme de regim static si stationar si de unde
electromagnetice). Considerim ci acest lucru se datoreste in p’rimul rind
urmitoarelor trei particularitdti ale problemelor de einip electromagnetic
prezentind interes practic, particularititi care ingreuneazi rezolvarea
efectivi_a multor probleme :

a) In ecuafiile cimpului electromagnetic intervin mirimi wvectoriale ;
numirul de componente scalare gi de ecuafii scalare este in general mare
si numai in unele probleme particulare acest numir poate fi micsorat.

b) Majoritatea problemelor de cimp electromagnetic prezentind in-
teres practic necesitd rezolvarea ecuatiilor cimpului in medii neomogene
sau omogene pe porfiuni. In acest din urmi caz trebuie rezolvate ecuatii
diferite in fiecare portiune omogend, cu conditii de trecere date pe supra-
fefele de discontinuitate, ceea ce ingreuneazi considerabil solufionarea
problemei. Numirul de probleme in care mediul e omogen si se cunosc
conditiile la limitd este relativ mic (de exemplu probleme de cimp electro-
static in prezenfa conductoarelor sau de cimp magnetic in prezenfa unor
corpuri feromagnetice, unele probleme de curenti alternativi in conduc-
toare, problems de unde electromagnetice in prezenfa unor conductoare
petfecte), spre deosebire de problemele de mecanica mediilor deformabile
hidrodinamicd etc. unde in cele mai multe cazuri se pot stabili conditif
la limitd precise, cimpul fiind limitat la un domeniu omogen.

c) In cele mai multe probleme de cimp electromagnetic cimpul exista
intr-un mediu de inlindere infinitd i problema nu se poate rezolva numai
pentru o porfiune finitd a mediului, deoarece nu se cunosc condifiile la
limitd pe suprafafa acestei portiuni, necesare pentru a asigura unicitatea
solutiei (fac exceplie cazurile in care un mediu de intindere finiti e limitat
de conductoare perfecte sau de corpuri de permeabilitate magneticd infinit
mare, precum s$i unele cazuri particulare). Acest lucru ingreuneazi apli-
carea unor metode de aproximatie, ca metoda retelelor, cum si rezolvarea
problemei cu ajutorul modelizirii. Multe alte cimpuri fizice sint limitate
la porfiuni finite din spafiu, ca de exemplu cimpul deformatiilor i cimpul
tensiunilor intr-un corp solid, cimpul vitezelor intr-un lichid in miécare etc.

Datoritd acestor dificultdfi, cazurile in care s-au rezolvat efectiv
probleme de cimp electromagnetic in medii neomogene — sau chiar cazul
mai simplu a doud medii omogene diferite — sint fie cazuri in care dato-
ritd simetriei geometrice s-au putut deduce valorile cimpului pe suprafata
de discontinuitate, aplicind forma integrali a legilor, fie cazuri in care
suprafata de discontinuitate coincide cu o suprafatd de coordonate intr-un
sistem de coordonate in care ecuafia corespunzitoare admite separarea
variabilelor. Pe aceste cdi s-au obtinut solutii in cazurile suprafefelor de
discontinuitate plane, sferice, cilindrice, elipsoidale gi — la unele probleme
particulare — toroidale, bisferice etc. Existd insd categorii de probleme
la care solutiile astfel obfinute nu numai ¢ nu rezolvd anumite probleme
concrete care intereseazi in tehnicd, dar nici macar nu permit deducerea
unor concluzii mai generale. S-au ivit cazuri in care rezolvarea exacti
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a unei probleme particulare a dat nagtere la generaliziri si interpretdri
gresite, ca de exemplu problema efectului pelicular in conductoare de
sectiune oarecare [8], [9], iar intr-o serie de alte probleme nu s-au dat
incd solutii suficient de generale pentru a permite cunoagterea satisfdci-
toare a aspectului calitativ al fenomenelor (de exemplu curenti alternativi
in pimint, conductoare in migcare in cimp magnetic exterior).

Considerim ci una din cilile prin care s-ar putea elimina o parte din
dificultdfile de mai sus este aceea a folositii ecuatiilor integrale pe care
le satisfac mirimile cimpului electromagnetic, in locul ecuatiilor cu deri-
vate partiale. Folosirea ecuafiilor integrale simplificd in primul 1ind pro-
blemele referitoare la medii neomogene sau omogene pe poifiuni i permite
de cele mai multe ori solutionarea problemelor prin rezolvarea ecuatiilor
numai pentru o porfiune finitd a spatiului. De exemplu, in problemele
referitoare la doudi medii omogene diferite — care prezintd o importanta
deosebitd — se pot deduce ecuatii integrale a cdror rezolvare e necesard
numai pentru unul din mediile de mai sus. Ecuafiile integrale ,confin”
implicit i conditiile la limita ale problemei, iar soluliile lor fiind in mod
obisnuit unice, reprezintd chiar solugiile problemei.

fn afari de aceasta, in multe cazuri ecuatiile integrale pot fi rezol-
vate prin metode de aproximatie $i numerice mai ugor decit ecuafiile cu
derivate parfiale corespunzitoare. Astfel, o ecuafic integrald poate fi
aproximatd simplu printr-un sistem de ecuatii algebrice, folosind metoda
,,retelelor’, sau inlocuind nucleul ecuatiei cu unul degenerat; de asemenea
se pot folosi metodele variationale ca metoda Ritz, meteda Galerkin,
metoda celor mai mici pitrate [6], [7]. Toate aceste metcde duc, in cele
din urmi, la sisteme de ecuatii algebrice, pentru rezolvarea cirora sint
cunoscite numeroase metode numerice. In unele cazuri se poate aplica
si metoda aproximafiilor succesive ecuatiilor integrale ale cimpului.

in concluzie, aplicarea ecuatiilor integrale ale cimpului electrcmag-
netic la rezolvarea efectivi a unor probleme de electrotehnicd poate fi
deosebit de eficace, mai ales daci se au in vedere metcdele numerice de
rezolvare a acestora. Cu toate acestea, in literaturd se cunosc putinepro-
bleme de cimp electromagnetic rezolvate cu ajutorul ecuafiilor integrale.
Dintre acestea, ecuatia integrali a lui Hallen pentru densitatea de curent
la antenele radio [1] a fost folositd de numerosi autori pentru rezolvarea
problemei repartitiei curentului in sistemele radiante. O alta ecuatie in-
tegrald cunoscutd este cea a lui Robin, referitoare la repartitia electrostaticd
a sarcinii la suprafata conductoarelor si dielectricilor [2], insd aceastd
ecuatie a fost folositd rar pentru rezolvarea efectivd a unor probleme de
clectrostaticd. Sporadic, s-au mai folosit ecuafii integrale pentru rezol-
varea unor probleme de efect pelicular [4] si de difractie [3]. Nu am gisit
insd in literaturd nici o prezentare a unor ecuafii integrale mai generale
ale marimilor cimpului electromagnetic si nici incerciri dea folosi ecuatiile
integrale pentru rezolvarea altor tipuri de probleme de cimp electromag-
netic care prezintd interes in tehnica. b

in lucrarea de fati vom deduce in primul rind ecuafii integrale pe
care le satisfac mirimile macroscopice ale cimpului electromagnetic; in
ipoteze destul de generale, vom examina apoi metodele mai importante
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pentru rezolvarea exactd sau cu aproximafie a acestor ecuafii si vom da
exemple de rezolvare a unor probleme de electrotehnici cu ajutorul ecua-
tiilor integrale.

Dintre ipotezele admise la deducerea ecuatiilor integrale ale cimpului
electromagnetic, cea mai restrictivd este considerarea variatiei sinusoidale
in timp a mirimilor cimpului. Mentionim ci aceastd condifie nu e necesari,
insd am folosit-o pentru a obfine o formd mai simpli a ecuatiilor; prin
aplicarea transformarii Laplace ecuatiilor cimpului, cazul variatiei oarecare
in timp a mérimilor se poate reduce la cazul studiat de noi.

In schimb, la deducerea ecuatiilor integrale am considerat mediul
neomogen, fapt care permite folosirea acestor ecuafii pentru un mare
numir de problemz a cdror rezolvare cu ajutorul ecuafiilor cu derivate
partiale ale cimpului e dificila.

De asemenea, am dedus ecuatiile integrale ale cimpului pentru corpuri
imobile fajd de sistemul de referin{d, cu scopul de a nu complica expresiile
obtinute. Folosind metoda generali de deducere a acestor ecuafii, se pot
gési usor ecuafii integrale gi pentru diferite probleme referitoare la corpuri
in migcare.

1. DEDUCEREA ECUATIILOR INTECRALE ALE CIMPULUI ELECTROMAGNETIC

1.1. Forma generald a ecuatiilor in cazul mediilor neomogene. Consi-
derdim volumul V, mirginit de suprafata X, care confine un mediu neo-
mozen (avind ,,constantele €, u, ¢ functii de punct), izotrop, liniar,
imobil si presupunem cd mirimile clmpului electromagnetic variazi sinu-
soidal in timp. In aceste conditii ecuatiile cimpului electromagnetic sint
urmitoarele

rot E = —jwu H, (1)
rot H =] + jweE, (2)
div (eE) = p, (3)
div (nH) = 0. (4)

fn aceste ecuatii E, H, p, | sint mirimile complexe ale cimpului
electromagnetic, iar j = \/— 1. Mirimile ¢ si u pot fi reale sau complexe.

Pentru deducerea unor ecuafii integrale echivalente cu sistemul de
ecuafii (1) — (4) folosim identitatea vectoriald

.

g(FrotrotE—ErotrotF) dv = KJ;(E X rot F —F X rot G)nd4, (5)
b

unde G si F sint doud functii vectoriale de vectorul de pozitie 7, iar 7 este
versorul normal la suprafata X, indreptat inspre exteriorul acesteia. In-
locuim in (5) G = E si F = a g(R), unde a este un vector constant arbitrar,
R este distanfa dintre punctele avind vectorii de pozitie 7, respectiv #’,
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iar g(R) este o funcfie Green, cireia 1i impunem deocamdatd numai urmé-
toarele doui conditii: pentru R —0 funcfia g si aibd o singularitate de

~ tipul 1/R (respectiv In R in cazul problemelor plane), iar pentru R - oo’

si satisfaci asa-numitele conditii de radiatie [14]. _Consli‘derindii’n relatia
(5) vectorul de pozitie al punctului curent egal cu 7’ si n:)tmd cu 7’ versorul
normal la suprafata X in punctul 7', cu grad’, div’, rot’ operatorii diferen-
tiali in raport cu punctul #/, si cu dv’, respectiv d4’ elementele de volum,
respectiv de arie corespunzitoare, obfinem (anexa I)
draE = S[ﬁg rot’ rot’ E 4 E A'(ag) — E grad’ div’ (ag)]dv’ +
v

2 <|;[_75 X rot’ (ag) + ga X rot’ Eln' d4'. (6)

Pentru a simplffica scrierea, convenim sd considerim mdrimile cimpului
de sub semnul integral functii de 7', iar pe celelalte fu}lgi;lt de 7, si vom
mentine semnul prim numai la operatorii care se aplicd funcfiilor care
depind atit de 7 cit si de 7'. _ r

Transformind termenii din egalitatea (6) (anexa II) rezulta

dna E = g{(ﬂjmpj + 02epE —jo grad p X H) ag +
v
+ EalNg -+ (—‘iﬁE’EE) grad’ g - @ — div [E (a grad g)]}dv’ +
E

o ";{ijL (n' x H)ga — [0’ X E) x grad’ glay dA4’. (7)

b

Aplicind formula lui Gauss-Ostrogradski ultimului termen din inte-
grala de volum si observind ci @ este un vector constant arbitrar si poate
fi omis, obfinem ecuafia integrald ciutati

E= ‘%g [(—jop] + 02epE —jo grad p X H)g +
i
+EAg + (3 — s f) grad’ g] dv’ + (8)
€

G E
_|_ﬁ(|;[jmp, (n' x Hig — (n' X E) X grad' g — (W'E) grad’ g] d4".

b

doua ecuatie integrali se obfine inlocuind in relatia (:5) G=H si
g. Dupi calcule aseminidtoare cu cele de mai sus, se gaseste

F:%S [(w2ep H + jo grad € X E)g + HAg +
TC

A
F=a

v
+ J % grad’ g — gr_a.d_[.LE) grad’ g] dv' 4+ (9)
3

+ - ﬂg [—joe(@ % BE)g — (@ x H) x grad’g — (n'H) grad’ g] d4".

47
b
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Ecuatiile (8) si (9) formeazi un sistem de ecuatii integrale vectoriale
cu doud necunoscute : E si H, daci se consideri date »sursele’ elmpului :
J-5i p. Ele sint ecuatii de tip Fredholm de speta II.

1.2, Eecuatiile pentru un mediu infinit. Pentru a scrie ecuafiile inte-
grale (8) si (9) in care volumul ¥ cuprinde tot spafiul, trebuie cercetats
comportarea integralelor de suprafati din aceste ecua}ii in cazul in care
V tinde cdtre infinit. In studiul ecuatiei scalare a undelor se obisnuieste
sd se foloseascd asa numitele conditii de radiafie, care asigurd anularea
acestor integrale de suprafati atunci cind volumul ¥V tinde si ocupe tot
spafiul, reprezentind totodati condifii de unicitate a solutiilor acestor
ecuafii. Vom introduce si pentru cimpul electromagnetic, in ipotezele
admise la inceput, un principiu aseminitor, presupunind in plus ci la
distante mari mediul este omogen.

Ideea pe care se bazeazi conditiile de radiafie este absenta surselor
la infinit, ceea ce inseamn# ci contribufia punctelor foarte depértate la

crearea cimpului E, respectiv H, trebuie si fie nuli. Pentru a simplifica
rafionamentele, vom particulariza functia g, luind-o egald cu

- " P} N0

: g£= (10)

R

unde v, = /0 enpa, iar e §$1 pe sint valorile lui e gi p la distanti mare
de punctul 7. In acest mod functia g satisface ecuatia

Ag + Y22 =0 sau Ag -+ ©lcqpog = 0. (11)
Admifind ci J 520 si p£0 numai la distantd finitd, se constatd

cd in aceste condifii contributia punctelor depirtate din integralele de
volum din (8) si (9) devine nuli. Rdmine deci si gisim conditiile necesare
pentru ca integralele de suprafati din aceste expresii si tindd citre zero
cind suprafaja ¥ se mireste la infinit. Pentru aceasta presupunem ci
suprafata X e o sferd de razi R, cu centrul in punctul 7 : finind seama de
(10) se obfine
dg —gw puf Wl R —, R
rad g =~ prad’ R=g?%f|__ el &
gras.g ngI’ (R3+R)R R R
fnlocuind in (8) si (9), dupd calcule simple, se gisesc urmitoarele
expresii ale integralelor de suprafafi :
= ) e = = R
LOE"=" 4 jop|V /= E— x )] "= laar, (12)
2 @ R

4n

respectiv :

iz "”“i—-jmh/Vﬁ — W xB)| _Rﬂf} da’. (13

47 €

e
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Deosebim doud cazuri: e, p reali §i e seu p complex (sau ambii com-
plecsi). In primul caz, analiza expresiilor (12) §i (13) aratd cd se pot for-
mula urmitoarele ,,condiii de radiafie

lim E =0, (14)
R0

lim H =0, (15)
R o

lim [\/EE — (B X E)} R =0, (16)
R0 [

lim h/_@ﬁ — (@ x E)] R=0. 17)
R >4

Se constatd ugor cd aceste condifii sint iqdeplinitfe in cazurile ob_1§:
nuite, deoarece la distan{d mare de surse orice un‘da electromagnetma}
este practic pland, avind vectorii £ si H tangentjah la suprafafa sferei
cu centrul in punctul in care se afli sursa (sau in |_apropierea s‘urse_l) st
perpendiculari intre ei, satisficind relatia E[H = \/p/e, iar amplitudinile
lor scad invers proportional cu R. " ) by

in al doilea caz (e sau p complex) méirimea Yy, rezultd complexd si
conditiile de radiatie nu mai sint necesare, deoarece 11?te_gralialeh dhe Supra-
fatd din (8) si (9) tind citre zero oricum ar varia E §i H (riminind insd
fmltlf)ﬁ unele probleme particulare este avantajos t_otug.ui ca mtenls&te_lteg
cimpului electric sau intensitatea CimpuluAi magnetic sd fie consideratid
diferiti de zero la infinit, ca de exemplu in pj:oblemele in care un cimp
inifial uniform e perturbat prin producerea unei necmogenitatl a mediului
(un'de in mod evident se face o aproximatie presupunind existenf{a umnor
surse la infinit, care poate insi simplifica considerabil problema). Vom
nota cu E, si H, mirimile constante egale cu Iimitelue illfeg'ra]e]or c'l_t?1 su.pia-
fatd (12), respectiv (13) pentru .R — o0 ; cu aceastd notajie ‘ccuatt]%(]e inte-
grale (8) si (9), extinse asupra intregului spatiu, se transcriu astie

E:i\‘[(—ng7+mzeuf — jo grad p X H)g +
4T :

Veo

+ ENg+ (i——grad sE)) grad’ g] dv' + E,, (18)
Tt R[(mzep.ﬁ + jwgrad e X E) g+ HAg +
47 3
(19)

+ J x grad’ g —(g"ﬂ‘] “E) grad’ g] dv' + H,.
"
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_1.3. Ecuatiile pentru medii omogene pe portiuni. Un caz deosebit
de important pentru aplicatii este acela al mediilor omogene pe portiuni
Pentru a simplifica scrierea, vom considera doud medii omogene, de con-
stante g, p,, 'T_espectlv €y, [y Care ocupd tot spatiul, separate pr'in supra-
fata 2 (ecuatiile pot fi deduse usor si pentru cazul a # medii omogene
cajre tem;en{i;ual nu O(il'lplilt()t spa!:iué). Notind cu % versorul normal la %,
orientat dinspre mediul 1 eitre mediul 2, ecuatii i g iu
in modul urmitor (anexa III) Ryt I L16) e frameany

= ] 1 - —_ —
== S[(—_’/m\u,] + w?epE) g + EA'g + & grad’ g ]{11}’ +
E

T if " e
+¢hr:1)[]m(@2—p.l)(n' x H)g ;(L‘ 1

](E’f) grad’ g] d4’ + E, (20)

E s 1 - ; g e ]
1= pes g [J x grad’ g + wiepHg + HA'gldv' +
P[/-w
+ 28l — o) @ x Ble —[L — L\ B) erad’ o] da’ + B
S d|jels— <) @ x B -7k¥)< B) grad’ g|dd’ + H, (21)
L 1 Ha

-

unde D reprezinti inductia electrici, iar B este inductia magnetici, satis-

facind relafiile #D = ¢,iE, = &,nk,, respectiv nB = puH, = p,nH, pe
suprafata X. Ecuatiile deduse contin deci integrale de volum efztecttfate
asupra spafiului intreg (in care e gi p iau valorile locale ¢, p,, sau «
1y din punctul 7') si integrale de suprafati efectuate asupra suprafetei d2é
discontinuitate .

. L.4. Eenatiile pentru probleme plane (in dousi variabile). O categorie
importantd de probleme de electrotehnicd se pot rezolva cu aproximatia
cd 131ar1m11e_dep}n:i numai de doud variabile. Fcuatiile integrale deduse
ramm) vf*alabl_le (s; in acest caz, insd cu urmitoarele modificiri :
a) tunctia Green g trebuie si aibi un punct singular 1 itmi =
s B0 p gular logaritmic pen
b) fa.ctt.)ruﬂl 1/4m din fata integralelor care figureazi in ecuatiile inte-
grale trebuie fnlocuit prin 1/2r, integralele de volum devin integrale de
suprafafd, iar integralele de suprafati devin integralz de linie :
-3 (_:) deoa.re(lzg, In general, in cazul problemelor plane existi surse la
infinit, médrimile E, si H, nu pot fi considerate nule decit in anumite cazuri.

_Aceste proprietafi reies dintr-un calcul cu totul analog celui efectuat
mal sus, pe care nu-l mai reproducem.

1.5. Observatii asupra ecuatiilor integrale deduse. In primul rind
se impune examinarea problemei alegerii formei particulare celei mai
adecvate a functiei g(R) pentru diversele tipuri de probleme.
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in cazul problemszlor referitoare la un mediu omogen se poate alege
functia g astfel incit s3 satisfacd ecuafia Ag + w?epg =0, adicd g= e*J'“’V‘s“R/R;
in acest caz integrala d: volum se simplificd (devenind nula dacd | =0
si p = 0). Uneori este insi mai avantajos si se aleagd funcfia g astfel ca
si satisfaci ecuatia Ag = 0, deoarece ea are in acest caz o expresie mai
simpli : g = 1/R. Pentru problemele plane, functiile Green corespunza-
toare sint wHY (w\/suR) /2], respectiv In 1/R.

in cazul mediilor neomogene cu variatie continud a parametrilor e
si p, alegerea formei celei mai adecvate pentru funcfia g si, in general,
rezolvarea problemelor este mult mai dificili $i nici nu prezintd interes
practic prea mare.

in cazul mediilor omogene pe porfiuni este avantajos si se aleaga
functia g astfel ca integrala de volum din ecuafia integrald si se anuleze
in cel putin unul din mediile considerate (presupunind ci in acesta nu exista
surse). De exemplu, dacd se dau doud medii de constante e, py $1 &, s,
primul avind o intindere finitd, putem alege g —e—ioVew kR (respectiv
H (0V eu,R) (2] pentru problema planid); in acest mod integrala de
volum se va efectua numai pe volumul ocupat de mediul intii.

La rezolvarea ecuatiilor integrale deduse trebuie avutd in vedere o
particularitate a lor, si anume faptul cd ele confin in general §i integrale
de volum, si integrale de suprafati. Integralele de suprafatd care contin
factorul grad’ g sint discontinue la traversarea suprafefei (potenfiale de
strat dublu) si din aceastd cauzi la expresia membrului drept al ecuatiilor
integrale mai trebuie adiugati anumifi termeni atunci cind punctul 7 se
afli pe suprafafa de discontinuitate (sau pe suprafafa care limiteazd do-
meniul). Acesti termeni suplimentari se calculeazd cu procedeul obignuit
in problemele la limitd ale fizicii matematice, prin izolarea punctului » = 7'
de pe suprafata de discontinuitate cu o emisferd (sau semicerc in cazul
problemelor plane) si trecerea apoi la limita.

Y
2. FORVE PARTICULARE ALE ECUATIILOR INTEGRALE

2.1. Probleme de electrostaticii. Regimul electrostatic e caracterizat
prin © =0; H=0; J =0 si ¢ real. In aceste probleme este avantajos
si se ia g = 1/R. Ficind aceste inlocuiri in ecuatiile integrale generale
deduse, se ob}in urmitoarele ecuatii: pentru volumul ¥ mirginit de
suprafata X

. 1 i 2 Fl S 1 i g !
E —ER*‘(P —gIdd E:E)k—ad'ﬂ +E([;[—(1% X EJ X —ﬁﬁ(n E) Rg d4 (22)

e/
v b3

pentru spatiul intreg

E = L\ k- (p — grad cE) R v + E, (23)
4TF.__ g R3
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iar pentru cazul a doud medii omogene de permitivititi e, respectiv e,

= 1 R 1 1 Lo e
E _— _E__ IRSlE ey k,_ﬂi 7l R ’ ol
41':5 e R? a2 4 41:%[5-2 El)(?’l. D) RS d4’ + Ey. (24)

b

=]

Din aceste ecuatii integrale se pot deduce altele, care i utile 1
_Din > e 5 ot fi utile in
alphfa.‘,cn. dDe p;ld{i, ?:e-r poatle deduce o ecuatie integrali a denI;ititii sarcinii
electrice de polarizafie p la suprafata care separd doi dielectri i i~
tivitdti & si e,, definitd ca [11] 4 i 0r el

&

S R :
o — % ( /7D, (25)
pornind de la ecuafia (24). Se obtine (anexa IV)

ate, _ 1 \e #Rg. ., 1 [ #R 44 i
Ztae mg \Te it t o e Sl o bacdE, o
Ve b

Un caz particular al acestei ecuatii (pentru p = 0) este ecuatia in-
Pegralé a lui Robin, despre care s-a amintit in introducere. Bineinteles
in aceastd ecuatie, ca si in cele precedente, repartitia densitifii de sarcini
adeviratd p se considerd cunoscutd.

O altd problemd de electrostaticd care prezintd interes este accea a
repartifiei sarcinii la suprafata conductoarelor plasate intr-un dielectric
omogen. Ea se poate considera formal ca un caz particular al celei de mai
sus, coresp}mzétoare valorii e, = o0 a permitivitdtii medinlui 1. Notind
cu p, densitatea de suprafafd a sarcinii, se obfine din (26)

s I L _Eo_ ‘;E (] 1 'E'E ’ —

(Faee ’S ok dv +;(l; o, dA’ + 2, nE (27)
Ve 5

(unde iardsi p se presupune cunoscut). De obicei p =0 si E, = 0 si ecuafia

ia forma simpld

L AR g
Psi— o (ﬁ Ps Re d4’, (28)

care a fost studiatd de Robin.
”'lot pentru aceastd problemd se poate deduce o altd ecuatie integrali,
dacd se pune condifia ca potenfialul la suprafata ¥ a conductorului si
fie constant. Pentru aceasta se inmulfeste ecuafia (24) cu d7 si se integreazi

de la un punct fix 7, pind la punctul 7 (care se afli pe suprafata X).
Inlocuind ¢ = w0 ; ¢, = ¢; #’Dfe = p, se obtine
1 1 V[ B
conet, = o \UE S i PR s A
4 _g e I i 4 (l; e R < + VO’ (29)

(-]

| &)
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unde V, este potenfialul corespunzdtor cimpului constant E,. De obicei
p=0 si V,=0; constanta din membrul sting fiind chiar potentialul Vy al
conductorului, ecuatia (29) se poate pune sub forma simpld

g f{;_"f dA". (30)
R
/

dme

Ecuatiile (29) si (30), spre deosebire de cele gasite pind acum, sint
ecuatii integrale Fredholm de spefa I.

Pentru problemele plane ecuafiile de mai sus rimin valabile facind
inlocuirile 1/R »>1n R; dv’ -»dd4’; d4" -ds"; 1/4n - 1/2r; 1[2rx -1 /[n.

2.2, Probleme de magnetostatieii. Inlocuind o =0; E=0; p=0;
u real si g = 1/R se obtin urmitoarele ecuatii : pentru un domeniu mér-

ginit

-7 1 ([ R grad p. 5| £ P
=i - [ERSk g et
o et A

‘[—Wxﬁx%—wmgkﬂ (31)

an

+

e

pentru intreg spafiul 1

ﬁ:LR
41

o/

V@
iar pentru cazul a doui medii omogene de permeabilitdfi p; si

— 1 1 LNl = g
S]x;dv +L (;:4;)(% B)-SdA'+H,  (33)

[7 X % ﬁ(iauii E) ;] dv' + H,, (32)

H=

5=

=]

fn cazul unui mediu omogen care ocupd tot spafiul si H, = 0, ecuatiile
de mai sus se reduc la formula Biot-Savart-Laplace.

Ca si in cazul problemelor de electrostaticd, se pot deduce ecuatii
integrale pentru densitatea de suprafatd a unui curent echivalent pe supra-
fetele de discontinuitate sau pentru alte mirimi definite in mod adecvat
spre a forma potentiale de dublu strat, aplicabile la diverse probleme.

9 3. Probleme de eleetrocinetiedi. Conform echivalenfei cunoscute
dintre ecuatiile regimului electrocinetic gi electrostatic, problemele de
electrocinetici se pot reduce la probleme de electrostaticd [12], pentru

care s-au dedus mai sus ecuafiile integrale.

2 4. Probleme de regim cvasistationar. Regimul cvasistationar este

caracterizat prin posibilitatea de a neglija al doilea termen din membrul
densitatea curentului de deplasare).

drept al legii circuitului magnetic (2) (
Problemele cele mai i

importante de cimp electromagnetic in regim cvasi-
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stationar sint cele privitoare la repartifia curentilor alternativi in conduc-
toare. Deoarece la aceste probleme ecuatiile cimpului trebuie rezolvate
in medii omogene pe portiuni — de cele mai multe ori unul din medii
fiind conductor iar celilalt dielectric — ele se preteazd in mod deosebit
pentru a fi rezolvate cu ajutorul ecuatiilor integrale deduse.

Vom particulariza pentru acest caz ecuatiile integrale generale, consi-
derind cd p = 0 5i div E = 0, condifii care sint indeplinite In majoritatea
problemelor tehnice (pe suprafetele de discontinuitate insi g0 n
general). _

O cale posibild pentru a deduce ecuatiile integrale corespunzitoare
regimului cvasistationar este de a pune formal ¢ — 0 si /| = oF in ecua-
{iile generale, in acest mod ecuatiile cimpului electromagnetic luind chiar
forma valabild In ipotezele de mai sus. O alti cale este de a presupune
J=0si alua e =ofjo in conductor si ¢ = 0 in dielectric.

Vom considera problemele cel mai des intilnite in care un conductor
masiv neferomagnetic — ocupind un volum V finit sau infinit si mar-
ginit de suprafata ¥ — este alimentat fie prin niste conductoare de legi-
turd parcurse de curent de conductie care fac contact cu conductorul
masiv (probleme de curenti de aductie), fie prin inductie, datoritd unui
cimp magnetic alternativ aplicat din exterior (probleme de curenti turbio-
nari), iar mediul exterior este dielectric. In aceste probleme este avantajos
sd se ia g = 1/R (respectiv ¢ = In 1/R pentru problemele plane) deoarece
in acest mod integralele de volum se efectueazi numai asupra volumului
ocupat de conductor.

Avind in vedere ci pe suprafata 3 a conductorului #E — 0 obtinem,
inmulfind ecuafia (20) cu conductivitatea o, urmitoarea ecuafie integrali

a densitdtii de curent [
T e Sidy' 4 o, ‘ (34)
47 R
Vﬁ
Din ecuatia (21) se obfin doud ecuatii diferite, dupd cum se foloseste
primul sau al doilea din procedeele de particularizare aritate mai sus.
Dacd punem e =0 se obtine relatia
2. YRS aaprgen. S
H=-L\7 —dv' + H, (35)

Veo

care este, cu aproximatia termenului constant H,,, chiar formula Biot-Savart-

Laplace. Dacd punem & = ofjo; & = 0 si J =0, se obtine ecuatia in-
tegrala o
R L - TR ML v e
= ) E e P = d4’ + H, (36)

Pentru rezolvarea problemelor de curenti de aductie, in care se cunoaste
repartitia densititii de curent ] intr-o anumiti regiune din spatiu (de
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exemplu in conductoarele de legituri) se poate folosi ecuatia .(34(5), care
are o formi simpli. In cazul problemelor de curenti t?rblonarl, acd se
di H,, trebuie aplicatd ecuafia (36), a carei r_ezc:lvare m_cazul ge'neral e
mai dificild, deoarece confine $i necunoscuta [ ._In. anunn'te cazuri p.a_rtvi-
culare insi ] se poate exprima in functie de. H si ecuai;.la se simplifica.
De exemplu, daci problema prezintd sime_truleude rotatie si fifﬂ = k];’o,
singura componentd diferitd de zero a densitdti de curent J, 13 coordo-
nate cilindrice z, p, ¢ este [,, iar valoarea acesteia se poate determina
cu ajutorul formei integrale a legii inductiei

. —

Ty e Bt (37)
L Zﬂp’.\ e Az
S
unde s reprezintd suprafata cercului
de razd o’ situat in planul z = const.
si avind centrul pe axa Oz (figura I).
" inlocuind in ecuatia (35) se obfine

ecuafia integrald

ﬁ = i SR—(-L"{' X

27 ) p’R?
v
o RP xHq4 1 kH, (38) 1
o
S

care confine numai necunoscuta H. O equa‘fle_mteg_ralfa;mgloga se p(jla;:ei

obfine pentru problemele plane care prezintd simetrie fata de o axa pare
3 i ia lui H,,. :

e f’gn(z;ruecgiiblema Ocurenj:i!o_r alternativi iEl conductoare masive se plci

deduce si alte tipuri de ecuafii integrale, care in unele cazuri sint mai aziru

tajoase. Pornind de la ecuatiile generale (§) si (9), cons_ldfzrate pudmai pentru

volumul V al conductorului; in care ¢ si p sint constanti, inlocuind ¢ = o/jw ;

J=0; p=0 si alegind g = ¢#®[R, unde y? = — jopc, se obtin ecua-
tiile integrale (anexa V) |
J - 3n' 7y bl (m x J) x md’{ A —
]:—2; l Yi(n Xff)¥1—?——ﬂ% gre =
b
= —JR g
— e (£ o (39)
H L e (n' x H) rad’ =
H——gj[;l—(n X J) e X X g =
R
- —itR ;
(7 H) grad’ ( - ]]dA , (40)
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in care punctul 7 este considerat pe suprafafa Z. Acest sistem de ecuatii
contine numai integrale de suprafats ; el se poate rezolva daci se cunoaste
fie n' X H, fie w' x J pe suprafafa ¥ (componenta tangentiald a lui H
sau a lui /), dupd cum se poate constata usor avind i vedere cf ecuatiile
(39) si (40) au fost deduse firi a face vreo ipotezd asupra mediului 2. in
principiu, s-ar putea scrie ‘inci doui ecuatii integrale aseminitoare cu
(39) si (40), pornind de la ecuatiile (8) si (9) considerate numai pentru
volumul exterior conductorului (volumul ocupat de dielectric), ecuatii
care ar avea aceeagi formd cu (39) si (40), cu deose-
birea ¢ in ele ar apirea g — 1/R; sistemul de
ecuatii astfel obfinut ar fi insi prea complicat
pentru calcul. Ecuatiile (39) si (40) pot fi utile
totusi la problemele care prezinti anumite sj-
metrii.

Astfel, in cazul problemelor de curenfi de
aductie care prezinti simetrie de rotafie, intensita-
tea cimpului magnetic este tangentiald la supra-
fata % a conductorului $i cuprinsi in plane per-
pendiculare pe axa de simetrie. Valoarea ei se
poate calcula aplicind legea circuitului magnetic
sub forma integrald, in lungul unei linii de clmp
a lui H, situatid la suprafata conductorului (fi-
gura 2). Se obtine '

Fig. 2 H'q)(;,:) o I,

) 41
= (41)
unde 7, e curentul total din conductor, iar ¢’ e raza cercului I' de inter-
sectie a suprafetei ¥ cu planul in care se calculeazi H,. Inlocuind in ecuatia
(39) se obtine ecuatia integrald

e e L ( e—iTR . oIk
J=— [-—(4‘! X J) x grad ( )‘(n J) grad'( ]JdA’ —
2 r
b
B ke [ il e g (42)
2m i e’ R

unde %, e versorul tangent la cercul T

O ecuafie asemdnitoare cu (42) se poate scrie pentru H daci se in-
locuieste (37) in (40).

Pentru problemele plane se pot deduce ecuafii integrale asemini-

toare ; ele diferd de cele de mai sus numai prin forma functiei g si factorii
1/2m respectiv 1/x din fata integralelor.

2.5. Probleme de regim nestafionar. In categoria aceasta intrd pro-
blemele cele mai generale ale electrodinamicii macroscopice si de aceea
ecuatiile integrale (8), (9), (18), (19), (20), (21) se aplicd, in principiu, sub
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forma lor generald la aceste probleme. Simplificdri ale acestor ecuatii se
pot efectua in diverse cazuri particulare in care prezintd ne.omogen_l_‘fi'a];l
fie numai &, fie numai p, anulindu-se astfel unil termeni ai ecuatiilor.

2.6. Probleme de regim evasistationar pentru corpuri 331 migeare. _f[n
tehnicd se intilnesc numeroase probleme in care trebuie sd se dehternzme
repartifia curentilor indusi prin migcarea unui fonductor rnaslw_ Hcll'fmrE[p
magnetic, cum si forta sau cpplul care actioneazd asupra corpu u; (di e;:n e
tipuri de magini electrice, frine de inducfie, cuplaje electromagnetice etc.).
Vom deduce o ecuatie integrald pentru cazul unui ccumd.uc_:tor neferomag-
netic de dimensiuni finite, care ocupd volumul V' maérginit deﬂsuprafata.
%, si ale cirui puncte se migcd cu viteze () intr-un cimp mag-

ic uniform H,. :
uemcEcua’;iile cir[r)ipului electromagnetic pentru acest caz pot fi puse sub
forma Riee 19
rot E = p rot (v X H), (43)

rot H = cE. (44)

Folosind identitatea vectoriald (5) se deduce ecuafia integrald (anexa VI)

= el oo R oay L fetx]d dA’
H:—ES(UXH)XRB dv 471:4; 7 +
.l;' S

+ 47 x (0 x HdA’ + H,, (46)
47

S
-

care este utili in cazurile in care densitatea de curent ; lasuprafafa con-
ductorului se poate exprima in funcfie de H. Acest lucru se poate 1:fa(t:e
de exemplu in cazul unui conductor cu simetrie de rotafie care se ro eslei
in jurul axei de simetrie, intr-un cimp magnetic uniform dirijat parale
cu axa de simetrie, aplicind forma integrali a ecuafiei (43).

3. METODE DE REZDLVARE A ECUATIILOR INTEGRALE DEDUSE

Cu toatd varietatea formelor pe care le iau ecuavtii}en mtegralf: prezen-
tate mai sus, in diverse cazuri particulare, ele se aseamina intre ele in pr1ml111
rind prin nucleul lor, care este de tipul 1/R sau e~/*®/R pentru problemele
in spafiu si In 1/R sau wHS (yR)/2] _pentru problemele plaane. _Meﬁodnelz
de rezolvare care pot fi aplicate ecuatiilor integrale geplnd in primu nln
de nucleul ecuatiei. In cazul de fatd o caracteristicd comund a nucleelor
ecuatiilor integrale obfinute estIe sing?larltatea pentru R — 0, de care

ie sa ini seama la rezolvarea lor. 1"
treb%\lﬁt Sl?e Sx?oflllnicupa de metodele de rezolvare exactd a acestor ecjuaiin ,.
care sint in general pufin studiate i greu aplicabile mai ales probleme ot
in doud sau trei variabile. Vom examina patru categorii de metode de

9 — Studii §i cercetiri de maiematica (Cluj), anexd/1961—1962
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aproximatie §i posibilitdfile de a le aplica ecuatiilor integrale ale cimpului
electromagnetic : metode de aproximatii succesive, metoda aproximirii
nucleului ecuatiei integrale printr-un nucleu degenerat, metode variatio-
nale i metoda retelelor. Din exemplele de calcul pe care le prezenténf la
sfirgit va reiesi modul in care se pot aplica unele din aceste metode la re-
zolvarea citorva probleme de cimp electromagnetic.

3.1. Metoda aproximatiilor succesive (iterafici). Aceasti metodi se
bazeazi pe procedeul cunoscut de a inlocui succesiv in membrul drept
al ecuatiilor integrale de speta II functia necunoscuti cu solutii aproxi-
mative, obfinindu-se astfel alte solutii aproximative din in ce mai bune.
De obicei ca primd solufie aproximativi se ia funcfia cunoscuti din membrul
drept al ecuatiei.

Posibilitatea de a rezolva ecuatiile integrale prin aproximatii succe-
sive — metodd care nu se poate aplica sau se aplici greu ecuatiilor cu
derivate parfiale — constituie unul din avantajele cele mai imi:ortante
ale ecuatiilor integrale. Existd un mare numir de probleme in care este
suficientd chiar o primi iteratie pentru a obtine un rezultat apropiat de
cel real.

Menfiondm ci in electrotehnicd se cunoaste o metodi de iteratie
pentru problemele de curen{i alternativi in conductoare [12], care consti
in aplicarea succesivd a legilor inductiei electromagnetice si circuitului
magnetic, sub forma lor inicgrald. Metoda iteratiei sub aceasti forma se
poate aplica insi numai problemelor care prezinti o anumiti simetrie,
deoarece in alte cazuri forma integrald a legilor nu permite determinarea
valorilor locale ale mdrimilor cimpului. Metoda iteratiei aplicati ecuatiei
integrale se poate folosi in principiu la orice problemi si constituie astfel
o generalizare a metodei iteratiei aplicatd formelor integrale ale legilor
cimpului electromagnetic.

In cazul problemelor de regim static sau stafionar, convergenta me-
todei aproximatiilor succesive este conditionati mai ales de forma geo-
metricd a suprafefelor de discontinuitate. De exemplu, daci se rezolvi
problema repartifiei electrostatice a sarcinii la suprafata unui conductor
avind forma apropiatd de cea sfericd, iar ca primi aproximatie se ia repar-
tifia uniforma, este de asteptat ca si se obfind un rezultat apropiat de
cel real efectuind doar un numir mic de iterafii, eventual una singuri.

In cazul problemelor de regim variabil, integrala de volum din ecuatia
integrald confine de obicei un factor proporfional cu frecventa sau cu
patratul frecventei §i cu anumite constante de material. Solufia obtinuti
prin metoda iteratiei va avea forma unei serii de puteri ale acestui {actor.
Convergenta metodei va depinde deci, in afari de proprietdti gecmetrice,
gi de alti parametri, cum sint frecventa, conductivitatea si peimeabilitatea
materialului etc. De accea, metoda iterafiei va da rezultate bune sau slabe,
la aceeasi problemd, in functie de diversele valori ale acestui parametru.
De exemplu, la probleme de curenti alternativi in conductoare masive,
metoda iterafiei este convenabili pentru frecvenfe nu prea mari si este
inaplicabild practic pentru f{recvente care depisesc o anumiti valoare.
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3.2. Aproximarea nucleului ecuatici integrale printr-un nueleu de-
generat. Aceastd metodd este $i ea cunoscutid in teoria ecuatiilor integrale

(prin nucleu degenerat se infelege un nucleu de forma > @n (7) du(r"), (unde
k=1

o iy, sint functii continue de punct). Rezolvarea unei ecuatii integrale
cu nucleu degenerat se poate reduce la rezolvarea unui sistem de n ecuatii
liniare algebrice, ai cdror coeficien{i se obtin prin cvadraturi.

In legiturd cu aceasti metodd se pun doud probleme mai impor-
tante : gisirea nucleului degenerat care aproximeazid nucleul real gi rezol-
varea sistemului de ecuatii algebrice (desigur cd o problemi fcarte impor-
tantd este cea a convergentei metodei si a evaludrii erorii, de care insi
nu ne vom ocupa). In cazul ecuatiilor integrale de care ne ccupim, prima
din aceste probleme este cea mai dilicild, deoarece procedeul cel mai
obisnuit de aproximare a nucleului printr-unul degenerat este de a dez-
volta in serie multipld nucleul, or seriile in care se pot dezvolta nucleele
singulare de tipul celor examinate mai sus sint de cele mai multe ori slab
convergente sau divergente. Rédmine si se examineze pentru fiecare pro-
blemi concretd in parte posibilitatea de a gisi dezvoltdri in serie conve-

nabile ale nucleului.

3.3. Metode variationale (sau energetice). Aceste metode constau in
a reprezenta solutia problemei sub forma unei serii de functii cu coefi-
cienti nedeterminati si a determina cceficientii fie din ccrditia de minim
al unei forme patratice construite pe baza ecuatiilor integrale, fie din
anumite conditii de ortogonalitate pe care trebuie sa le satisfacd functiile

alese.

in cazul ecuatiilor cu mirimi reale si in anumite conditii suplimen-
tare, ecuatiei integrale i se poate atasa o functionald a cidrei valoare e
minimi pentru acea functie care reprezinti solufia problemei. Asemenea
functionale se pot defini pentru problemele de regim static gi statiomar
si pentru unele probleme de regim nestationar in medii fa1d pierderi.
Pentru rezolvarea acestor probleme se poate aplica cunoscuta meteda
a lui Ritz [6], [7], care constd in determinarea coeficienfilor necunoscuti
din expresia solutiei, cautind minimul funcfionalei amintite.

In multe probleme este suficient si se determine anumite mirimi
globale cum ar fi energia unui sistem ; metodele bazate pe minimul {unctio-
nalelor permit uneori calculul comod, prin aproximatie, al acestor marimi
globale, deoarece valoarea minimi a {functionalelor atagate acestor probleme
poate fi pusd in corespondentd cu méarimile globale care intereseazd. Ase-
menea metode s-au aplicat si la probleme de cimp electromagnetic, insi
folosind functionale atagsate ecuatiilor cu derivate partiale ale cimpului
[10], [15]; in una din aplicatiile care urmeazi vom deduce un principiu
variafional bazat pe o functionald atagatd ecuafiei integrale a densitatii
de sarcind In electrostaticd, care permite calculul prin aproximatie al
capacitatilor.

In cazul ecuatiilor cu mirimi complexe — cum sint ecuafiile cores-
punzatoare regimului cvasistationar si majoritatea ecuatiilor corespunza-
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toare regimului nestationar — cele mai indicate par metoda Galerkin
si metoda celor mai mici patrate [6], [7].

Metoda lui Galerkin se bazeazi pe urmatoarea idee : dacd reprezen-
tam funcfia wu(r), care figureazi ca necunoscutd in ecuatfia integrala

ande A este operatoral integral, iar f e o functie cunoscutd de 7, sub forma

w= 4y 9 () _ (47)

k=0

unde functiile ¢, formeazi un sistem complet de functii in domeniul dat
V, functia Aw — f va fi nuld daci ‘este ortogonala tuturor functiilor gs.
O solufie aproximativd a ecuatiei (46) se poate obfine dacd se pune con-
ditia de ortogonalitate numai primelor # functii ¢, Coeficien{ii 4, se
determini deci din relafiile

gcpk(Aw—f)dv:O, £=0,1,2 ...n (48)

¢4
|74
Metoda lui Galerkin conduce formal la aceleasi ecuatii ca si metoda
Ritz: la unele probleme, aceste ecuatii sint aceleasi ca si cele obfinute
prin aproximarea nucleului cu un nucleun. degenerat.
Ideea metodei celor mai mici pitrate este urmitoarea : dacd # = u,
e solufia ecuatiei (46) in domeniul dat V, atunci este satisficutd relafia

S |Au, —f|? do = 0. (49)

.
v

Pentru orice functie u 52 u,, funcfionala

M = g |Au — f|? do (50)

are o valoare pozitivi diferiti de zero. O solufie aproximativd a ecuatiei
(46) se poate obfine construind-o astfel ca valoarea functionalei (50) si
fie it mai mici. Reprezentind funcfia necunoscutd a problemei sub forma
unei serii de functii, coeficientii seriei se pot determina astfel ca valoarea
functionalei de mai sus sd fie minima.

Dificultdtile cele mai mari legate de aplicarea metodelor variationale
constan in efectuarea cvadraturilor. Deoarece in mod obisnuit seriile de
tipul (47) sint fie serii de puteri, fie serii trigonometrice, functiile de integrat
sint produse intre polinoame algebrice sau trigonometrice si funcfii care
confin radicali sau logaritmi si uneori si exponentiale, a ciror cvadratura
necesiti de reguld calcule laborioase.

19 ECUATIl INTEGRALE ALE CIMPULUI ELECTROMAGNETIC 133

3.4 Metoda retelelor. Aceasti metodd se bazeazi pe aproximarea
ecuatiei integrale printr-un sistem de ecuafii algebrice, descompunind
domeniul V de integrare in subdomenii V, si considerind functia necu-
noscuti constantd in interiorul fiecdrui asemenea subdomeniu. Integrarea
se poate efectua in acest caz in fiecare subdomeniu si rezultd un sistem
de ecuatii algebrice liniare, al cdror numir e egal cu numdarul de subdo-
menii V.

Dezavantajul acestei metode comnstd in primul rind in dificultitile
legate de rezolvarea unui mare numir de ecuatii algebrice.

4. APLICATII

%.1. Dedueerea unei ecuatii integrale pentru care eapacitatea electro-
statied a unui eonductor e o valoare proprie si folosirea unui principiu
variational hazat pe aceastd ccualie pentru caleulul prin aproximatie al
capacitiitii. Fcuatia integrald (30), in cazul unuiconductor marginit de
suprafata X, se poate scrie i sub forma

+ P g4 — ¥} o a4, (51)

R C

unde C = sd.A V\{ este ca acitatea electrostatica a COIldUCtOIIIhli.
P 2] P
L

Ecuatia (51) are forma generald
Au = 2Bu, (52)

in care # este funcfia necumnoscutid, A este un operator autoadjunct limitat
inferior, B este un operator pozitiv definit, iar M este o valoare proprie
a ecuafiei [7]. Rezultd cd mirimea 4me/C este o valoare proprie pentru
ecuatia integrald (51). Aceastd valoare proprie este egald cu minimul func-

tionalei
l{; pdA (ﬁ ik daA’
* R
> D) (53)

f;;PsdA tf pyaA’

v ¥

-

de unde se deduce ci capacitatea C este egald cu maximul functionalei

o]

P
C =4we max- T—"ﬁ“
i) p.dA4 AJ[’)—i dA’
) R
b

%

(54)
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Aceastd expresie a capacitdtii se mai poate scrie sub forma

C = 4TFE
min H; p,d4 (jﬁ L) da J (55)
R
2 b3

cu condifia suplimentari

,j[;ps il (56)

formd care este mai adecvati pentru aplicarea metodei Ritz. Este de
remarcat cd valorile obfinute pentru capacitate pe aceasti cale sint tot-
deauna mai mici decit cea reali, ceea ce permite calculul capacititilor
printr-o metodd de incadrare, o valoare mai mare decit cea reali putin-
du-se calcula cu ajutorul principiului cunoscut al Iui Dirichlet.

iy

tb
r— ~—+‘Q J

Fig, 3

4.2, Repartitia curentului alternativ intr-o bandi metaliei subtire
(figura 3). Aceasta este o problemi plani de regim cvasistationar, la
care se poate folosi ecuatia integrald (34) transcrisi pentru doud variabile

j =1 S]lanA’+C, (57)
T
S

unde C e o constantd, | e componenta in lungul lui z a densitafii de curent
(singura diferitid de zero), iar S e suprafata sectiunii conductorului. Vom
considera grosimea b a conductorului suficient de mica, astfel incit densi-
tatea de curent [ si iie independentd de y, iar nucleul ecuatiei si poati
fi scris cu aproximatie astfel

InR ~ In |¢" — 4. (58

Avind in vedere simetria problemei fati de axa Oy, adici [(x) =
= J(— x), ecuatia integrald (57) devine

—

&

&

b

T(x) ="

2

J(x)1In |%® — #%| dx’ + C. (59)

Ch 5

Cautdm solufia acestei ecuafii sub forma unei serii de puteri

T(5) =3 a2 (60)
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Pentru determinarea coeficientilor oy, se poate dezvolta in serie de
puteri nucleul (58), se efectueazi apoi integralele in raport cu %' si se
identificd coeficientii din cei doi membri ai ecuatiei. O cale echivalenti
cu aceasta este de a efectua mai intii integrarea in raport cu %' si a dezvolta
dupd aceasta in serie de puteri termenii din membrul drept. Am preferat
aceastd a doua cale, care conduce la calcule mai pufine, deoarece integralele

de forma \ x”In |#% — $2%|dx existi rezolvate in tabele [13].

Introducind (60) in (59) si efectuind integralele se obfine
J=C _|_jmpcb{% Ia ln (a2 — %%) —2a 4 x ln[a s ”” +

21 a— ¥

a? $__omy. L 2 3 2 _ 93 % [M)
+cx2[?1n(a %2) = a Sax + 5 In +

a— %

5 1 2 1 2 1 4 @ ¥
i %[gln (a2 —2) —— - —a° —— - —a'x——-2ax' 4 ?m( ” i1

5 5 a—x
a’ 8 ony 1 % 7—-‘—-315352—1-3413%4—1-2{1%6
—I—cxa[?—ln(a %) g e =13 - o
7 \
: Lln(ﬁ_’il]_f_ } (61)
7 a— %!
Dezvoltim in serie logaritm i care intervin in aceasti egalitate
L 15 %4 1 x5
T %) A L S 9
In (a ¥?) =21Ilna - W (62)
i 25 2 b
1 f_ﬂ}zzi Ll MR 63
u{a—x a+3a"+5a5+ ()

Introducind aceste dezvoltari in serie, precum si expresia (60) a lui J
in (61) si identificind coeficienfii marimilor x2?* din stinga si dreapta se
obtine

1
=Gt ne it (e ) = s

o ) L7 10 J 64
= Jv—o |0ty — a0ty ——ato,——adog — ... (64)
e L 5T g 47y 6
1 1(1 o : - )
= IV— « — | — oy + %o, —ato, ——aboa —
= g lg % 2 4
o LI L —I—iazo( + ato, — aloy; — J
B A R - ¢
unde s-a notat
v =28 94b. (65)
2r .







