INTEGRAREA NUMERICA

DE

D. V. ICNESCU
(Cluj)

In analiza numerici, integrarea numericd ocupid un loc de seami.
in aceastd ramuri s-au efectuat lucrdri importante la Institutul d% calcul a
Academiei R.P.R. in urmitoarele directii: ;

1) Unele formule liniare de aproximare ale analizei si studiul res-
tului lor.

2) Formule de cvadratura.

3) Integrarea numerici a ecuatiilor diferenfiale ordinare.

4) Formule de cubatura.

5) Ecuafii cu derivate partfiale si integrarea lor numerica.

Vom aridta in cele ce urmeazi citeva din rezultatele cele mai impor-
tante obtinute la Institutul de calcul in cercetérile care s-au facut in acest

directii.
§ 1. Unele formule liniare de aproximare ale analizei si studiul restului lor

1. Formulele de aproximare uzuale ale analizei sint in general de forma

A[f] = B[{] + R[/], (1)

unde A[f] si B[f] sint functionale liniare definite pe un spafiu vectorial
de functii, reale si continue de o variabild reald. Functiile / sint definite i
continue pe un interval I ; ele pot avea si derivate de ordinele care figureazi
in formuila (1), cel putin pe punctele pe care aceste derivate intervin in
formula (1).

Funcjionala B[f] exprimi aproximativ pe 4 [f].

R[], restul formulei de aproximare (1), este tot o funcfionald liniara.

in categoria formulelor (1) intri de exemplu: formulele de cvadra-
turd si formulele de derivare numerica.

Pentru aplicatii, este foarte important si se studieze restul R[f].
ciutindu-se o evaluare a valorii lui absolute. Problema restului a fost cer-
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cetatd de mulfi matematicieni, intre care citim pe A. A. Markov
[556], G. D. Birkhoff[4], G. Kowalewski [52], R.v. Mises,
[57], J. Radon [71], E. Ya. Remez [73], A Sard [76].

T. Popoviciu astudiat restul R[f] in mai multe lucriri [66] [67].
[68], [69], [70], legind aceste cercetiri de cercetirile sale anterioare asupra
functiilor convexe [62], [63], [64] [65], si a obfinut rezultate de mare
importan{d.

In cazul cind aproximarea are caracterul unei aproximiri polinomiale,
gradul de exactitate n al formulei (1) este determinat de conditiile

R[¥]=0, R[x"*1]z£0 (2 =0, 1 ...,n).‘ (2)

T. Popoviciu [66] a demonstrat cd dacd formula (1) are gradul
de exactitate #», atunci restul R[f] este de forma

RI[1=A[&, &« o5 Eyeus 11+ BlEs; & o - Elaras [l (3)
unde 4, B sint constante independente de functia f, iar (Bl By s 5 B Il
[E1, &5, +-» E'uyas ] sint diferentele divizate ale functiei f, pe nodurile
Ep &oy oo Bupe 51 &, & oo, By distincte, ele depinzind in generzl de

functia f
T. Popoviciu a demonstrat ¢d dacd restul R[f] nu se anuleazd cird [
este o functie continud §i convexd oavecare, de ordinul n, atunci el ave forma

R[f] = R[#*] [E, &, ..., &uias 1] (4)

si, In acest caz, restul R[f] este de formd simpld.

La aceastd teorema de bazd se mai adaugid si criterii practice care
permit si se recunoascd daci o functionald liniard R[f] este sau nu de
formi simpla.

2.T. Popoviciu [67] a studiat amanuntit formulele de derivare
numericd de forma (1), unde

§ ri~1

r=1
A[f] = [+ (), B[f] = Zuaf-fm(:cu) L 21 _Euaa.f JO(%) (5)
f= i=1 j=
care permit evaluarea aproximativd a derivatei f"+7(x,) de ordinul m + 7
pe nodul x,, prin combinatia liniard B[f] a valorii functiei f si ale derivatelor
ei succesive pe nodurile x,, %, ..., %, presupuse distincte, insi multiple
de ordinele 7, 7, ..., .. Numidrul m se numeste indicele de derivare al
formulei (1).
Se noteazd cu p + 1 =w + 7, + ... + 7, numdrul total al nodurilor.
Se noteazd cu 7 — 1 ordinul cel mai inalt de derivare care intervine
efectiv in nodul #x;, unde 2 = 1,2, ..., s. Vom avea %) = 0 daci to}i coe-
ficientil a;;, unde 7 =20, 1, ..., #; — 1, sint nuli. De asemenea, se nctcazi
cu 7" — 1 ordinul cel mai inalt de derivare care intervine efectiv in punctul
%y in B[f] 1 vom avea 7' = 0, dacd 7 = 0 sau dacd a; = 0 pentru j =0,
Ly 5 55 % — 1. Se deduce ed O 7' 7, O Ziwl < 7, pentry =1, 2, ..o &
Suma 7" 4 7] + 7, + ... + #. se numeste ordinul formulei de deri-
vare numericd (1); el este cel mult egal cu p + » + 1.
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Gradul de exactitate n al formulei de derivare numerici (1) se defineste
prin conditiile (2). Se aratd cd n L p 4+ 7 + m.

Sd pastram fixe nodurile x;, #%,, ..., %, cu ordinile lor de multiplici-
tate, punctul de derivare x, cu ordinul lui de multiplicitate gi indicile de
derivare insd sd didm constantelor a;, a;;, din fomula (1) toate valorile
posibile. Obtinem atunci o multime de formule de derivare numerica (1)
pe care o nctam cu _#.

Iatdi un exemplu de formuld de derivare numerici din mulfimea /.

-S4 scriem din nou nodurile X, %, ..., &, sub forma
By Fgs voey By
fiecare nod x fiind repetat de atitea ori cit este ordinul lui-de multiplici-
si sd formam polinomul de interpolare al lui Lagrange-Hermite.

Ly, Fiy 3 « vy Bpyl's o Mg LX), (6)

——

(8
relativ la funcfia f(x). Derivind acest polinom de m + » ori formula

ﬂm+f)(x0) = L(m-!-?)(gio;& S ._,'.760, x]', S x;H_l 2 fl xo) - R[fJ

it
¥

reprezintd o formula de derivare numericd din multimea / pe care o vom

nota cu (E).

T. Popoviciu a ardtat cd in mulfimea N a formulelor de derivare nu-
mericd (1) existd o formuld §i numar una singurd de grad de exactilate maxim
si aceasta formuld este formula (E).

De asemenea a demonstrat cid dacd m < p, gradul de exaclitate al for-
mulei (E) este cel mult egal cu ordinul siuw. Gradul de exaclitate si ordinul
sint egale dacd st numai dacd x, este o raddcind diferitd de noduri, a unuia
din polinoamele

100 (x), Lowt1) (x),[_@_](m), i =1,2,...,5, (7)

X — Xi
unde g
8 (8

Conform definitiei date la punctul 1, restul R[f] si formula de derivare
numericd (1) este de formd simpld, dacd el poate fi pus sub forma (4).
T. Popoviciu in [66] a aritat cd conditia necesard si suficientd penivu ca
restul R[f] sd fie de formd simpld este ca R[[] = 0, pentru orice functie [(x)
convexd, de ordinul n.

T. Popoviciu a facut o discutie amdnun{itd a cazurilor in care se
poate afirma cd restul formulei de derivare numerici (E) este de formi
simpld. Rezultatele esentiale ale acestei discufii sint urmaétoarele :

1°. Dacd punctul de derivarve x, este in afara celui mai mic interval
care confine nodurile x,, %, ..., x,, vestul R[f] al formulei (E) este de jormd
simpld.

2°. Dacd nodurile %y, %,, ..., %, sint distribuite in mod simeiric fatd
de nodul x,, vestul R[f] al formulei (E) este de formd simpld.

Ix) = (. — )" (% — %) °... (% — %)
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In lucrarea [66] s-au dat numeroase exemple de formule de derivare
‘numerici de grad de exactitate < 5, care sint de mare importanti. Ele
pot servi la integrarea numericd a ecuatfiilor diferentiale ordinare cu con-
ditii la limitd in doud puncte, cind se aplicd metoda retelelor, dupd cum
au ardtat mai mulfi autori, intre care citdm pe I,. V. Kantorovici
git VL BErnillow [l precimidl pe T iColiatz [97.

3. T Popoviciu [68] a studiat de asemenea formule de aproxi-
mare de forma (1), unde A [f] este o functionald liniard definitd pe un spafiu
vectorial S de functii / reale de variabila reali x, definite si continue pe
un interval I care contine toate polinoamele, functiile f fiind derivabile
de un numdir suficient de ori. Functionala B[f] este definiti de

n ri=1

(A BT
Blfl=27 2 a [7(%) (9)
§i=1 j=0
unde %,, %, ..., &, sint noduri din intervalul I, cu ordinele de multipli-
citate #,!7,, ..., 7,; a; sint coeficienfi constanti in formula (9) si carac-

terizeazd formula de aproximare (1).
Fste natural si se ia ca functionald B[f], functionala A[p], unde ¢
este polinomul de interpolare al lui Lagrange-Hermite.

CP(L\I) = L(xlt xp T R ) xl: S P xm x!l: a7 (k5 xu; flx) (10)

T £

de gradul

p:?‘1+7'2+...+7’"*1.

Polinomul ¢(x) se poate scrie sub forma

i Tji—1 .
o) = X ) h(x) [V(%) (11)
i=1 §=0 _
iar formula de aproximare (1) se poate scrie sub forma
# ri_l_
A[f] = 21 _EUC.-,J' 9 (%) + R[f], (12)
=1 J=
unde
Ci; = A[l:;] =0l S re—Ten—1 2. . ). (13)

T. Popovicin a demonstrat cd dacd formula de aproximare (1) ave gradul
de exaclitale m = p, atunci ea cotncide in mod necesar cu formula (12).

Astfel formula de aproximare (12) apare in multimea formulelor de
forma (1), care se obtine dind coeficientilor a;; din formula (9) toate valorile
posibile, ca o formuld de gradul maxim p. Insi in cazuri particulare, for-
mula (12) poate si aibd gradul de exactitate mai mare decit $.

T. Popoviciu arati cid formula (12) este de tip Gauss dacd gradul er
de exactitate este p -+ n.
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Introducind numirea de funcfii ortogonale {, g fatd de functionala A[f],
dacid este satisficutd egalitatea

A[f.8]l =0, (14)

a demonstrat ci conditia necesard §i suficientd ca formula (12) si fie de
tip Gauss este ca polinomul

x) = (. —2)n (5 — )" ... (% — %)%

sd _fie ortogonal cu orice polinom Q(x) de gradul n — 1 fatd de functionala
A[f], adica si avem

A[l, Q] =o. (15

Presupunind funcfionala A[f] datd, numdirul natural » si ordinele
de multiplicitate #, 7,, ..., 7, al nodurilor, ca date, teorema precedenti
permite si se formeze un sistem de ecuafii in care necunoscutele sint
%y, %3, ..., %,. Orice solufie a acestui sistem, In care x, %, ..., x, sint
distincte, di o tormuld de tip Gauss. Pentru o funcfionali liniari dati
A[f] si pentru un sistem dat de ordine de multiplicitate nu existi totdeauna
o formuld de tip Gauss.

Se spune cd o functionald A[f] este de ordin de pozitivitate K, daci
A[Q?] >0, pentru orice polinom (Q[x] de gradul K — 1, neidentic nul.

T. Popoviciu a demonstrat ci pentru o functionald liniard A[f], datd,
de ordinul de pozitivitate K si pentru ovice sistem de ovdine de mulliplicitate
71, Yoy « - -, ¥y dale, numzre impare, existd cel pupin o formuld de tip Gauss,

daci Kz (p+n—1).
De asemenea, se poate afirma cd pentru o funcfionald dati A[f] de
ordin de pozitivitate K = % (p + n + 2), printre ordinele de multiplicitate

7y, ¥a, ..., v gisindu-se cel putin unul care si fie par, atunci nu existi
nici o formuld de tip Gauss.

T. Popoviciu a ardtat cum se pot determina in mod efectiv formule
de tip Gauss. Pe exemple a aritat, de asemenea ci, la un sistem de ordine
de multiplicitate date, pot exista mai multe formule de tip Gauss.

Pentru cazul cind toate ordinele de multiplicitate sint egale intre
ele, T'. Popoviciu a regdsit urmitoarea teoremi datoriti lui P. Turan
[97].

Pentru orvice functionald liniard A[f], care arve ordinul de pozitivitate
K, relativ la orice numdy natural n si la orice sistem de n ordine de multipli-

. . (v . o I
citate toate egale cu un acelasi numdr impar v, astfel ca si avem K >. o (r+1)

existd o formuld (12) de tip Gauss si una singurd.
4. In formula de aproximare (1), caracterul de aproximare este poli-
nomial, ceea ce inseamnd ci functiile

1, %, X2, i (16)
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jucau un rol important atit in determinarea gradului de exactitate al for-
mulei de aproximare, cit si in determinarea restului formulei.

T. Popoviciu [69], [70] a dat o generalizare importantd proce-
deelor sale de studiere a formulelor de aproximare ale analizei fn modul
urmator.

Sirul (16) se inlocuieste cu sirul de functii

fo, J&; “.o om0y fm fn+1» (17) |

definite pe o mulfime E si formind un sistem interpolator sam sistem ()
pe E, ceea ce inseamni ci determinantul

Jo(%)  ful®) ... Soa(1)

74 fo» fl:' £y fﬂ-i-l] = fu(xz) fl(xz) G S fﬂ+1(x2) (18)
X1y Koy o vy Xpytg
Jo(%urs) fil®use) - - fors(%upa)
este diferit de zero pentru orice sistem de noduri distincte 9’51, Hpyteeiiurs Mon

din E.
T. Popoviciu a definit functia convexd, respectiv conmcavd, in raport
eu sirul

fﬂt .fll S fm (19)
dacid
V:fﬂ, fl;-.-, fm f )>0, respectiv <O
1 Xgy ooy Bty X
pentru orice sistem % < %, < ... < %,,, de # 4+ 2 puncte din E.

Introducind diferenta divizatd (generalizind notiunea clasici de dife-
rentd divizatd) prin formula

V(fo.fl.---, foo S ]

. Fps Xoy ey 1 ;1:”+2

[xll Koy + e, Xpta ,f] e (20)
[l ot e
H1oi gy ooy Fr1 Yt

definifia precedentd a convexititii, respectiv concavititii unei functii
in raport cu sirul (19) se poate inlocui cu urmitoarea :

Functia | este convexd, neconcavd, meconvexd, respectiv concavd, in
raport cu functiile (19), daci

[#%1, %oy < ey Hpyp; f]1 >0, >0, <0, respectiv < 0, (21)

oricare ar fi punctele distincte x;, %, ..., %,4, din E.

Cind sirul (19) se reduce la sirul (16), definifia de mai sus coincide
cu definitia obignuitd a convexitdfii, respectiv concavititii unei functii,
datd tot de T. Popoviciu.

Cu aceastd definitie, o funcfionald liniard R[f], definiti pe un spafiu
vectorial (£, format din functii continue pe un interval E, este de formd
simpld, dacd, pentru orice f & (£, ea este de forma
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R[f:l:K[El’ 'ZZ’ "'lE.n-I-Z;f] (22)

unde K este un numir diferit de zero si independent de funcfia f, iar E;
sint puncte distincte din E (care in general pot depinde de vf). :

T. Popoviciu a ardtat cd 60’.31_3(57,,1‘5'&% necesard st suficientd pentru ca
functionala R[f] sd fie de formd simpld este ca sa avem R[f]52 0 pentru
ovice funcfie | € (F convexd in raport cu !’um;%ale (19) si a dat criterii SImpI(E
care permit si se decidd dacd o functionald R[f] este sau nu de forma

impla.

su:uPT. Popoviciu a examinat de asemenea 5iucazu1 cind R[f] nu este de
formd simpld. Pentru aceasta a introdus urmatoarea definitie : O funcfio-
nald liniard R,[f] este o majorantd simpld a functionalei R[f], dacd ea
este de formd simpli si dacd R,[f] > R[f] pentru orice funciie f € (7,

convexi. ! ) )
Cu aceasta T. Popoviciu a demonstrat ci dacd funcfionala R[f] defi-

niti pe (F admite o majorantd simpld, ea poate fi scrisd sub forma
R[f] = K[E]_! EZJ LA ) En-{-z;f] _K’[E,) Eép = mEy E_;:1+2; f]: (23)
unde K si K' sint numere diferite de zero si independente Ade functia /,
iar puncfele E; precum si punctele £, sint luate din E gi sint distincte,
putind in general si depindd de f. )
T. Popoviciu a considerat si cazul cind
ifi =& G =012 [SE (24)

iar R[f] este o functionald liniard si de gradul » de exactitate pe (F. Daca
se considerd descompunerea

R[f] = Ry[f] + Re[f], (25)

i a liniara initd i R,[f] are gradul

unde R, [/] este o functionali liniard definitd pe (F i ur_}de 2 > gradul

de exaét[itate #n + p >mn atunci dacd R;[f] si R,[f] sint de forma simpa

avein
R[f] = R[#"+][E, Ea - -y Euras f1 + K[EL & - o) Eavpan f]

unde K £ 0 este independent de functia f, iar §;, & sint grupe de n + 2,

respectiv n 4 p + 2, puncte distincte (?1'1‘1 E. ) o
P’l‘. Popovifiu a ficut doud aplicatii importante ale acestei observiri,

la restul formulelor clasice de cvadraturd ale lui Weddle si Hardy.

(26)

§ 2. Formule de cvadraturé

5. Formulele de cvadraturi fac parte din formulele de aproximare
ale analizei; ele se obtin luind

a1 =\ fwaz,

a

sau mai general
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b
4111 = § p(3) s,

unde p(x) este o funcfie datd, pozitivi in (a, b), putind si se anuleze in
a sib si : '

B[f] = 2 Ay f(x)

sau mai general

n Jp—?
Blf—2 2 Ani f9(x)
k=1 j=0
" Prin urmare, o formuld de cvadraturi este de forma
Vo) i = 3 vy + &, ¢
cind nodurile x;, x5, ..., ¥ sint simple, sau de forma
w Iyt
Vo) 13)ax = 3 35 4y () + R, @
k=1 =
cind nodurile x, x,, ..., x, sint multiple de ogdinele 4, ,, ..., T

Constantele 4, din formula de cvadraturs (1) sau A4,; din formula
de cvadraturd (2) sint coeficientii formulei de cvadraturi,

Doud probleme importante se pun la o formuld de cvadraturd ; 1°
determinarea coeficientilor ei si 2° studiul restului R astfel ca formula
sa aibd gradul de exactitate p dat.

J. Radon [71] a dat o metods pentru obfinerea formulelor de
cvadraturd, prin care se determini atit coeficientii formulei, cit si restul
el pus sub formd de integrald definitd. Se presupune ci functia f(x) are
derivate succesive continue intr-un interval / care confine intervalul
[a, b], pind la un ordin suficient de mare.

6. D. V. Tones cu [33] a reluat metoda lui J. Radon si a apro-
fundat-o. Aplicind-o in mod sistematic, a scris o momnografie asupra for-
mulelor de cvadraturi in care sint regdsite multe din formulele de cvadra-
turd cunoscute si a obtinut chiar altele noi. in toate cazurile s-a apro-
fundat studiul restului fiecirei formule.

Tatd in ce constd aceasti metodi de cercetare.

Sd presupunem ci este vorba de integrala

b

{2(2) f)ax (3)
$1 pentru a preciza, si presupunem ca nodurile x,, &, ..., x, sint astfel
alese ca a < ¥ < X< ... <%, <b sici functia /(%) este de clasa Cr+1

pe intervalul [a, b], adici este continui Impreund cu derivatele ei succe-
sive pe intervalul [a, ] pini la ordinul + 1.
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&
i 8 functiile
i el A lsnsis, [:og,,, b] s atagdm
o) (x)Lz (;?tewalfplil(p[cﬂ)l, xilr}teggaie zle ecuatiilor ~diferenfiale
1 » 2 L " »
otV (x) = p(x), @f+I(x) = p(x), -0 QU (%) = P(ﬂf)- (4)
Scriind integrala (3) sub forma
b *rt1 " Fh41 5
- n+1

(200 i = 3§ pla swar =33 § aprosiaia (
@ k=0 Zp, = £

i in parti li-
= lici formula de integrare prin parfi general-
blés.ec?ilzl membrul al doilea. Si introducem condifii

%, b, astfel ca in membrul al do1153g
| par rati numai valorile funcfiel

unde X, = @, %utq
zati la fiecare 1nt§1gra
la limitd in nodurile a, Xy, Xy, - - ‘
al formulei precedente sa ramind in partea integ

f(#) pe moduri; vom nota aceste conditii cu (4). Atunci formula (5) se
reduce la ,,
b
(00 fmdx = 3 Au ) +{ o0, (6)
E+1 a
unde funcfia o(x) coincide pe intervalele [a, x,], (%1 %2l - v [Fngs U]
cu functiile @,(%), Pa(¥), « .-, Pupa(#) §i unde o
Ay = o0 (%) — okla(m) = @™ (% —0) — " (2 + 0)

(E=1,2- .. %)

t astfel formula de cvadraturi (6) in care coefictenfiz st

o oofion (x). Coeficienfii sint dati de formulele (7), iar

restul sint dafi de functia ¢
restul de formula

R = { o)z ®)

Daci numarul )

K= S o(x)dx (9)

a

este diferit de zero, formula de cvadratura are g?qdzg)d
Existenta si construivea formuler de cm'dmth 6
el, s-a redus la existenta si delerminarea iniegrater s
diferentiale (4) cu condifiile (4).
Sint cazuri in care functia ()
valual (a, b), dar sint si cazurl cind o(x)
Un mare rol joaci numirul

e exaclilate n.
impreund cu rvestul
temului de  ecuaii

pastreazd un semn constant pe inter-
isi schimbd semnul pe acest interval.

K* = | lo() [dx. (10)
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Se aratd cd dacd M, ., este o margine superioard a lui | {63 il pe inter-
valul [a, b], avem evaluarea

IR ’ '-g K*ﬂl,prl. (11)

Este evident ci formula de cvadratury (6) este cu atit mai buni
pentru aplicatii, cu cit numirul K* este mai mic.

7. D. V. Ionescu a ardtat ci daci se considerd dous formule de cva-
draturd de acelasi grad de exactitate, insi cu noduri diferite, pentru care
numerele (10) sint K'* si K'"*, se va socoti ca preferabild formula de cvadra-
turd pentru care numirul K+ este mai mic.

De exemplu, in formula de cvadraturd a lui Newton

{9 =232 @) +3/(x) +8/(m) +10)] +§ en(w)f(x)a,

nodurile #;, ¥, impartind fn trei pirfi egale intervalul (g, b), si in formula
lui Simpson

b—a

Ef(x)dx ==5H7@ + (2 +rm1] + i@s(x)f‘f"(x)dx

functiile oy(x) si @s(x) sint negative in intervalul (g, b) si avem

K;-r: Lb_—_a)ﬁ T (b—“)5=iK;=_

2880 S 6480 9

Rezultd ci formula lui Newton este preferabild formulei lui Simpson
[28].

8. D. V. Tonescu [ 24] a generalizat formula de cvadraturi a
lui N. Obreschkoff [60].

b

g f(x) dx =
; C; b—a Ci (b—a)? ., ey Cg (b—aph
:Cl 11 f(b)‘?T!f(b)—F---—}-(‘—l) c—"_Tﬂk_l)(b)-’_
s o i+k
G b=a C; — ¥ Ci i g
i 1 1! f(a)+_2—‘(L2‘l—)—f(ﬂ) + ... —f-"__(b._)__f(r-l)(a’)_'_
] i G 7l
o rhk itk

+(—1)k(iTik)Fj‘(x — a)k (b — x)* fli+h) (x)dx, (12)

a
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obfinind formula
b nt1 C:z+2 bt .,
dy=—L | vt boegg  we OB pgy 4
Jule) s = ——| == 2 >
Cﬂ+_b ntptq n+pt+q
o ( 1)e-1. C;:ig (b —a)? f(r*—l) {b) o
= 1
Chtpts T
. nt1 ) 5 Cn+2 .
RN o R PR T L
b 2 21
Chip Crtpta Cotptp
7P
Cotr G —a F0(a) |+
!
Cﬁ'ﬂ"'ﬂ’ P
b
(=1y? S (x == a)u-!-r{(b . .ﬁ») n-t+p f(n+15+f.') (x)[zx, (13)

C£+p 4P 49! B — aj”
unde J,(x) este polinomul lui Jacobi, definit de formula

fn(x) = Ja{f +q +1, p-1; %) =

N 1% i [(.‘\i —cz)""‘ﬁ(b . x)u+q]
— B —a"(x—a)ld— 2T d" .
¢ =i si ¢ =k formula (13) se reduce la formula lui

Pentru » =0, p

ff (12). ; 5 :
ObreSf:hll)if) V.( Io)nescu a studiat formula de cvadraturi cu doud noduri

o _a+b k:b—ﬂ.
¥ = %y —uh, %, = %y + uh [xo— e >

i 4 ij i i i monstrat cid cea mai
simetrice fatd de mijlocul 1nterya1q1u1 (a, b)v si a dem o o
preferati formuld de cvadraturd din aceastd categorie

b

§f(x)dx: L=8 [fm) + fixd] + o@f (a5, (14)

2

a

care corespunde la u = 2(2 — \/3), deoarece in acest caz avem
| R| < K* M,, K* = 0,0718 h3.

inti A lui cu nodurile @, b si pentru
mintim cd pentru formula trapezul 1 :
f:o:rmll}leaa trapezului 1:::u nodul #x, dublu, atit de des intrebuinfate, avem

& e K% =25
IR™* | < K 2 3

rrg 1 3
!Rpu:i: [ \< Ku:i:ﬂJE, K 1 E h3.
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Comparind pe K* cu K'* i K"*, deducem ci formula (14) este pre-
ferabild formulelor de cvadraturi ale trapezului si o recomandim pentru

aplicatii.
10. D. V. Tonescu a studiat formule de cvadraturi cu nodul dubfu
Xo— “;rb si doud noduri x,, x,, unde

Xy = Xy — uh, Xy = Xy - uh (k ol “J;

si a ajuns la urmitoarele concluzii :
1°. In formula de cvadraturi

b

fdx = == 8(w) +11/(x%) + 8 (%)] +( o(x) /@ (R)dx (15)

a

Ry o>

3 : fedon s
corespunzind la u b functia ¢(x) este pozitivi in intervalele (a, #,),
(%9, b) si nuld in %, Pentru aceasti formuld avem

JR I ‘{E K*M-ir

unde

3 (b—a)

g =2
32 2880

K* =

Reamintim cd pentru formula lui Simpson, numirul corespunzator
'y
K'* este
' (b — a)F
2880

K’ =

Formula de cvadraturd (15) este cea mai preferatd dintre formulele
cu nodul x, dublu si nodurile x,, x, simetrice fati de nodul u, si pentru
care funcfia ¢(x) este pozitivd in intervalul (a, ). Ea este preferabild fata
de formula lui Simpson atit de des intrebuintati, deoarece avem

g e ‘
K* = — K'+
32

2°. In formula de cvadraturi

b

621_65 [625/(3) +916/(x) + 625f(x)] +{ 0(x) fO(9)dx (16)

corespunzind lui u:;—g, functia ¢(x) fsi schimbi semnul in intervalul

(@, b). Avem ' _

IR| < K*M,, K% —0,07679-2—2"
2880

Fa este cea mai preferati dintre formulele cu nodul %, dublu si cu
nodurile x,, %, simetrice fati de x, si este preferabild atit fatd de formula
lui Simpson, cit si fatd de formula (15).
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13

Pentru aplicajii, cele mai indicate sint formulele de cvadratura (15)

i (16). .
’ A. Cotiu [10], [12] a studiat formule de cvadraturid cu nodurile

a, b si doud noduri x;, %,,

a-+b b—a
X = X —uh, %, = %, + th (xoz = h= = J,

simetrice fatd de mijlocul %, al intervalului (a, b), si a ajuns la concluzia
ca formula de cvadraturd
b

§ figax — 25 [81/(e) +626/(x) +625/(x) +181/0)] +

@

b
+{ e(a/ O, (17)

a
3 i i i preferati dintre formulele din
corespunzind lui # =—, este cea mai preferata dintre fo

aceastd categorie, deoarece pentru aceastd formuld avem

IR| < K*M, K*—0,0948 &=
N & ! 2880

Desi formula de cvadraturd a lui Simpson este foarte simpld, si atit
de des intrebuintatd, totusi exemplele ardtate mai sus (formulele (15),
(16) si (17)) aratd cd este preferabil si se intrebuinfeze aceste formule,
deoarece, in evaluarea restului, factorul K este mai mic decit factorul

corespunzitor din formula lui Simpson. :
A. Cofiu [11] a mai studiat restul in formula lui Hardy

a-+3h

{ fmds = h22/(@) +1.620(a —20) +fle +2W)] +
+0,28[f(a —3h) +f(a +3M)]} + R,

la care a pus restul sub formi de integrald definitd
: +
R= { o(x/®(xd
a—3h

si a dat o evaluare pentru valoarea absoluti a restului,
My A
— ',
IRl = 200

unde M, este o margine superioard a valorii absolute a lui |f(®(x)| pe
intervalul [@¢ — 3k, a + 3h].
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11. Se stie cit de importante sint diferentele divizate ale unei functii
in calculul numeric. D. V. Tonescu a reprezentat diferenfa divizati a
formulei f(x) pe nodurile a, %, %, ..., %,, b printr-o integrali definiti

b

(@, %1, %, ..., 20, 8] = ( o(x)fort1(2)d, (18)
studiind funcfia ¢(x) din aceasti formuli. S-a aritat cf pe intervalele
(2, %], [%, %], ..., [x; B] functia o¢(x) coincide cu functiile ¢,(x),
Pa(%), ..., Onsq(%), care se definesc in modul urmétor :

Se considerd dezvoltarea in functii rationale simple

1 A

2 _ 4, Ay B
(xfa)(x—xl)...(x—x,,)(x—b} x—a+x—x,+'..+x—xn x—b
si se noteazi
o, = (—1)"t1 4
®y = (14 4
iy = (—1) (A + 4, 4+ ... +4,);
?1(x) este integrala ecuatiei diferentiale
(p;”)(x) = 5 (19)
care satisface la conditiile
¢1'(a) =0 (G=0,1,...,2—1), (20)
iar ¢,(x) este integrala ecuatiei diferentiale
o(x) = (—1)" oy, (i=2,3,..,u41) (19
care satisface la conditiile
o (%:4) = oy (x,_y) (1=01,...,0—1) (20

S-a demonstrat ci functia o(x) astfel construiti este pozitivd in
intervalul (a, b).

S-a facut reprezentarea diferentei divizate (18) sub forma unei inte-
grale definite si in cazul cind nodurile a, X, %y, ..., ¥, b sint multiple,

S-au  ficut aplicatii ale acestei reprezentari la determinarea
restului in formula de interpolare a lui Lagrange, si la formula de interpo-
lare a lui Lagrange-Hermite.

De asemenea, s-a ficut aplicatii ale acestei reprezentdri la integrarea
numericd a ecuatiilor diferentiale.

12. D. V. Tonescu a tratat cazul formulelor de cvadraturi cu noduri
simple sau multiple, punind restul lor sub formi de integrald definiti.
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1 ————— — e

13. D. V. Ionescu a obtinut formula de cvadraturd de tip Gauss

in urmitorul mod.

La integrala
b

{ 200

a

x, date, a atagat, conform metodel

si la nodurile interioare x;, %, ..., e

de lucru aritate mai sus, functiile ¢;(x), @a(%), . ..
ecuatiilor diferentiale
(2n)

(P{m(x) = p(%), (P(zz“’(x) = p(x), ..., Par1(%) = P(¥)

si conditii (4), astfel ca sd se obfini formula generald de evadratura de
forma

b

gp(x)f(x)dx — Cuf(z) + Cuflm) + . T CRIE

© o@T®) f(B) — e &THO) F1(B) + ...+ (1) el I() + (21)

+ § e(a/e(xax

Daci nodurile %, %, ..., %, sint necunoscute si la conditiile (4) se
adaugid conditiile

] - (2n—1) e 22
Pl (B) =0, @l (B) =0, ..., o)) = 0, (22)

x, se determind; ele sint reale, distincte $i
- l

atunci nodurile 2, %,, .. e

cuprinse intre a i b si se ajunge la formula de cvadrat

b
b

L At Re £ (2n)
S/)(:c)f(x)d;\r — Cif(%) + Caf(ws) + ... + Caf(xn) +S o(2)f ) (x)dx,
cu restul ei. S-a demonstrat ca in aceasta formuld functia ¢(x) este pozitiva.

a $ urmi-
Din formula generald de cvadraturd, D. V. Imile_scg acvd:(iituri o
toarea concluzie practicid relativ la aplicarea formulei de

ip Gauss (23). i L ™ v
- ok %, sint radicinile reale, distincte si cuprinse
) oM

in general xy, %, .. . L : iy
intre a ;.“? b ale unléi ecuafii algebrice. Tle sint aproximate cu numere

17 — Studii si cercetdri de matematicd (Cluj), anexall961—1962
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male xi, %3, ..., &, cu un numar finit de zecimale. Atunci, pentru calculul
integralei comsiderate, se poate folosi formula de cvadraturi de tip Gauss
(23), inlocuind pe #;, %,, ..., %, cu xj, %, ..., &, insi calculindu-se erorile
care se fac cind in locul lui f(%;), (%), . . ., f(#,) se iau valorile aproximative

f(#1), f(#3), .. ., [(#2). Acest calcul poate si fie anevoios. De aceea, se reco-
mandid folosirea formulei generale de cvadraturd (21), inlocuind pe

Xy, Xy o .., Xy CU X7, X3, ..., ¥y, adicd formula
b
S p(R)f(x)dx = Cif(x) + Cif(xs) + ... + C'flx) +
‘ (24)

+ = +{ o(xi/en(max,

[

unde termenul ¢ are rolul unei corectii, egale cu
e = gut1 (OB — @O ®) + ..+ (— )" e @) ") (25)
De exemplu, pentru p(x) = 1 si n = 2, formula de cvadraturid a lui

Gauss este

b b

§fde = 222 [fw) + f)] + {e(aro(ax,

@ It

unde nodurile sint

g ; e “T“’ ig_‘ £, £ — 0,57735027.. ..
Dacd in aproximarea lui & ne limitim la numirul & — 0,377 cu trei

zecimale exacte, atunci formula (24) devine

b b

(rade — cifa) + Giftad) + < + {olrama (26)
unde corecfia = este datd de formula

b . e,
e = 0,002422(b — a)/(8) — 0,0006061 , ~— f'(5), (27)

si se vede bine cid dacad se aplicd formula (26) la o funcfie f(x) pentru care
7(b), f'(b) sint destul de mari, corectia = este apreciabild.

17 RAPOARTELE INSTITUTULUI DE CALCUL 259

D.. V. Tonescu [22], [23] a dat s1 o noud formuld de cvadriaratu
de tip Gauss, cu nodurile @ si b multiple de forma

b

Sp(x)_,l'(x)d.r Cif(my) & Csfls) & oo A= Cufls) +

C + Aofla), + 4;f(@) + ... F A 7N (@) +
+ Byfh) + B f (8 e B AN 4 (28)

b

care confine ca un caz particular gi formula lui N. Obreschkoff, pentru
i — U

S-a demonstrat cd, in formula (28), funcfia ¢(x) este pozitivi in
intervalul (a, b).

S-a ardtat cd observafia cu privire la calculul practic al integralei
]

S p(x)f(x)dx, facutd la formula de cvadraturda (23), este aplicabild si la
(3

formula (28), utilizind in acest scop o formuld generali de cvadraturi
analoagd cu formula (24), avind un termen important corectia «.

14. In legiturd cu un procedeu allui V. I. Krilov [£3] de imbu-
natatire a gradului de exactitate a formulelor de cvadraturd, D. V. Tonesen
a dat de asemenea un procedeu bazat pe studiul restului formulelor de
cvadraturd [20]. In legaturd cu aceasta, amintim si lucririle sale asupra
jormulei lui Boulle [34] si asupra unei formule a lui Abel [31].

15. Se gtie cit de mult sint aplicateformulele de cvadraturi cu noduri
exterioare. Este suficient si amintim formulele de cvadraturd care provin
din formulele de interpolare ale lui Newton cu noduri in progresie aritmetici
la stinga, ale lui Bessel si ale Iui Stirling. Aceste formule sint aplicate si
in integrarea numericd a ecuatiilor diferenfiale, de exemplu la obtinerea
formulei de integrare numericd a Iui Adams. Utilizarea pe scari mare a
acestor formule a ficut pe D. V. Tonescu si le studieze aminuntit, mai
ales in ceea ce priveste restul lor.

D. V. Tonescu [32], [35], [40] a ardtat cum trebuie modificati
metoda sa de cercetare pentru a obtine formula de cvadraturi cu noduri
exterioare, obtinind si restul pe care I-a pus sub forma de integrali definiti.

Astfel, dacd ;. %, ..., %, sint noduri la stinga lui @ in ordine des-
cresciitoare si %, &3, ..., %', sint nodurila dreapta lui b in ordine cresci-
toare, s-a obtinut formula de cvadraturi de forma

.
b o
i i

(0 fyax = X 400y + 3 Aif(5) + § ot rmem ax,  (29)

i=1
’
@ T

|
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unde p(x) este o funcfie continui pozitivd in intervalul (a, b), putindu-se
anula in @ gi b, iar f(%) o functie de clasa Cr+m, pe intervalul [x,, x]. S-a
Elemon;;trat cd in formula (29) functia ¢(x) este pozitivi pe intervalul
Kur Ho):

Un exemplu simplu atrage atentia asupra interesului acestui studiu.
Dacid se aleg nodurile x, — 2k, %, — 8h, %, + 2k, %, + 3% exterioare inter-
valului [x, — h, ¥ — A], se obfine formula de cvadraturi

o1
§ r00de = $26/m0 — 20) + g + 2] — VAT fmg — 38) + f 4 3) Ty +

Xo— R
%08k

+ | e o
xo—3k .
Restul in aceastad formuli are urmitoarea evaluare :
|R| < K*M,,

unde M, este o margine superioari a lui [/(9(x)| pe intervalul [%y—
—3h, x,-+3h], iar

e 2
K 39 2880

Dacd compardm formula de cvadraturi (30) cu formula de cvadra-

turd (16) cu noduri interioare §i de acelasi grad de exactitate, gasim pentru
formula (16)

IR'| < K" M,
unde M, este o margine superioard a lui |f(4(x)| pe intervalul [%—
—h, %+h]; avem M} < M,, iar

o 7679 ZM.
K'™* = 0,07679
Comparind pe K* cu K'* rezulta
*
SIS T 3112,

K% 0,07679

de unde reiese ci formula (16) cu noduri interioare este cu mult mai prefe-
rabild decit formula (3)) cu noduri exterioare.

D. V. Ionescu a stabilit direct, aplicind metoda sa de cercetare, for-
mulele de cvadraturd care de obicei se obtin din formulele de interpolare,
ale lui Newton cu noduri in prograsie aritmetici la stinga, a lui Bessei
gl a lui Stirling. A comparat numerele K* ale acestor formule cu numerele
K’* ale formulelor de cvadraturi ale lui Gauss cu noduri interioare si de
acelasi grad de exactitate si a dedus ci formulele de cvadraturi ale lui
Gauss sint cu mult preferabile formulelor de cvadraturi cu noduri
exterioare.
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Astfel, pentru formula de cvadraturd care provine din forn}ula Ele
interpolare a lui Newton cu noduri in progresie aritmetici la stinga, in
care n = 10, si pentru formula de cvadraturd a lui Gauss de acelasi grad

de exactitate, avem
K*
o

> 710 246 014 380.

Paraschiva Munteanu [68], aplicind aceeasi metodd de
cercetare, a stabilit formula de cvadraturd

'le

b
V00 = 3 Aupim +§ s

a a

unde nodurile %, %, ..., x, sint in progresie aritmetica §i x; = a, X3 = b.
Ea a demonstrat cd functia @(x) pdstreazd un semn constant pe Amte.walul
(@, x,) si a dedus concluzii importante in evaluarea restului si in compa-
rarea cu alte formule de cvadratura. ! | ; .

16. Formulele de interpolare sint deosebit de importante in teoiia
formulelor de cvadraturd. Integrind ambii membri ai unei vf(_)r.n-mle de
interpolare, se obtine o formuld de cvadraturd. Astfel de cercetiri in teoria
formulelor de cvadraturd au fost facutd in mod sistematic de D. D. Stancu,
perfectionind unele formule de interpolare si construind formule de cva-
draturi deosebit de interesante. . ;

D. D. Sancu [83] a considerat polinoamele de interpolare ale
lui Hermite

& =1

Ha(x) = 3 3 bin (9] (%) (34)
i=1 k=0
relativ la nodurile #,, %, ..., % cu ordinele de multipltcitate r;, 7,,... 7,

f(x) fiind o funcfie care are derivate cel pufin pe nodurile care inervin
in formuld si a dat urmitoarele formule pentru polinoamele fundamentale

de interpolare :

r,—k—1 ” L (r) ]
a, u bl W 36
lt,',k (Z)* Ly - Y 7 vl (_g;(x)]xfjg‘(x), ( )
unde
ool e HEE 36
ot (x} (A‘—' 'y x',)ri- ( )
Ha) = (% — m)n (% — m) .. (5 — )"

D. D. Stancu a utilizat polinomul de interpolare care corespunds
las =2, x, = a, % = b, v, = m, r, = nla obtinerea formulei de cvadraturd
a lui Hermite-Obreschkoff [60] si la obfinerea formulei de derivare nu-
merici

n—1

flmtn) (q) = Mi A (a) + Zﬂ B,f"(b) + R[f], (87)
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pentru care a dat expresia coeficientilor 4, B s 5 5
este de forma ’ w Dy 51 a ardtat cd restul R[f]

_ (m ) [ "
R[fJ = m(}b}((i — .7))“ pf(ﬂ-l»m)(i), (38)

unde a, b). C a i 1 asi i
T, POEPEO EJ ic)iu u[ea;(}e.asta ocazie a dat si formule gisite anterior de
17. D. D. Stancu a ardtat ci daci in formula de cvadraturi [84].

il " ) P
§ rnax — 2 Aux) + 32 Bif(oy) + R(f) (39)
—1 e = i
de grad de exactitate % 4+ p — 1, ¥, - %, sf ddacini i
mului lui Lagrange, atunci é; = 1;’2 ’L:l tz :B:”:S%)Ht ) i S

Acest rezultat este valabil si daci » — n_ i i
se cgnfundi cu nodurile x,, ;rz: x,,.?b i e e B M L
e regiseste astfel un rezultat dat de A. A. Ma rkov [55]
b 18.11?. D. Stancu [82] a dat o generalizare formulej de[ mﬁxdra—
urd a lui Christoffel [7], construind formula

+1
" i
| Jmix = 35 dufiw) + 3535 €y + REf, (40)
oy ’ V= =] j=
unde ay, s, ..., a, sint noduri date, multiple de ordinele Hih Pm B e

astfel ca polinomul
W) = (x —a)n(x —a)n ... (x —a)n

sd ﬁé neneglg_ativ pe intervalul [—1, 41].
eneralizarea constd in determinarea nodurilor x, 1. ;
ca fonfmvla. (4_10) si a;bﬁ gr_adul de exactitate maxim. Nonli’urizlje.ﬂ;:l‘ ,xﬁ’,,,. a .Stf;I
f;n;mig(z?gn%( 1)111u1 p(.)lmoni ortogonal pe intervalul [—1 —{.-lj’ relatiy
a (x), cu orice polinom de gradul n — ming i
ROT Al ety ot gradul n — 1. Se determini si restul

Ca exemple de acest fel de formule se citeazd formulele
+1

§ sax = L] 1) + 3 )+ (7] o] o

—1

41
_Sl_f-(n:) dx — ﬁ[mj{k ) +f(—1) + 54/ (7\713_} + 64f,0) 473“,(#) n

+ /(4 1) + 197+ 1)]+ 5893;@5[ ) (42)

de gradele de exactitate 5 si 9.
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18. D. D. Stancu [88] a considerat formula de cvadraturd de

forma
b

{ psod — D5 A/ + R/ (43)

i=1 k=0
@€
si a numit formuld generalizald de tip Gauss, cu gradul de exactitate 2N 4_11;
orice formuli de tipul precedent, in care N este n_uma:ru_l coefime?;:i_ (?r
A, , diferiti de zero. In aceastd categorie de formule intra formula clasica

a lui Causs, precum si formula

/5 2n 5=
v E « S
{pasmas = LAt + L Cul™O) +RIL
sint radacinile polinomului Dy, (%), orto-
9 finit sau infinit — fati de ponderea
u orice polinom de gradul
iatd tot de D. D. Stancu.

in care nodurile x;, %y, - .., X

gonal pe intervalul (—a, +a) . g

g(x) = p(x)x%, unde p(x) este o functie pard,

25 — 1. Clasa de polinoame D,, (%) a fost stud
Ca exemple se dau formulele

+1

5 1 o [ Ay
{ Amdr = L [440832/(0) +8960f”(0) +

—1
= 5

97(5446 — 537YID) (f(x) + fxg) + 27(6446 + 53TVIH) (f(xs) + f)] 4

1 -
L —————fl12) (£ (44)
+ 768049286007 (&),

unde . My o
TR Y L R i

Xy — — = R e =

33 3
si
o

S e ~f(x)dx = g [3808£(0) -+ 2807(0) +

L3 (91 — 23 VT (fl) + fm) + 301 + 23V () + /0] +
_VE__jun (). 45

& 36495360f (E) { )

19.D. D. Stancu [89] a aritat cum se pot construi formulele

de cvadraturi de tip Gauss-Christoffel avind forma

{ s = S Al + 1 DCua f0e) + R U9 ‘

i
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in care functia p(x) este nenegativi si integrabild R pe intervalul (a, b)

— finit sau infinit — si pentru care existi momentele
b
Co = p(a) nax (n=0,1,2 ..., C, >0.
Nodurile a,, a,, ... a. sint astfel alese ca polinomul

w(x) =x Iil (x —a)n
sa szi\Tstz'leze?Iun semn constant pe (a, b).
ocurtle x, X, ..., %, sint ridicinile unui polinom A(x) ortogonal
¢ (a, b), fatd de ponderea p(x)w(x), cu orice polinom de gra)dul ngu 1.
Formula (46) are astfel gradul maxim de exactitate.
Ca exemplu se di formula

+

§VI—= fmax = 21392 710) +777(0) +

-1

.+ 2(49 —10 \]7)(}!(7‘71) ‘i‘f(ﬂ"a)) +2(49 + 10\/7/"{1‘(»2) "‘f{-""'a))l g

™
s S e |
2.942 985 830 400f (&),

unde

;\13—,&1:‘\/74;2‘/7_, ,v4_—.z2;\/7—‘ﬁ, £, 1
12

20. D. D. Stancu [90] a considerat functionala liniara

b

orl = s, (48)
n care funcfia (x) este mdrginitd, nedescrescitoare si cu o infinitate de
puncte -dfv crestere IIJe intervalul (a, 5) — finit sau infinit — si pentru
Care exista momentele C, = U[x"],n =0,1,2, ..., int ii a
m sensul lui Stieltjes. o R e
Ul = g R

i (1=9lfl + R, (51)

" ri_l ; 5 au,_‘l

Pl = 3> Y 4iif(x) + 5 $B.w(ay)

i=1 =0 v=1 u=0

nodurile a,, a,, ..., a, indeplinind conditia ca o(x) = 1 (x —a) =0
v=1 ¥

pe intervalul (a, b).

&
(o]
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Se determini nodurile x;, x,, ..., %, multiple de ordinele 7, #,, ... 7,
astfel ca formula de cvadraturd (49) sia aibd gradul de exactitate maxim

N = n; 4+ n, +m — 1 unde

By =¥+ P+ ...+ Fp Mg= 03+ G+ ...+ &
Ecuatiile care determind pe ¥, %,, ..., X, sint
Ulwix] =0 (=100 ey —11,

unde
x) = I (x —xy)"
i=1
S-a ariitat ci sistemul de ecuatii (51) are totdeauna cel putin o solutie

reald o %, %o o oes X
Pentru s = 0, se obfine formula de cvadraturd de tip Gauss genera-

lizatd a lui T. Popoviciu [68].

Penti 5= 0, # = o = ., =1, =7, unde 7 este un numar Ampar,
se obtine formula de cvadraturd generalizatd a lui P. Turan [97].

Pentru s =0, =7, = ... =#, = 1, se obtine formula clasici de
tip Gauss.

21.D. D. Stancu [91] a dat formule pentru calculul coefi-
cientilor formulei de cvadraturd

b [ |

fmax = 5 8 Ao s + R, (52

i=1
a

pe care le-a extins si la formule de cubaturd care folosesc retele drept-
unghiulare de noduri, servindu-se de anumite funcfii auxiliare.

D. D. Stancu [95] a ficut si un studiu unitar al formulelor
de cvadraturd de tip Gauss si de asemenea a ardtat [92] cum se pot calcula
coeficientii unei formule de cvadraturd de tip Gauss-Christoffel, utilizind

functii auxiliare.

§ 3. Integrarea numerici a ecuatiilor diferentiale ordinare

22. Si considerim ecuatia diferentiald
y' = (%) (1)

variabilele x si y tind reale. Presupunem ca funcfia f(x, y) se dezvoltd
in serie intreagi dupd puterile lui x — %, y — ¥, absolut convergenta
cind [¥ — % | < 7, |¥ — %|< R. In acest caz, ecuajia diferentiald (1)
are o integrald urici, ce satisface la condifia 4(%,) = ¥,, carese dezvolta
in serie intreagi dupd puterile lui x — x, absolut convergentd cind

[ = x| <1y <7
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Scriind x in loc de #, si y in loc de y,, diferenta y(x + h) — y(x), unde
[h| < 7y, se dezvolti dupi puterile lui };

¥ I r i'g I
Y +h) —y(x) =Sy + () + ... (2)
Runge [75] a aritat ¢a dacd se calculeazi
my, = hf(x,y),
Wy, — /.'f(,r -+ rii, 4 4 Lﬁ),

2 2
my = hf(x + h, v +m),
my = hf(x + h, v + my), (3)

atunci functia de 4

]f(k) _ oyt dm, - my
6

il

dezvoltatd in serie dupd puterile lui /4, are primii trei termeni identici cu
primil trei termeni din dezvoltarea (2).
Kutta [54] a aritat ci dacd se calculeazi

m = hf(x,y),
m =z + 5.9 +3]

Ny = hf((;\f -+ i: =t 1;3),

-

ny = hf(x +h, v+ ny), (4)

atunci functia de
K(h) — ”Li'“e_ﬂ'z“j %4 ¢
(h) - . (4%

dezvoltata in serie dupd puterile lui %, are primii patru termeni identici
cu primil patru termeni din dezvoltarea (2).

D. V. Tonescu [26] a dat o generalizare a proprietitilor puse
in evidentd de Runge si Kutta, indicind un procedeu regulat pentru con-
struirea unei funcfii K(h) analoagi cu functiile date de formulele (39, 49,
care, dezvoltatd dupd puterile lui %, si aibd primii $ termeni, unde P este
un numdr natural dat, identici cu primii p termeni ai dezvoltirii (2).

Procedeul lui D. V. Tonescu este urmitorul:

Se considerd mnodurile x - Ak, unde ¢ =1,2, ..., »n si o formula
de cvadratura .

x+h

{ olo)ds = 3 dia(x + ) + Rig], (5)
=1

&

2

(7]
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avind gradul de exactitate m =n — 1,
Daca printr-un mijloc oarecare s-au putut calcula diferentele

Ki(h) = y(x + ah) —y(%)

cu ajutorul functiei f(v, y), astfel ca dezvoltind pe K (h) dupd puterile
lui A4 si avem

Al L T Ag ™ 3
Ki(h) = ‘i','z.’!’ Jr(};—:)_"r‘ T Lm%) = (6)
atunci functia de %
Ky = Y A flx +n by + b (B), (1)
i=1

dezvoltata in serie dupid puterile lui A, are primii m + 1 termeni identici
cu primii m + 1 termeni ai dezvoltarii (2).

D. V. Tonescu [30] a extins procedeul sau la sisteme de ecuatii
diferenfiale si la ecuatii diferentiale de ordin superior.

O. Arama [1] a dat o delimitare a restului in formula de integrare
numericd de tip Runge-Kutta, stabiliti de D. V. Ionescu.

Notind cu K, (k) functia de aproximatie de ordinul m a integralei,
se da urmitoarea delimitare :

[ K il =5B) —oife - ) A [y N o LN, g4 L o, S L=t T ()

unde
L]
. | a@t .
Ny = sup |2 /1%, y(%)]],
(D) |dx®
af(x, ~
L = sup f(%.9) 9)
Dy 12y
D fiind un anumit domeniu care se precizeazd, iar wg, o, ..., ¢, ; coefi-

cien{i numerici, care de asemenea se precizeaza.

Metoda precedenti de delimitare a restului a fost extinsa de
O. Aramié sila ecuafii diferentiale de ordin superior.

23. Se stie ¢ L. Bieberbach [2], [3] a dat o delimitare a
restului in formulele lui Runge-Kutta si a aritat cd restul este de ordinul
lui AS5.

E. Schechter [77], [78], [79] a aritat cd pentru a calcula apro-
ximativ integrala unei ecuatii diferentiale ¥’ = f(x, y) cu conditia y(x,) = v,,
pe # noduri ale unui interval, se aplicd succesiv formulele lni Runge-Kutta
si atunci se pune problema unei noi delimitiri i a unui studiu al acumua-
larii erorilor la aplicarea succesivd a formulelor de integrare. Cercetirile
lui E. Schechter s-au indreptat in aceastd directie.
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24. A. Cotiu [13] in problema integririi numerice a ecuafiei
diferentiale y* = f(x,y), cu conditia y(x,) = Y9, @ dat urméitoarele procedee
de integrare numerica :

.:‘)i-l-l =5 _v;- —‘_ %‘[f(i‘,‘, j’i) “L 4f(3\5, + %l _'\.J)- + ;i _f(:‘ft'- :\r")] +

+ fx + b,y + R, uxﬂj))" (10)

HRS ; [f(.r,-, Y+ 3f[”" i %»;\"a +%_/'{.\'.:, _w)) 4

2h

T8 (54 0y + 2 Al 9) + oy + byt (s w)| ay

si, evaluind erorile, a dedus cd procedeul dat de formulele (11) este pre-
ferabil celui dat de formulele (10).

In aceeasi problemd, A. Cotiu [14] a dat delimitiri pentru erorile
care se fac in procedeele de tip Runge—Kutta, de ordinul al treilea si al
patrulea, aplicind metoda lui I,. Bieberbach, insi cu delimitiri mai pre-
cise pentru functia f(x, y) si derivatele ei parfiale ; de asemenea, urmind
metoda lui L. Bieberbach, a ariitat [15] ci eroarea in procedeul lui Nystrém
de ordinul al cincilea de exactitate este de ordinul lui /°,

A Cotfiu i F. Cotiu [17], urmind metoda lui L. Bieberbach
au ardtat cd eroarea in procedeul de ordinul al cincilea de exactitate a
lui Kutta, este de ordinul lui 75, '

25. E. Fehlberg [18] a dat o transformare care permite obtine-
rea unor procedee de ordinul al saselea de exactitate pe trei noduri, pentru
ecuatia diferenfiald y' = f(x,y) cu condifia y(x,) = ¥,.

A. Cotiu [16] a dat doud extinderi ale transformirii lui E. Fehlberg,
stabilind procedee de ordinul sapte de exactitate pe doud sau pe trei no-
duri si procedee de ordinul opt de exactitate, pe trei nmoduri.

26. Se stie cit de mult este aplicatid formula de integrare numerica
a ecuafiilor diferentiale a lui Adams. D. V. Ionescu a ficut cercetiri in
legidturd cu aceastd formuld, obtinind formule generalizate de tip Adams
$i studiind restul lor,

D. V. Ionescu [38] a procedat in modul urmitor :

Se considerd ecuafia diferentiali

Y = f(= y) (12)

si fie y(x) integrala ei care satisface la condifia inifiald y(x,) = y,. Presu-
punem cd sint indeplinite conditiile pe care trebuie si le satisfaci functia
f(%,y), intr-un dreptunghiu D, astfel ca integrala ecuatiei diferentiale
(12), care verificd conditia initiald y(x,) = v,, s existe si sa fie unicd pe
intervalul [x,, x, + a].
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i a ile %, astfel ca

in intervalul (%, %, + @), luim nodurile Xy, %y, ooy ¥y
Tl xI.,l o lf)resuupLuletn ca integrala y‘(x)_este cunoscutd pe acs.s‘fe
noduri. Problema integrdrii numerice a ecuafier Ad@ferm_tmle (12) constd l'wz
a da formula practicd de caleul a integmte:r. y(%) intr-un punct din mterv_a:;
(%0, %o + al, cu ajutorul valorilor lui y(%) pe ffodumle LTI PR N
a studia restul formulei de integrare numericd. 05 e

Daci functia f(, ¥) are derivate partiale 1n_r:etport cu x §iy pmai la
ordinul #, continue in domeniul D, atunci, aplicind formula lui Taylor,
vom avea

|

X Ky (x — %)* -
98 = o] +E—T0llm) + eyl g

o 0 ” - ( == S)" n 5
+ L= i)+ { E—ry i s)ds. (13)

.I“

Problema integririi numerice a ecuatiei diferentiale (1(12)" asa cum a
fost pusd mai sus, se reduce prin ferr}lula (13) 1a p1lob1e?na_. t:in[}ratry nun;;_:t;
rice a unei functii i se formuleazi in moc'iul urmétor : ﬁmt‘ atd fmwlgst
f(x), continud in intervalul [%,, %, + a] $ C’&; dla,rw.siteg t(:zou z}z;g:;i ;ﬁ ;;;ac.
interval de toate ordinele care vori mtervfm in ca c:.:no, sd s e:i; / o il
tice pentru caleulul devivatelor j'(x), 1"'(x), .-, f'.(xg pe ?;o 'zf x(,:e - fi A
torul valoriloy lui f(x) pe nodurile x,, %;, ..., ¥, $1 sa S¢ caicureze

; ware numericd. A ; .
mme;).di/'.dggjgst:u a studiat formule de derivare numerica ce prov‘linldm
diferenfe divizate ale funcfiei f(x) pe nodurile %ﬁi‘ll 2 x“l,e 132 f‘émﬂ’
fiind multiplu, reprezentate prin integrale definite, adica formu

,I'n

[R5, i s ity Koo ooy o0y o s el SfD},(x) futex)dx, (14)
e e

prid g

demonstrind ci functia ® (x) este pozitivd pe intervalul (x,, X,) sl ci

.I’”

iy I 2 (15)
S op(X)dx = s
e ]l ) :
in f ) s ~duce 0 (: jutorul lui f'(xy), 7''(%)..-
Din formula (14) se poate deduce /) (x,)cu ajutor o ,
con (%) sioa lui f(w), AE), -, F(%)- Raeind p=1,2, ..., 7

i i i tn)( x, ajutoral lui f(x,), f(x,),...

§ duc derivatele f'(x,), /"' (%), ..., [™ (%) cu ajutoru (1),
e def(x ). Resturile -a{ceustor formule sint combma‘;;)n 1(1¢1)nareI (:51 coef)1c1e;11’§1
constanti ii ai doilea ai lot (1A} A (pr= 2, & . ). e
tanti de membrii ai doilea ai for11}u}e ; - ™
E{;Effeiliéntul formulelor obtinute este cd in membrul al doilea figureaza

1 integralei f+d (x), f"*+2 (x), ... J ‘ 7

e ]??311111&1111 a se gevita Zlceasta D. V. Tonescu, a generalizat formuleie‘d;a
derivare numerici ale lui A. A. Markov (55] pentru care a pus restul sub

forma de integrala definita.
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Formula de derivare numerica obfinutd este
1Py _

s

= (%o, -H1s -~ iy f(E) ] — PR S Sy Kol [Xgs Hys » o s Xpaegs J(2) ]

|
A=A o — i O el )] (16)

.l'"

= (—])"+'°+1!J,;,_¢,+1(J7] = e vy K — 'Vn) S ‘-J)p (7‘;)_/'(11-[-1}('1.)“;_1,’
.i'u
unde s-a notat in general

waly — %, ..., % — &) = “22 : (Foy—Xp) (% — %) + . (Fp — g ==0. (17}
R

S-a demonstrat ci funcfia $p(#) din formula (16) este pozitiva 51 ca

n

§ vamdr — e (18)

0

Formulele (14) si (16) au fost aplicate la integrarea numerica a ecuati-
ilor diferenfiale. Ne marginim si aritim rezultatele care rezultd din apli-
carea formulei (16).

Daci in formula lui Taylor (13) se inlocuiesc derivatele Y Zo)s (%),

s oo ¥M(%)  cu  ajutorul formulelor de derivare numerica, se obfine
formula de interpolare a lui Lagrange
Y(x) = L%, %, ..., 25 9(x)] + R(x), (19)

unde restul ei este dat de formula

R(9) = — { ®(a.9) yosn(s)ds + { (iﬁg_'v"”“‘(s)ds, (20)

simburele W(x, s) fiind dat de formula
1},’(_‘.\:, SHE Uy ‘.bn(-“')("t = -"'n)” — Ha ‘Pn-q (3)(-’7‘7 = ‘Vn)"’i'] T e

+ (—1) "+, da(s)(x — x,). (21)

Formula (20) permite si se evalueze restul R(x) si din formula gisiti
se demonstreazi ci dacd nodurile Yo» X1, .., X, sint in progresie aritmeticd
cu raia h, atunci |R(z, + M) este de ordinul lui pr+1,

Sd considerim acum ecuafia diferenfiali (12) si si presupunen:
funcfia f(x, y) este continui impreuni cu derivatele ei partiale in raport

cu x ¢i ¥ pind la ordinul # in dreptunghiul D. In acest caz, derivind suc-
ceslv pe y'(x), vom obtine
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i ii e ) Xy fiind continue in dreptunghiul D.
junc%‘;lee f(lé)x,ii;l’eézr(:l'ayza,cuati’efiﬂ(difgr)enj:iale (12) care satisface la conditia
initiald 321) = 9, $i pe care o presupunem cunoscutd pe nodurile %, .5\;3,
- 5 yAt(t)mci aﬁlic?nd formula de interpolare a lui Lagrange (19) la
.a;'é‘:-lst%t' integraié, obtinem formula de integrare numericd

) = L®y, %y o0 -5 % W& 1 Bilh (23)
unde restul R,(x) este dat de formula
Yz ‘ v (,1,1 1 s)“. I . .
() — 75\11'(,1‘, S)f [8, v(s)Ids —!—S = - ful5,9(s) ] ds. (24)
1 ‘l'n

0
. : v sind ogreste  ariimieticd
Se aratd cd dacd modurile x,, xy, ..., %, sint in progresie arviltmetice

ila : #n--1
cu rajia h, atunci |Ry(x -+ Wh)| este de ordinul lui iz;ﬂ ; 7 ol e
Ca aplicatie a formulei de Integrare numerica (£3), D, V.. 7(;111-'19
studiat formule de integrare numericd de tip Adams, in care noduri

toy Xq, « .., %, sint oricum. o .
g xi\,Totin(]A’polinomul de interpolare al lui Lagrange dinformula (23)cu

L,(x) si considerind funcfia g(x) = f[«,L,(¥)] pe noduri, formula genera-
lizata de integrare numericd a lui Adams este

.’\'(xn%*l) = y(x'ﬂi) + B() [xlr ’ g(%)] + Bl[:“‘n—b Yy s g(:’()] + s
4 B, [%g, %) - % g(0)] + R (25)

unde
B, = S dx, B,—= S("“ — %) o (X — Xwp)dX,

(B=1,2, ... =1

in particular, cind nodurile sint in progresie aritmetica cu ratfia 7,
formula generalizatd de integrare numericd este

y(x,,+1) i y(:"'n) +h [g(:\f,,) e flAg(x”*l) T At ]"A"g(ﬂ'g)] 13 RH] (26)

unde
i v
]k = i 1{,(74, - ]) il (’i’# o= 1)d”'

k!
0
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D. V. Tonescu a dat expresia resturilor R, si R si le-a evaluat. A de-
monstrat c& vestul R, este de ordinul lui he+2.

In cazul n =5, care corespunde formulei de integrare numerici
propriu-zisd a lui Adams, restul in nodul x, este de ordinul lui #° in for-
mula de integrare numericd (19) si este de ordinul lui 47 in formula lui
Adams.

Amintim ca W. Tollmien [96] a stabilit ci restul in formula de
integrare numerici a lui Adams este de ordinul lui A47.

D. V. Tonescu [43] a extins generalizarea de mai sus a formulei
lui Adams la sisteme de ecuatii diferentiale si la ecuatii diferentiale de ordin
superior.

In [44] aritat ci daci functia f(x,y) din ecuatia diferentiald (42)
are derivate parfiale in raportcu x si cu y pini la ordinul #--%, continue
in dreptunghiul D, atunci in formulele (22) se poate inlocui # cu # 4 & — 1
gi pornind de la ecuatia y®(x) = f,_,(x, y), se pot deduce formule de
integrare numericd de tip Adams, impreund cu restul lor, procedind ca
in lucrarea [38].

In particular, cind nodurile sint in progresie aritmetici cu ratia #,
restul este de ordinul lui A"+#+1, de unde rezulti superioritatea acestor
formule faid de formulele lui Adams.

27. Sa considerim ecuafia diferentiala

v ==, ), (27)

unde funcfia f(x, y) este definitd i are derivate parfiale de primul si al
doilea nrdin in raport cu ¥ i y continue in dreptunghiul D definit de ine-
galititile,

Y < XL %+ a, | < b.
Fie y(x) integrala acestei ecuafii diferenfiale care verifica conditia
V(%) =0 si ¢ un numir pozitiv dat.
D. V. Tonescu [37] a aritat ca, aplicind wmetoda aproximatiilor
succesive, se poate delermina pe intervalul (xy, %, + a] o rvetea I' de noduri

Xg, Xy, « ., X, in progresie arvitmeticd si un algovitm pentru caleulul numere-
lor v, unde s = 0,1, ..., v, astfel ca sid avem
[¥(%:) — 9,9 < 2e (28)

pe toate nodurile refelei T

Pentru a fixa numirul v, s-a finut seami de metoda aproximatiilor
succesive, iar pentru alegerea numirului » de noduri si a algoritmului de
calcul pentru numerele y,6), s =0, 1, ..., v, s-a tinut seama de formula
de cvadraturd a trapezului.

D. V. ITonescu [41] a ardtat ca dacd functia f(x, y) are derivate
partiale in raport cu x si y pind la ordinul al patrulea continue in drept-
unghiul D, atunci se poate folosi, in stabilirea algoritmului pentru obti-
nerea inegalitatilor (28), formula de cvadraturi a lui K. Petr [61].

D. V. Tonescu [42] a aplicat aceeasi metoda la integrarea nu-
mericd a ecualiei integrale a lui Volterra.
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4. Formule de cubatura

28. S4 notdm cu T un triunghi oarecare din planul xoy, ale cdrui
virfuri 4, B, C au coordonatele (A, 1), (A, o), (Ag, ug). Se noteazd cu
L, M, N baricentrele maselor (e, 1,1), (1, «, 1), (1,1, «) plasate in v1rfu1:11e
A, B, C ale triunghiului. Dind lui « valorile «y, @, ..., &, vom obtine
nodurile Ly, Ly, ..., L,; My, M,, ..., M,; Ny, N vt s ’

D. V. Tonescu a studiat [25], [27] formule de cubaturd pentru
polinoame oarecare o(x,y) cu nodurile fixe L; M; N;, unde 7= 1 2
..., n, de forma

§§ o(r Maxdy = 3 Pile(Ly + (M) + (N, (1
=i
514
unde o(L;), o(M;), o(N;) sint valorile polinomului ¢(x,y) pe nodurile
o Pcﬁ(()ble)ma consti in a determina coustantele P;, P,, ..., P,

astfel ca formula si fie verificatd de un polinom oarecare, ¢(x, ), de gra-
dul n. . T

S-a demonstrat cd problema astfel pusid este imposibild pentru » > 5,
insd pentru # < 5 ea este in general posibila, Uy, Oy esy O fiind numere
diferite intre ele. Problema este cu siguranfi posibila cind # < 5 si unul

din numerele o, o, ..., o, este 1. Se dau si formule particulare intere-
sante.
1° Pentru #n = 2, se dau formulele
S -
(§ oalx Mandy = Sloa(4) + aalB) + #a(C) +99:(0)] (@)
»
(§ o p)dady = Slen(4) +@alB) +0(C)] @)
J R
(§ el dndy = Ztou(L) + aa(M) +@al2)], )
41

in care G este centrul de greutate al triungh_i].llui ABC,_ A’, B', C' mij-

loacele laturilor triunghinlui, iar L, M, N mijloacele lui GA, GB, GC.

2° Pentru # = 8, se dau formulele
SS Py, y)dxdy = % (8[es(d) + 93 (B) + @(C)] +
(5)
+8[g3(4") + @a(B’) + 05(C)] + 2794(G) ]}
§§ @slw. y)dady = L (23 [au(L) + (M) + %] —270:G))  (©)
i

unde L, M, N, sint noduri care corespund la « = 3.

18 — Studii si cercetiri de matematicd (Cluj), anex&/1961—1962
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3° Pentru n = 4, se dau formulele

0§ @ulw y)andy = =2 (243 0u(La) + (M) + @] +
g (
+128[0u(4") +@u(B) + 9(C)] + 3670,(G)}

Nodurile L;, M;, N; corespund la o, = 7.

-1
o

SS @a(x, y)dxdy = f {( 1 — \/%‘YE ] [pa(Ly) ~+ @a(M;) + @s(N1) ]+
il (8)

2480

== (1 e \/w) [pa(Ls) + 4(My) ‘f*‘P.&(N-z)]}

Nodurile L, M,, N; si L,, M,, N, corespund la

L, _ 6+ Vi0+ V501 8Vio
.] Py o ==

6 + V10 — V50 + 8 Vio
) ,

Al =

§§ouyyaxay g{( L o+ \/ 1784 SUVIO ) o (Li) + ou(M) + 9u(M9)] +
(9)

2 ( fios \/ M) [oa(L2) + @u(M2) + @4(N;)]}.

2480

Nodurile L;, M;, N, si Ly, M,, N, corespund la
i G—VE+\/50--SVE
2

xy =

6 — V10 — V50 — 8Y10
2

[
4° Pentru # = 5 se dau formulele

S . |
oo {2401 [o5(L) + o(M) + ¢5(N)] +

SS os(%,y) dxdy =
4

+ 1024 [g5(4") + ¢5(B") + 95(C')] + (10)
160 [5(A) + o5(B) + 95(C)] + 364595(G)},
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unde nodurile L, M, N corespund la o =5 si

§§ oule, Maxdy = (155 —VI5)[o(Ly) +@a(M3) + o)

T
+ (155 +V15) [g5(La) + ¢5(My) + ps(Ne)] + 2709(G)}, (1)
unde nodurile L;, M;, N, si L,, M,, N, corespund la
o =4 +VI5 i =4 —VI5.

D. V. Ionescu a determinat formulele de cubaturi cu un numéir mi-
nim de noduri. Acestea sint formulele (3) si (4) pentru n = 2, (6) pentru
n =3, (8) si (9) pentru » =4, (11) pentru » = 5.

D. V. Ionescu a dat si evaluiri pentru restul formulelor de cubaturi
de forma

SS f(x, y)dxdy — 5:‘ Pi[f(L) + /(M) +f(N)] + R, (12)

T

presupunind cid funcfia f(x, y) este continui in triunghiul 7, impreuni
cu derivatele ei succesive in raport cu x si cu y pini la ordinul 6.

Formula (11) a fost dati in cazul particular al triunghiului drept-
unghi isoscel de J. Radon [72] in anul 1948 si a fost apoi reprodusi de
T. Albrecht si L. Collatz [8] in anul 1958.

Formulele (2), (6) au fost date i de Hammer P. C., Marlove O. J.,
Stroud A. N. [21] in 1956 si reproduse de T. Albrecht si I,. Collatz 8]
in 1958.

Formula (5) a fost dati de T. Albrecht si I,. Collatz [8] in 1958.

Lucrarile lui D. V. Tonescu au fost publicate in 1958 si 1955 si trateazi
despre formule de cubaturi de forma (1) in general,

H. Rosciu [74] a extins formulele de cubaturi de forma (1) la
functii de mai multe variabile, pentru » = 2, ficind comuniciri despre
aceasta incd in 1955. '

29. D. D. Stancu a construit formule de cubaturd pornind de la formule
de interpolare, asa cum a procedat si la obtinerea formulelor de cvadra-
turd (v. punctul 16).

D. D. Stancu [81] a stabilit formule de interpolare pentru retele de
noduri de tip Marchaud formate din nodurile M; de coordonate (x;, Vi)
unde 1 =1,2,...,n+1; 2=1,2, ...,m + 1. El a aritat ci polino-
mul de interpolare de gradul (n, m), corespunzitor unei functii f(x, y), este

L SN wwm wp) . :
Lam(®y: f) = ; ,; (r— M) (o — g, ol o Yiah (18)
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unde
-1 -1
wx) = II (¥ —=), w(y) = I (v —yin). (137)

i=1 k=1

S-a extins cu aceastd ocazie nofiunea de diferenti divizati pentru
refele de tip Marchaud si s-au dat teoreme de medie, care extind la doui
sau mai multe variabile citeva formule de medie binecunoscute in cazul
funcfiilor de o variabili ale lui T. Popoviciu [64].

In cazul unei refele dreptunghiulare, avem formula de interpolare
a lui T,agrange

f(%, v) — L( T N L j'i & ] + Rumlf], (14)
Yo Vo oo Vg [y )
in care restul se poate pune sub forma
Romlf] = 200 2"y | v} o™ ftew)
' (m 4 1)! EPaa (m+ 1) ! aym-H
(15)
. w®e)  a"TMYRAE )
(A1) m 1)1 gynttg mt
unde
n+1 m--1
’M(X} = ]] (,\J — X)), ’u(y) == (:)J —:}lk).
i=1 k=1

D. D. Stancu [86] a generalizat formula de interpolare (13) prin
formula
f(,\: - f) ii i  ufr) L f('\a i ]1) (16)
R I.-} -':.-)1,.&":

G ot
=oksl =) u(xy) (v — i)t s

unde

w(®) = IL (¥ — %),  w(y) = IL(Y — s
i=1 p=t
si, cu titlul de exemplu, a construit formule de interpolare corespunzind
unei retele hexagonale.
D. D. Stancu [87] a studiat §i formule de interpolare de forma

Hx, ) =
nt1 Wit ’ A X
= E 2(,1:—2,1) o (F 2 ) (y—eq) . - (¥—¥4,7-1) [ R T ,f] =
i=1 §=1 Vi, Via, » Yig

+ R[]
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pe care a gasit-o utild in aplicafii, aldturi de formulele de interpolare
pentru functiile de doud variabile ale lui Newton, Biermann si Steffensen.
Restul in formula (17) are expresia

R[fl=(%—%). . . (¥—%u_q) [% %y, . - -, ¥nsa; 1+ (18)

P3G (i) e v [ % ]
; 1 i—1 b} i1 i -+1 y, 3’-‘.1: " 'in',m,‘+1 5 f

In [98] el a extins formula sa pentru polinomul de interpolare allui
Hermite din lucrarea [€3], la polinoame de interpolare de doud variabile.

30. D. D. Stancu [85] a stabilit formule de cubaturi pornind
de la formulele de interpolare studiate in lucrarea [81]. Ca aplicafie, a
dat restul formulei lui Cavalieri-Simpson ¢i a dat de asemenea formula
lui Cavalieri—Simpson pentru functiile de s variabile.

In [86] a studiat formule de cubaturi de tip Gauss de gradele de
exactitate (Zn — 1, 2m — 1) si restul lor.

De exemplu, pentru patratul D, definit de
_I""-‘-.{'\"'gl: "lijr'-{l»

a dat formula
1

e~ (s =g Ao ) )

D
1 1 .
— = R 19
+/ {5 75) + R (19)
unde restul are expresia
RU] _ 1‘;% adféE’,_iTh) fg alf(ili ) - 1_ , aﬁf‘{i, l (20)
% 135 @y 18225 dxt ayt

D. D. Stancu [93] a extins formulele sale de cvadratura din
lucrarea [89] la formule de cubaturd in care domeniul de integrare este
un dreptunghi, construind formule de cubaturd de tip Gauss-Christoffel.

Un exemplu este formula urmitoare :

+1 +1 : :
S T - e

( g fi,y) dady = —— {201330 £(0,0) + 67032 [f(O, \/_) it

7
=1 =1

Al Ao AVE oV V)
AVEVE oV VIV VE
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5

9120 1730,0) + 770007 +2940{75 (0, — V/3) 1 £2(0.1/5)
7 (V2 0) 1V o]+ soor, 0o+ RI, e

1 [éaf(é. 7') +5“f(5’- n) 1 B(E y) (22)
1111320 348 av® 4445280 8 88y°

unde

R(f] =

Formula (21) are gradele de exactitate (7,7) si un numir minim de
termeni egal cu 16; ea reprezinti extinderea, la formule de cubaturi, a
unei formule de cvadraturi dati de T. Popoviciu [68].

D. D. Stancu [94] a studiat formule de cubaturi de forma

o [_#"““f(% T)] 1+ R[f], (23)
LRTRY axvayt =z

sy,

§ {0 ndnay =

Y=
in care domeniul D este un dreptunghi definit de
aLx<bh cLyLd

Restul acestei formule poate fi pus sub forma

R = \ow 00 v s

M G-rN

MA-N
1 ) el B S (24)

atMa'rN

unde U(t) si V(x) sint anumite functii ce au fost precizate.

In aceeasi lucrare, s-a extins, la formulele de cubaturd, formulele
de cvadraturi ale lui P. Turan [19]si T. Popoviciu [68].

31. D. V. Tonescu [39] a extins la formule de cubaturi metoda
pe care a folosit-o pentru obtinerea formulelor de cvadraturi [33]. Dupi
cum la o integrald definiti se atageazi un sistem de ecuafii diferentiale
i condifii la limitd care conduc la o formuld de cvadraturi cu restul ei,
tot agsa D. V. Tonescu a ardtat ci la o integraldi dubli, cu domeniul de
integrare dreptunghi, se poate atasa un sistem de ecuafii cu derivate par-
tiale si condifii la limitd, care si conduci la o formuli de cubaturd cu
restul ei.

Ca exemple, el a obfinut urmitoarele formule de cubaturi cu restul
lor pus sub forma de integrald dubli.
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37 :
1°. D fiind dreptunghiul definit de % < x <y, ¥, Ly < ¥y,
avem
§§7anay = =209 1705, 5) + (3 0] +
) 2
+{§ (3% + b+ eg]dxdy. (25)
D v
unde
9%, 9) =— (x — m)(x — =),
U 9) = ——[(x — x)(y —32) + (r — 1) (¥ — )]
(%, ). = — (v —3)(y —3). (25)
2°, Avem
§§7andy = =200 fla, 90) + Sl 3] +
2 .
+(§ (00 400 + 07 dndy, (26)
D
unde
o(x, v) = %(x — Z)(¥ — 2y),
Yo y) = — =[x — %) (v — 3 (¥ — %) + (¥ — %) (y — ) +
+ (% — %) (¥ — )1
0%, ) = 5 (y — 2y — ) (26)
3°. Avem
(§7dwdy=B=2 =) () + frg) + frya) + fo 901 +
n
(e 022 40 ases @
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unde

38
unde
#(% 3) = (& — m)(x —:
: z (% — %)
O 5} e
W 9) = —5 [ — =)y —d + (5 —m)y —3) +
(7% — m) (v — 24)
& 5 . (27°)
1
O(x, y) = S (v — )y — ).

4°. Fie D dreptunghiul definit de inegalititile

Yo —hLKxH+h  vy—k LYy <y + &

si Dy, Dy, Dy, D, dreptunghiurile definite de inegalititile

(D) H<aL<+h v<y<y + 4

(Dy) %o __"T"" < ¥ L 7, Mo <Y LYy + &

(Da) % —h<L<x <% Yo—k Ly < Yo

(Dy) Yo < ¥ < % + A, Yy =R 2 Y S g
S-a stabilit formula de cubaturi

\§ s, y)amdy = ahbfiny, y) + RI71, (28)
D
restul R[f] este dat de formula
R o - i 8 ) a2
[f] lg[vtha>5; + ) 52 40 (5 ) L dady,  (29)

3.%53! . 6_1’

functiile ¢(x, ¥), ¢(x, ¥), 0(x, ¥) coincizind in dreptunghiurile D, cu func-

tiile

Pi(x,9), bi(x, ), 0:(x, %), 1 =1,2,3,4, date de formulele

’91(3’- Y= L (’L — % ﬁh)zj

4

6](;17, ‘\j) = %

b4

(y —vg — k)2,

% 1
Pl 9) = 2 (¥ — % +h)%, Oy(x, y) = - (y —yo —k)®

(]

. 1
os(% 9) = (v — %+ 0% y) = — (y —, +F&)?

B = pa |

(% — x5 —R)% by(%, 9) = = (v —v, + £)%

%
2

\04(2,‘, y) =

(29')
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bl y) = — (¥ — % — M —20 — k),
dol, 3) = — (8 — % + W)@ —30 — K,
Pa(, y) = — (¥ — %o T B)(y — o + k),
(

(
a2, y) = — (¥ — % — W) (¥ — Yo + F).

D. V. Tonescu [36] a facut aplicatii geometrice ale formulelor
de cubaturd (25), (26), (27), generalizind formula lui Archimede [£9] in
spatiu ¢i ardtind ca formula (27) constituie o generalizare a teoremei lui
Steiner relativa la momentul de inertie al unui dreptunghiu in raport cu
o dreapti care nu trece prin centrul dreptunghiului.

§ 5. Eeuatii cu derivate partiale si integrarea lor numericai

32 D. V. Tonescu [39] a aplicat formula de cubaturda (26)
din § 4 la integrarea numericd a ecuatiei cu derivate partiale

3%z L

- = flx, 9 20, 4) 1

rpradat Lt > A ) (1)
a dz 2 5 = .y &

unde p = AL _ % care admite o integrald unica z(x, y) in drept-

dx ay
unghiul format de dreptele x =0, x = % 4 =0, y=yp si care este nuld
pe laturile acestui dreptunghiu.

S.q determinat o vetea de moduri I dreptunghiulard, nodurile avind
coordonatele (x;, Vi), unde punctele %; $t Ve impart intervalele (0, X) si (0, p)
tn om st om pdri egale, st s-a gdsit um algoritm pentrit caloulul numerelor
A0 68 g, unde s=0,1,..., v, astfel ca = fiind wn numar pozitiv
dat, valorile absolute ale diferentelor

o y) — . Plro i) — B 9l 0) — 4 2)
¢ noduvile vefelei T, sd fie mai mici ca 2e.

3 . Schechter [80] a studiat problema lui Cauchy pentru
ecuatia cu derivate partiale (1) cu datele pe o porfiune AB din a doua
bisectoare a unghiului format de caracteristicile Ox si Oy.

Qe calculeazd valorile aproximative pe 0 retea patratica pe triunghiul
dreptunghi avind ipotenuza AB. Metoda dati nu necesitd decit datele
inifiale pe 4B, iar valorile aproximative se calculeazi pas cu pas pe in-
treaga tefea. S-a dat o evaluare recurentd a erorilor comise si s-a ardtat
ci ordinul metodei este O(h%).

T. Schechter a dat si o generalizare a acestei metode la sisteme de
ecualii cu derivate parfiale de forma (1).

34 C. Kalik [46] a demonstrat cd metoda alternati a lui H. A.
Schwartz pentru rezolvarea problemei lui Dirichlet se poate aplica la
problema lui Neumann si la probleme mixte, iar ecuatia datd poate sd
fie chiar inlocuiti cu un sistem tare eliptic.
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C. Kalik [486], [49] a rezolvat problema lui Neumann in cazul
domeniului multiplu conex de un numir finit de sfere, cu ajutorul metodei
generalizate a lui A, H. Schwartz, cu conditia ca sferele si fie asezate la
distante suficient de mari una de alta.

L. Nemeti [59] s-a ocupat de o problemi care se pune cind
se proiecteazi un cazan tubular cu aburi cg trecere fortati. Aceasti
problemi tehnici conduce la integrarea ecuatiei cu derivate partiale

L@ du 92y
Alw) —=— % cH 2%, .
=l ] o @

cu conditia la limiti

du
a_:*' Y=g, (4)

pe frontiera I' a domeniului plan Q, dat de inegalitatile
W<r<n-+s —L<z<+]L,

unde s este grosimea tubului si L lungimea lui.

In legituri cu aceasts problema, au ficut mai multe lucriri (5. Calu-
gareann [5], D. V. Tonescn si I, Németi [45], C.Cdlu-
gdreanu si F. Rad [6]. In aceste lucriri s-a ciutat solutia proble-
mei fie aplicind metoda lui Fourier, fie aplicind teoria functiilor de varia-
bild complexid. Rezultatele obfinute n-au satisficut fnsi exigentele tehnicii.
Prima metodd duce la un -sistem infinit de ecuatii liniare, care trebuje
incd studiat, iar a doua metods nu dd solutia problemei decit in cazul
cind grosimea tubului este micd, ceea ce nu corespunde conditiilor tehnice,

C. Kalik [48] a tratat problema la limitd referitoare la ecuatia
cu derivate pargiale (3) cu condifia la limiti (4), prin metoda variationald.
El a dat si o solutie aproximativi a problemei cu ajutorul metodei lui Ritz.

C. Kalik [47] a mai tratat urmitoarea problemd la limitd : sa
se determine functia u(x, y) in domeniul Q marginit de curba I', astfel

ca in Q si fie satisficuts ecuatia cu derivate partiale
; a4y 3%y u
Ay = — 4.9 % 9 4 (5)
axt ax?ay? - gyt
iar pe frontiera I' si avem
: 1—0¢ 6u v \
= fi(s), —Awu + = e, (6)
Po dy

Se presupune ci curba I’ poate fi Tmparfitd intr-un numir finit de
portiuni, in asa fel ca fiecare portiune si se poati reprezenta in coordonate
locale printr-o ecuafie y = o(x), unde ©(x) este o funcfie continui, iar

derivata ei satisface la o conditie Tipschitz. El urmeazi in rezolvatea
acestei probleme calea dati de G Fichera [19], [20].
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- K c l 1 .k 51 I S z1 1 a g V1 5() au CODSlde{ at ecuatla futh‘l,’.l 5
C a . (0]
nala ( )

i du o (7)
= o ——cos (%, %) —f
il 1',.;:‘1611#6%

11 Iegal]l 1 |eZUIUa|ea II a ecua 1
1a C {5
L “)I)Iel“e] 111 Qe| manmn 1T t“;’a a C t]a C

derivate partiale

S i“-wa. 6, (8)
Z dx; i dxp

ik=1

5 este itiv fini clasa de
S d . este I)OZItl definit pe (6]
a emnnstrat ca operatorul Gg t = ; 2
func F.ll.' bine determinata. S-a Stlld_lat 51 me tOdﬂ.‘ 1111. 2 Ritz lla rezolvarea
e(:ual;iei fll]lCtiOllEl].e (l) si s-au indicat clase de tl,lIlC!)]'l comp ete
5 care ser-

vesc la rezolvarea ecuafiei functionale.
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