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in teoria spatiilor abstracte existda numeroase probleme avind un

aspect geometric — care sint aplicate in practicd — in special in dome-
niul fizicii teoretice, al teoriei atomice 5t nucleare, iar pe de altid parte
probleme — tot in spafiile abstracte — legate de rezolvarea ecuafiilor

functionale i de operatori. Este cunoscut si faptul ci si geometria diferen-
tiald, in diferitele ei trepte de dezvoltare, este aplicatd la constructiile
de masini. In toate aceste aplicatii, un rol important il au cercetérile pri-
vind metodele de calcul cele mai potrivite. In cadrul Tnstitutului de calcul

din Cluj, s-au elaborat o serie de lucriri privind astfel de probleme cu

aspect geometric, rezultatele obtinute prezentind o importan{d atit in

i in aplicatiile practice amintite mai sus.

teorie cit si
a) B. Janko a claborat mai multe categorii de metode generale

pentru rezolvarea umerici a sistemelor de ecuatii liniare finite si infinite,
tratind si condiiile lor de convergentd [4], [8]. Particularizind aceste
metode, regisim metoda cunoscuti a lui Pollaczek-Geiringer si metoda
lui Seidel. Ideia de bazd in construirea acestor metode este de a trans-
forma sistemul liniar dat intr-un sistem neliniar echivalent de forma par-
ticulard si de asa naturd incit si avem indeplinitd urmitoarea conditie :
daci se aplici la acest sistem neliniar metoda lui Newton generalizata
de L. V. Kantorovici, atunci derivata lui Fréchet a operafiei neliniare sa
fie o matrice de formi simpld, de exemplu de forma diagonald, triunghiu-

jard etc.

Conditiile de convergentd
todei lui Seidel menfionate mai sus, au fost stu
sional semiordonat [6 ].

b) in alti ordine de idei privind rezolvarea ecuatiilor operationale
neliniare definite in spatiul lui Banach, s-a elaborat o teorie unitard a
metodelor de iterafie [7]. Astfel s-a construit o formuld generald de iteratie

ale metodei Pollaczek-Geiringer §i ale me-
diate si in spatiul n-dimen-
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%—y = @(x,) in mod convenabil, in asa fel ci, particularizind operatia
neliniard ®(x), s-au dedus pe rind o serie de metode binecunoscute, cum
sint metoda lui Newton-Kantorovici, a lui Cebisev, apoi metodele iper-
bolelor tangente si metoda lui I,, K. Vohandu. Pe lingd cele mentionate,
s-au elaborat noi clase de metode iterative care confin — ca anumite
cazuri particulare — metodele insirate mai fnainte. Aceste metode au
fost clasificate pe baza notiunii ordinului de convergentd. S-au tratat
totodatd conditiile de convergenti comune pentru toate metodele pre-
zentate.

¢) Este cunoscut faptul ci, la metodele de iterafie mentionate mai
sus, se cere calcularea anumitor operatori inversi. Verificarea daci aceste
inverse existd, precum si delimitarea normei lor, reprezintd dificultiti
considerabile. Pe lingd acestea, calcularea efectivi a inverselor — la fie-
care pas de iteratie — reprezinti dificultifi, calcularea unei inverse fiind
echivalentd cu rezolvarea unei ecuatii operafionale liniare. De altfel, de
foarte multe ori aceste inverse nici nu pot fi calculate exact. in acest sens
s-a dat o extindere a metodei iperbolelor tangente pentru rezolvarea ecua-
tiilor funcfionale neliniare [8]. S-au stabilit conditiile pentru existenta
i unicitatea solufiei, precum si condifiile de convergentd, generalizind
astfel teoremele lui M. A. Mertvetova si ale lui V. E. Mirakov. Mentionam
cd rapiditatea convergentei a rimas exact aceeagi ca i in cazul cind existi
inversele respective.

d) In ce priveste metoda lui Cevisev, ea a fost de asemenea extinsi
in sensul de mai sus. Continuind cercetirile referitoare la metodele de
acest gen, B. Janko a elaborat o teorie unitari a acestor metode la
fel ca si in cazul cind inversele menfionate existau (vezi punctul 3). Aici
metodele generalizate in sensul de mai inainte pot fi gemerate dintr-o
metoda de iteratie generald, Pe lingd cele amintite, s-au elaborat noi clase
de metode iterative, care contin si metodele generalizate de mai inainte.
Aceste metode au fost de asemenea clasificate pe baza ordinului de con-
vergenfd. S-au dat totodatd condifii de convergen{d comune pentru aceste
clase de metode [9]. S-a generalizat apoi o teoremd a lui Collatz pentru
cazul cind nu se presupune existenta inverselor [10].

¢e) In legiturd cu rezolvarea ecuafiilor functionale neliniare,
B. Janké a elaborat metode la care derivatele lui Fréchet s-au inlocuit
cu anumite diferente divizate. In acest sens s-au construit analoagele
metodei lui Newton-Kantorovici [11], a lui Cebisev si a metodei iper-
bolelor tangente [12]. Aici derivatele respective s-au inlocuit cu diferenfe
divizate de acelasi ordin, alese in mod convenabil. Astfel s-a construit
o formuld generald de iteratie

x"+1. =5 4’»(271;: :l"u_l, x,lﬁg),

unde aproximafia x,,, nu depinde — ca de obice] in procedeele itera-
tive — numai de aproximatia x,, ci si de aproximatiile precedente #,_,, #,_,.
Extinzind nofiunea ordinului de convergenfd cu ajutorul acestei nofiuni
si prin particularizarea operatiei bu(#, %y, %,_,) s-au obtinut pe rind meto-
dele de mai sus. S-au studiat si conditiile de convergenta in sensul conver-
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ii i ezinta 11~
gentei introduse in spatiile semiordonate. Aceste metode reprezinta ava

i i i umerice. _
taje mai ales in calculele n ' b dyr ,
1 in afari de activitatea de cercetare menfionata mai sus, 1B. J a:l 1111;;_
a scris o monografie [13] care serveste ca mtrodgcere mtfezp Varﬁi oscut;
ii a i nec :
ica i i cu un numir mare de ecuafil $1 necu :
ricd a sistemelor de ecuati . _mare de si ‘ s
probleme prezentind interes atit pentru ingineri sau tehnicieni si exp

mentatori cit si pentru matematicient.

5 2] iat varietdtile n-dimensionale din
E. Gergely [l], [2] a studiat v: t
spatiile s::paragbile ale lui Hilbert. Considerim un element oarecare

il hi i b for a sistem complet
din spatiul separabil hilbertian 76, unde {e;} formeaza un sister I
ortonormat in J, iar

[
E ai < .
=1

Fie mai departe coeficientul a; de forma

ay = (%, Hay - -n Bl (t=1, 2, ..)

- o e : Al
unde f;(xq, %, x,) sint functii reale definite intr-un domeniu D a
" RE i) » 3

-] i
- iz .
iului i i satisficl & i i o pentru orice
spafiului n-dimensional E,, satisficind conditia 2’ i < I
i=1

x €D.
Multimea ¥V, a elementelor de forma

oo
= Zf,’(,ﬂ.’.l, Loy s Xp)ti

i=1

o numim varietate n-dimensionald in spatfiul gﬁ.vPresupuuel?r C.anflil].;ifll‘(lllg
de functii fi(x;, %, 2o g (e :tl, 2. .ic.e:)(;mita un xn)méﬂil) i

ii nu se anuleazd pentru or 1 Xay - Fn .
func%tm(;iiéirém functiile x,-(tl)), i =1,2, .5, ) dehl_nt? pe segmentul
[a, b] care vor fi precizate ulterior. Vom presupune nuinai ca
; (%:00) all); o oor (0] €D

Mulfimea elementelor in 7 de forma

S ), . a@le E=12 .. (©)

o numim ,,curbd in V.
Construim pentru o curba C numerele

=

G = P(P‘ 1 I)a‘):

g e x o
19 — Studii si cercetari de matematica (Cluj), anexd/l951—1962
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unde P; (1 =1, 2, ..., k) reprezintd ,,punctele’’ curbei C, iar P;_ , preceda
P;; notatia p(P, Q) indicd distanfa punctelor Psi Q in spafiul 7, in sensul
normei. Supremul mulfimii de numere o, pentru toate diviziunile posibile
" relative la punctele P i1 vom nota S(C), respectiv S(C; a, b).

Dacd S(C) << o0, atunci curba o numim rectificabili.

Introducem notatia

Jda(®), . x(l) = Fy).

Curba C este rectificabild atunci si numai atunci cind toate functiile
Fy(l), definite pe segmentul [a, b], sint funcfii cu variajie mirginits. In
acest caz existd derivatele F'(t) si S'(f) aproape peste tot in [a, b], apoi
relatia

S3(1) > 3P

i=1

pentru valorile lui # in care existd derivatele. Fgalitatea este atinsi atunci
1 numai atunci cind toate functiile F,(f) sint absolut continue in [a, b].
Aici s-a notat S(#) = S(C; a, 8.

In cele ce urmeazi presupunem ci functiile [i(xy, %, ..., x,) € D
admit derivate continue de ordinul 3. Avind in vedere faptul ci noi
ne folosim de metoda variafionald, mai presupunem ci functiile x,(f),
(¢=1,2,...,n), care determind curbele variafionale, sint de doud ori deri-
vabile. Astfel continuitatea absoluti a funciilor F,(f) va fi asigurati.

Introducind notatia

iF{:? = Dxy(0), .., %), W), . wO)],

determinarea curbei celei mai scurte intre doud puncte P gi ) ale varie-
tagii V, este identici cu rezolvarea problemei variationale

Q
g = S D(x(f), «'(2)) dt.

Pentru a trata ,,problema curbei‘* presupunem ci functiile sint pozitiv-
omogene de gradul intli in raport cu «f.

Fste clar cd pentru n > 2 oarecare, existi astfel de varietati IV, in
care pentru fiecare pereche de puncte din domeniul D — sau pentru fie
care pereche de puncte ale unui subdomeniu — unicitatea solutiei problemei
noastre variafionale este asiguratd. In aceste varietiti, dupi rezultatele
lui A. D. Alexandrov si ale scolii sale, poate fi construiti o geometrie in-
trinsecd care se poate numi ,,geometria de tip A. D. Alexandrov*.

Pentru lungimea de arc a curbelor rectificabile C, in cazul cind func-
tiile f; satisfac condifia lui Lipschitz cu constanta K;, iar mulfimea con-
stantelor K; (1 =1,2, ...) este mirginitd, K; < K', atunci este vala-
bili relafia Sc(a, ) < K - J(t, t,), unde (i, #,) inseamni lungimea de

RAPOARTELE INSTITUTULUlI DE CALCUL 291

arc a multimii de definifie a curbei C in E,, adica J(4, {,) = x; (e,

= = i=1

in care ¢;=(1,0,0, ...,0), ., & = (0;0, .. 071

Daci in problema curbelor celor mai scurte pentru curbele variafio-
nale sint valabile inegalitatile

iy, < Tl 1) < My,
atunci pentru lungimea de curba in V, sint satisficute inegalitatile
K < Spla, b] < M K.

in cazul ¢ind in V, numerele M, au o margine superioard I, pentru oricare
pereche de elemente, atunci lungimea tuturor curbelor celor mai scurte
este mai micd decit MK. e

Fie functiile f;, forme algebrice in raport cu variabilele omogene
, %,). Examindm trei cazuri: a) toate formele f; au acelasi grad

(% %, %
k; b) formele f; sint cel mult de gradul % ¢) gradul formelor f; nu-este
marginit. ‘ Yl )
In cazul a), V, este formata din elementele spafiului 7, avind forma
1 oy & Tn
= E By, a, Xo' K1 - o K2
E R T A :t,,f.-':

unde @, %, ..., %, sint numere intregi nenegative, E, .. w € b,
iar domeniul de definitie al varietdtii este spatiul intreg E,, astfel ca varie-
tatea sa fie mulfimea de clemente ,generate de E,, . .
T . = - - s e
in cazul b) oy + o, + ... + o, < k, adici elementele varietafii V,
sint de forma

-~ oy o n
,\J h 2 1a bmn. u”'l'ﬂ P 7 I P
oo+ oy + oo, =k
In sfirsit, in cazul ¢), o, + o, + ... + @, nu este marginita,
o
oty % T
V= 2 ; Eun. o -‘YOn Kf e Xy

o toy .ty

Domeniul de definitie este aici un ,,domeniu stea,, cu centrul in punc-

tul (1,0,0, ...,0).

Domeniul de valori al varietitilor in #, in cazurile a) si b) sint ,,polie-
dre complete’, definite de multimile de elemente {Eq, 4, .., in sensul
de mai sus. Notind numirul elementelor {E,, o, .., ) cu s, inhcazul cid
s < n, aceste ,,poliedre’* sint acoperite de o infiuit_ate de ori. In cazul
s = n, ele sint acoperite de un numar finit fie ori d:}cé(xo, TR &
parcurge tot spatiul E,. In cazul cd s >, atunci domeniul de valori este
numai o parte a mulfimii de elemente de forma

7\_; - Elll ,7[7 diews; “" Exlsb

unde /; sint numere reale. Situatia este asemandtoare i in cazul ¢).
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Acele cazuri pentru V,, in care functiile /; pot fi dezvoltate in serii
de forme sau sint aproximabile cu functii de acest fel, pot fi tratate in
mod analog. Domeniile lor de definitie sint in general |, domenii stea‘.

Toate acestea se referd la f; care sint date si fixate,

Prin transformiri topologice in E, si cu transformarea corespunzi-
toare a functiilor f;, sintem in stare si transformim acele domenii de stea
marginite, pentru care suprafata de mirginire este omeomorfi cu stupra-
fata sferei n-dimensionale, in sfera unitate a spatiului E, cu centrul in O.
Astfel aceastd sferd unitate poate fi privitd ca un domeniu de definitie
normat pentru varietitile amintite.

Spunem cd varietitile V() si p® (pentru # dat) apartin aceleasi
clase Cy, dacd intre punctele varietatilor ) si V& (P e ViV, Q€ T/',(,g)),
existi o relatie biunivocd, astfel ca pentru punctele corespunzatoare I’
si Q sd corespundad domeniile D(P) si D(Q) omeomorfe din E, (pentru toate
perechile de puncte P si ().

In fiecare V, se poate realiza o geometrie de distanti. Fie elementele
a,b eV,; distanta in V, a elementelor a si b o numim infimul lungimii
de arc al tuturor curbelor rectificabile care unese in V, elementele a, b.
Aceastd definitie este valabild si in acel caz cind nu existi o curbd rectifi-
cabild care realizeazi acest infimum. Definifia aceasta are toate proprie-
tatile cerute pentru nofiunea ,,distanti* din geometria de distanta.

Geometria in V, astfel obfinutd o numim geometria intrinseci genera-
lizatd@. Dacd In V, existd curbele cele mai scurte intre fiecare pereche de
elemente a, b, atunci V, are o geomelrie intyinsecd propriu-zisd si daci
curba aceasta este unici, tot pentru fiecare pereche de elemente, atunci
in varietatea respectivd existi o geometrie de tip A. D. Alexandrov.

In cazul ¢) amintit mai sus, daci seria de forme este uniform conver-
gentd pentru curbele respective, atunci aceste curbe sint rectificabile,

si deci existd curbe care realizeazd infimul amintit. Prin urmare aceste
varietdti V, posedi geometria intrinseci propriu-zisi.

Doud varietdti V, le numim izometrice daci intre elementele sale
existd o relatie biunivocd astfel ca distanfele dintre perechile de elemente
corespunzitoare si fie egale. Daci V,, este izometrici cu o parte a unei
varietdti V,, atunci spunem ci V,, este izometric scufundabili in Vi
Pentru acele V! si V¥ in care componentele ff;” si f‘f’ indeplinesc con-
ditia lui Lipschitz cu constantele lui ILipschitz prah respectiv. K, este
valabild teorema urmitoare :

Varietitile V" si V& sint izometrice dacd

2R =% k™

&

Este evident ci la problema de scufundare a varietatii V,, in V,
(m << m) trebuie si luim constantele K% relativ la domeniile corespunzi-
toare de scufundare.

Fie functiile f; continue in D. Si notim maximul functiei f; in D cu
M;, iar minimul ei-cu m;, apoi acele multimi de puncte (de dimensiuni
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n — 1) in care functiile f; ating valorile M;, respectiv m;, cu DM{’ respectiv

D,,. Intersectiile lor ﬁ Dy = M(V,), respectiv. m(V,) pentru minim, le

i=1 ]

numim varietiti maximale, respectiv minimale, cu #» — 1 dimensiuni 1;efe1'1-
y LS 2 - a s

toare la varietatea V. Introducem notatiile M2 :2 M; si m? = 2 m?. Aici

5 i
M si m sint normele comune z}le eleqlentelor varit:téi,'ilor rnaximalea
si minimale. Astfel aceste varietafi sint mt_uajcje“pe doud sfere, anume pe
sfera maximali si pe cea minimald a varietatii V,. Razele sferelor sint
functii ale domeniului de definifie D. o :
Varietatea maximali, respecti_v mlmmala., nu - ocupa suprafata 11;—
treagi a sferei. Varietatea V, pr@vxté‘ ca muljc_lrpe a lui 25_11g are puncte
interioare. In ceea ce priveste varietdtile I/, privite ca multimi de elemente
ale spatiului 76, ele sint varietdti in sensul definifiei obignuite a ,varie
tatiic. . ol
Este importantd si urmdtoarea teorema : ; ) it >
O multime oarecare de elemente ale spatiului Jo, in cazul cd nu marginim
clasa fzmct,iz'low fi, poate fi concepuld ca o varictate tlf; orice d?ﬂfms'zlzme. ¥
Determinarea clasei de functii este o problemi deschisd, care cara
terizeazi componentele f; ale elementelor dintr-o mulfime eé 11:111 ?ﬁ‘nte .
In general este vor‘t%a de_spre1 functionale de mulfimi de eleme S
3 i ele acestor functionale. | _ s
de.sprii I(I:l;zi;ls varietatilor alge%:)ri_ce, unde func}i@le {,- sint algebrice, clasifi-
carea lor poate fi realizati prin transforr'narlab1rant1onale.
Cercetiirile privitoare la acest (bﬂvwmu sint in curs. L D
Este clar ci in acest domeniu existi probleme dificile, dar rezulta s
scontate vor da rispunsuri in multe chestiuni legate de stn_mttl}_'i?. spatlgtor
Hibert si totodatd in multe probleme din domeniul aplicatiilor ace

spatii.

Colectivul format din E. Gergely si D. Maros L3E“cerce1teizéa
problema imbunatifirii geomeltr_iei angrenajelor melc — roata melcata,
i aririi randamentului lor. s ; w il
B V%(%zlt.fastl:l?ilit [14] ecuatiile suprafetelor elicoidale r}g(liate,nglja;?iilfémé:
du-le dupd forma sectiunii lor. trans_versa}e si dete{mmm : :::Oracteristicé
desfisurabilitate. S-au scos apoi in evidenta ce_z}e doualce}cgun“ g el
din I;unct de vedere tehnologic pentru ‘melcn (EOILV(; 11,1,_1'c1(;1rul Telyenis
buclanti este tangentd interior, respegtw exterior, ‘al ciling Ly 15{

In baza relatiilor geometrice analizate s-a ajuns da Stoncu Bie Bine
prelucrarea melcilor convoluti, cupitul nu poate ocupa emf(; poz r‘;l_u i
determinati pentru ca la functionare sa se qbtma suprafete ¢ ]fg 1.

Dupi deducerea ecuatiilor pentru flancurile ggnerf,te d(; _sﬁpg&}c ;];Fielii
de revalufie — tn speela S e i it s do prelucrare,

i in sectiunea axiala ; | ,
ieliorigztziaapgér Ii?*l sez’;ilmea normald profilele gemeratoare sint drepte si

coincid,
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Abaterile obfinute la prelucrarea cu cufitul, freza conici, freza deget
si piatra abrazivi plani au reiegit destul de mari. Prin aceasta s-a justi-
ficat pe deplin importanfa verificirii problemei si sub acest aspect in
fabricatie, pentru a nu fi ingelati de rutind si a crede, de exemplu, ¢i un
melc convolut se poate rectifica cu o piatrd abrazivd conici si se poate
apoi imperechea cu o roati melcati generatd cu un geter melcat riglat
convolut, fird ca prin aceasta randamentul la funcfionare si scadi.

Pentru a se ob{ine profile corespunzitoare, s-a cercetat apoi problema

interferenfei la prelucrarea flancurilor. S-au stabilit ecuatiile muchiilor
de inapoiere ale flancurilor prelucrate de suprafete cilindrice plane si de
revolufie in general. Pentru flancurile prelucrate cu freze conice drepte,
s-a dat un algoritm de caleul pentru determinarea muchiei de inapoiere
cu o precizie prescrisi. Cu ajutorul acesteia, problema, care necesiti un
mare volum de calcule si depinde de o serie de parametri liber alesi, ca
de exemplu de unghiul la virf al conului, de parametrul miscarii elicoidale,
de lungimea normalei comune dintre axa cercului si a cilindrului etc., s-a
programat pentru masina electronici de calcul CIFA-1. Muchia de {napiere
limitind domeniul de interferentd a permis determinarea in continuare
a ecuatiei profilului de racord,

Pentru a putea interpreta mai bine fizic rezultatele analitice obtinute
s-au prelucrat in modele de gips o serie de flancuri la diferiti parametri.

S-a cercetat apoi cazul cind profilul de racord dispare, problemi im-
portantd in special in constructia si prelucrarea pompelor elicoidale,

Analizind variaia formei profilului de racord in functie de incli-
narea elicei divizoare, s-au tras concluzii importante si in privinta posibi-
litdtii standardizirii melcilor cu maj [3] multe inceputuri. Cercetirile
legate de tema propusd continui.

L. Németi a ficut cercetiri asupra domeniului de aplicabilitate
a corijrii rofilor dintate cilindrice cu dinfi drepti. A stabilit limitele acestui
domeniu, gisind expresiile analitice in vederea calculelor numerice cores-
punzitoare. In continuare, a obfinut ecuatiile familiilor de curbe de.a

lungul cdrora alunecarea specificd, presiunea specifici si factorul de forms
au valori constante date.

S-au intocmit apoi programele corespunzitoare pentru ca toate cal-
culele si fie efectuate cu ajutorul maginii electronice de caleul CIFA-1.
Ca rezultat final se vor obfine o'serie de diagrame care se vor putea utiliza
la proiectarea optimi a angrenajelor cilindrice. Este de remarcat ci in
decursul cercetirilor s-a stabilit posibilitatea ivirii unor noi cazuri de inter-
feren{d nedescrise pini in prezent in literatura de specialitate.

Colectivul format din L. Németi si A. Csulak a mai cercetat
§i problema limitelor de utilizare la prelucrarea rotilor dinfate a cutitelor
roatd [15], astfel ca diferitele feluri de interferentd si fie evitate.

In afari de problemele insirate mai sus, sint n curs de studiu — in
colaborare cu Institutul politehnic din Cluj — inci doui probleme cu
caracter geometric puse de Uzinele, »Steagul Rosu* din Bragov. Prima
este problema reprofilirii camelor de comands de la motorul SR 211
fabricat de uzini, astfel ca si se ajungi la o cronosectiune maximi si prin
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i a laborarea unei
A1 ii, A doua se referd la e u
marirea puteri. A : b e
s g 8 nlui calcul 1301:651)1:1nzad:01' pentru brogarea circulard ae:s;cﬁ gouﬁ.
o §icli al:ll diferentialul autocamionului Steagul Rogu.dPr{z} g;:é ekt L
ComCII" : a ajunge la mirirea considerabild a productivitajii p
metoda se V

acesti satelifi.
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