ASUPRA PROBLEMEI POLILOCALE

DE

0. ARAMA
(Cluj)

In cele ce urmeazi vom prezenta unele rezultate obfinute la Insti-
tutul de calcul din Cluj, in studiul problemei polilocale relative la ecuatii
diferentiale ordinare, insistind in special asupra aspectului sub care
aceastd problemi intervine in studiul notiunii de functie convexi, precum
si in studiul unor generaliziri ale acestei mnofiuni.

Ideea de funcfie convexd de ordinul # in accepfiunea Prof. T. Po p o v i-
ciu [18] este legatd de interpolarea prin polinoame de grad cel mult =
si ea conduce la studiul comportirii functiilor fatd de mulfimea unor astfel
de polinoame.

Ciutind si generalizeze rezultatele obtinute de T. Popoviciu cu privire
la functiile convexe, E. Moldovan [9] a relativizat nofiunea de
functie convexi, fnlocuind multimea polinoamelor de grad cel mult #»,
cu o altd mulfime de functii, avind proprietifi de interpolatie asemani-
toare cu acelea ale unor astfel de polinoame. A fost necesara in acest scop
introducerea notiunii de mulfime interpolatoare de functii, in sensul urma-
toarei definitii :

DeviNipia 1. O mulfime Y = {y(x)} de funcfii reale y(x) de o va-
riabild wveald, definite pe o mulfime liniard &, se spune cd ave proprie-
tatea I,(8), adicd este interpolatoare de ordinul n pe mulfimea 6, dacd, oricare

ar fi n puncte distncte x;, %y, ..., %, ale multtmaz 8 $i oricare ar fi valorile
veale vy, Yo, « .., Y, €xistd in mullimea Y o funciie si una singurd y(x), care
sd satisfacd condifiile

y(%) = v =1, 2 s T (1)

In cazul particular cind Y reprezinti mulfimea integralelor unei
ecuatii diferentiale de ordinul 7,

y(w) Ao F(x, ¥, y’, S y(u—l]) —i(), (2)
problema aflirii functiei y(x) € Y, care sa satisfacd conditiile date (1),
poarti denumirea de problemid #n-locald cu noduri simple si ea se referd
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aSt (S (= pIO ema im p ica nai mu te (lspe(..te de Qtudlu (]llltte care

A) Caracterizarea ecuafiilor de for
: : ma (2) pentru ¢ intr-un i 7
¢/ dat, mulpm_ea Y a integralelor ei est(e de tipul e}r”e(gsutr o
¥ <B) Deternunarea‘ maximului distanfei x, — ¥ = h, astfel ca, dacsi
2 ;;1 Stexn?: <q._. S X S1 Yy, Yy, -» Yu sint numere arbitrare, s3 fie asi’ouratﬁ
; ba §1 unicitatea integralei y(x), care si satisfacd conditiile (1)
ub aceste aspecte, problema i 4 ¢ 4 Y |
Sl de By et g)p : 311?:121_ Ec.ahlocala a fost pusi la TInstitutul de
Referitor la primul aspect al i i
1 problemei polilocal . i
s; lleaga. de unele cercetiri ale lui G, P 61 yI; [1 ;a]l e§’1 rszu liéz;tel‘%t)ibc%lgute
[21], privitoare la formule de medie. Pentru o mai clari expun'ere a 1:e .
rezulfate, introducem urmitoarele definitii : e

mﬁMng;m:flAA 2. 0 mulfime Y de functic  reale Y(x) de o wvariabilg
01’7:661;’3 inile mtf-un_mterwl o, se spune cd are proprietatea [ w(h), dacd
S & ,
ﬁlicit&tg’l? ffz ;@ nodw; xlés«:?.[. cea Xy jm o (m < n), avind respectiv ;nuhff'-
g b 13 P = v vy Py el ca ; s e i
sistemele de numere reale 2 P2 + +Pn=mn §t oricare ar fi
1,00 (1) =iy ;
ELaE N k) S =
existd o functie (%) €Y st una si i
! St ouna Stnguy i s At s gy
conditiilor ) gurda pentry alegerea fdcutd, salisfacind

(0 ’ ) fr.—
&) =g, Tyl =9, o ep bt =2 =12 ) (3

In particular, cind V reprezintd multimea i i
; ; ; 1 a integralel ii
.fifriri.?;aa]ésf(z)"de E?%uldn, problema afl3rii uneigiztzgorrafén;l(«e)cga%l
aca conditiile dat : i i . i
Siate b E i} .a. e':’ (;3')").0 numim problema n-locald cu noduri

Fie acum o ecuatie diferentiald liniara $i omogeni de ordinul »

Lyly] =% + a(afy™t 4o 3ty = o, @)
avind coeficientii continui intr-un interval [g, 47,

DEFINITIA 3. Spunem cd operatorul  diferent; It

) m e 7 ential L 4 ;
gbr(l;vpmemtm R,,(cﬁ, b) (adici proprietatea lui Rolle ré‘fggto{rzﬁamgntgg
valul (a, b)), dgcav orcare ar fi functia f(x) € C™a, b), avind in interval ,;
(¢, 8) n 41 vaddcini distincte x, < Mo < oo < Xy, pentru ea existd a;:i
ﬁ;g’.’...?m numar & € (v, %,,,) astfel ca L,[f(€)] = 0. '

¥, m]gEFLFI?I; 4.vd iDgzc.fz gb?opm.ez{aﬁm de mai sus se memtine adevirald
ke azitb cina raadcinile functiei f(x) nu sint distincte, vom s’;bf.me cd opera-
orul  diferential liniar are proprietatea Rj(a, b) :

- - = : ’
) g‘nluaceste definitii are loc urmatoarea teoremi care este o consecinfi
imediatd a unor rezultate obtinute de G. Pé6lyg Bk
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Trorema 1. Dacd multimea Y a integralelor ecuafiei diferentiale (4)
are proprictatea I5(a, b), atunci operatorul diferential L,lyv] din (4) are
proprietatea Ry(a, b).

Reciproca acestei teoreme este adevirati dupi cum a ardtat D. V.
Widder in lucrarea [21]:

TrorEMA 2. Dacd operatorul diferential liniar si omogen L,[y] are
proprietatea Ry(a, b), atunci mulfimea Y a integralelor ecuatier diferentiale
corespunzdtoare are proprictatea I)(a,B).

Din aceste doud teoreme rezultd o primi caracterizare a proprietétii
Iy(a, b) a multimii Y a integralelor ecuatiei (4), prin proprietatea lui Rolle
Rj(a, b) a operatorului diferential corespunzitor.

Intr-o accepfiune putin diferiti, proprietatea exprimati de teorema 1,
a fost extinsi de E. Moldovan [10], [12], [13], [16] la ecuatii
diferentiale meliniare (2), obfinindu-se

TEOREMA 3. Presupumem cd F(x,y,v, ..., y" V) esle continud in
raport cu ansamblul variabilelor sale iniv-un domeniu definit de wnegalitagile

o n—1)

a < eLlb —oo LA = —— 00 <_y“’<—}—m (3 =l
st cd multimea Y a integralelor ccuatiei (2) ave proprietatea I,[a, b].
In acesle condifii, dacd f(x) € C"[a, b] este o functie care ia valovi

egale cu valovile vreunei integrale y(x) a ecuatiei (2) in n + 1 puncte x, <
< Xy din [a, b)), atunci existd un punct € € (%, %,.,), astfel ca

il SRR <5
[OE)—FIE f2), f1(8), ..., [o-0®)] =0,

In cazul particular al ecuatiilor diferentiale liniare si omogene, aceasti
teoremd primegte urmitorul enunt diferit putin de enunful teoremei 1
(a lui G. Pélya).

TroreMA 3*. Dacd mulfimea Y a inlegralelor ecuatiei (4) are proprie-
tatea I,[a, b], atunci operatorul diferential L,[y] corespunzitor, are proprie-
tatea R,[a, b].

Se poate ardta cu ugurintd cd din proprietatea R,((/) a unui operator-
diferential liniar $i omogen cu coeficientii continui in ¢/ rezulti, pentru
acelasi operator, proprietatea R} (¢/), oricare ar fi intervalul ¢/, deschis
inchis sau semideschis.

Aceastd afirmatie rdmine valabild si in cazul operatorilor diferentiali
neliniari, ca de exemplu aceia care figureaza in primul membru al ecuatiei (2).

In baza acestei observatii, tinind seami de teorema 2, rezulti ca
reciproca teoremei 3* este adevirati.

Ar fi inferesant de vizut dacid si reciproca teoremei 3 este adevirata,
tot asa dupd cum sint adevirate reciprocile teoremelor 1 si 3*; nu cunoas-
tem pind in prezent nici o lucrare care sia dea un rispuns complet acestei
probleme. Unele indicafii in acest sens sint date in lucririle [117, [12],
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Referindu-ne la teoremele 1 si 3* se pune problema legiturii lor reci-

proce. Un ridspuns la aceastd chestiune se poate da utilizind urmitoarele
doud teoreme stabilite in lucrarea [2] :

' ‘TEOR?MA 4. Dacd ecuaia dz"]’emn}fz'qld (4) are coeficientii continus intr-
-un inlerval (f (ciare poate fi deschis, inchis sau semideschis), atunci proprie-
tatile I,((f) si Ii((F) ale multimii Y a integralelor ecuatier (4) sini echivalente.

TrorEMA 5. Dacd ecuatia diferentiali (4) cientii v
s ] : . hra 1 are coeficientti continu
z‘?zér-unlmtc?ml'[a. b), din proprietatea If (a, b) a multimii Y, referitoare la
intervalul_deschis (a, b), rezultd proprictatea 1 ala, b) a aceleiasi multimi, re-
feritoare la intervalul semideschis [a, b). s i

In baza acestor doui teor 3 i

; eme, rezultd echival ietiti
exprimate de teorema 1 si teorema 3# S

Referitor la teoremele 4 si 5, ar fi interesant d l i
L 1 ; e a se vedea daci proprie-
:ci?ft;-i Iféglnmatlg de ace]sg:e teoreme se mentin adevirate si in cazul e(}uagﬂor
i e neliniare. Bidnuim cd o cercetare in ;
S e et acest sens ar duce la un

Din teorema 3 rezultd urmitoarea consecinti ilita '

; 0. stabilita de E. Moldo-
van in lucrdrile [10], [12], [13], [16] = : e

TrorREMA 6. Dacd in ipotezele leoremer 3 ; :
[EOR ! - , muliimea Y a integralelor
ecuatiei diferenfiale (2) are proprictatea I,[a, b1 si dacd . &

aj ferenti , b] §i dacd fun )
satisjace inegalitatea diferentials L )

#) — Flx, {(x), f'(%), ..., [0 ()] >0, x ¢ [a, b],

atunct, oricare ar fi integrala y(x) € Y, diferenta y(x " )

7 AN ) ! — nap e l .
z(i:eczt lg.bezcel wmault n gjzuncte distincte din [a, b], ?ijc(w)daci”( /)( ;)u _seyﬂz?; e:uz(a;
t=1,2, ..., %), un ' (% =i
L bt ix,,. A X < Ky < < 3, < b, atwict f(x) — y(x) >

teoreﬁef:eazulsc;?c} ecuatiatdiffiren}'ialé (2) este liniard si omogeni, folosind
» 9 511, se poate aduce o usoari completar i
b s $ pletare teoremei 6, precum

TeOREMA 6*. Dacd multimea Y a inte el di '
, OREMA Dacd 1 graleloy ecuatiei diferentiale (4
;.(r,; )czée}g?z)e{n;ub]contz?y; in [a, b]l are proprictatea I,[a, b) si fdacci’ juncgffz;
" [a, satisface inegalitat di ald y ’
e galitatea diferentiald L,[{(x)] >0 gbentmr_
1° Oricare ar fi integrala y(x) '

) €Y, diferenta y(x) — f(x) n -
leazd decit in cel mult n puncte din [a, b). luindu-se 3 1 S
R P [a, b), luindu-se in considerare si ordinele

2‘ Dacd diferenta f(fc) — ¥(%) are n ridicini dintye cave k sint distincie,
Xy = :Lzl < oo < %, avind ordinele de multiplicitate P Doy ..., Py astfel
ca pr+pba+ ...+ b= n, atunci au loc relatiile :

(= 1)* dacd » < #,
L) =3 (8)] = | (— 1)+t 401 dacd x € (3, ), i = 1,2, ..., —1
Y41 dacd x > x,.
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Spre deosebire de teorema 6, in enunful teoremei 6* se ia in conside-
rare gi cazul cind rddicinile functiei f(x) — y(x) sint confundate, tinindu-se
seama de ordinele lor de multiplicitate.

Reciproca teoremei 6 este adevidratd in sensul pe care-l precizim
mai jos. .

DAEPINITIA 5. Spunem cd operatorul diferential liniar si omogen
L,[y] din (4) are proprietatea Ty[a, b) (a lui Ciaplighin) dacd din inegalitatea
difeventiald L,[f(x)] >0, x € [a, b), pe care o satisface o functie f(x) € C™ [a, b)
rezultd concluziile 1° si 2° ale teoremer 6%.

TeoreMAs 7. Dacd operatoruwl L,|v] din (4), avind coeficientiz con-
tinui in [a, b), are proprietatea Th[a, b), atunci multimea Y a integralelor
ccuaties diferentiale L,[y] = 0 are proprietatea I [a, b), si deci si proprie-
tatea I,[a, D).

Demonstratia acestei teoreme se face observind cid, din proprieta-
tea Ti[a, b) a operatorului L,[y], rezulti indatd proprietatea R;[a, b)
si apoi, tinind seami de teorema 2 (a lui D. V. Widder) precum $i de teo-
remele 4 si 5.

Din teoremele 6% si 7 rezulti o caracterizare a proprietatii I,[a, 0)
a multimii ¥ a integralelor unei ecuatii diferentiale liniare, prin proprie-
tatea T,[a, b) a operatorului diferenfial corespunzitor.

Rimine deschisi problema decd o astfel de caracterizare a proprie-
tagii I,[a, b) se poate transpune si in cazul ecuatiilor diferenfiale neliniare.

Pentru o ecuatie diferenfiald liniard de ordinul al 2-lea
Ly[y] = 9" + ax(x)y " + a(%)y = 0, (5)
cu coeficienti continui in [a, b), proprietatea I,[¢, b) a mulfimii integra-
lelor ei poate fi caracterizatd si prin urmitoarea proprietate 7 a operatorului
L,(y), mai slabd decit proprietatea 73 :

DrrFINITIA 6. Spunem cd operatorul diferential L,[y] din (5) are
proprietatea Tyla, b), dacd din velafiile :

1° Ly[f(x)] >0, =x € [a,b),

2° f(x) € C'®[a, b),

3° f(xg) = ¥(%), ['(%) = ¥'(%),
wnde y(x) este o integrald a ecuatiei (5), iar %, este un punct din|a, b), rezulid
inegalitatea f(x) > y(¥) peniru orice x € [a, b), semnul egal avind loc numa
pentrie X = %,. :

Subliniem faptul ci proprietatea T,[a, b), definitd mai sus, se referd
la un singur nod (dublu) x, si ea intervine in feorema inegalitdtilor dife-
rentiale a lui Ciaplighin cu un nod dublu. I

In lucrarea [1] s-a demonstrat urmifoarea teorema :

TrorEMA 8. In ipoteza cd ecuwalia (5) are coeficientii continui in
intervalul [a, b), condifia necesard §i suficientd ca mullimea Vg 1.ntegmlelcir
ei sd aibd proprietatea I,[a, b) este ca operatorul diferential Ly[y] corespunza-

tor sd aibd proprietatea T,[a, b).
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Din aceastid teoremi, ca o aplicatie, s-a obtinut la lucrarea
toarea caracterizare a proprietitii T,[a, b) :

TrOREMA 9. Condifia necesard $i suficientd ca operatorul diferential
Ly[v] din (5), avind coeficienti continui in [a, b), sd aibd proprietatea T,[a, b)
este ca ecuatia lui Riccati

o' + o + a,(x)s + ay(x) =0

Sd admild cel pupin o integrald continug in itntervalul deschis (a, b).

[2] urmai-

Teorema 8 nu poate fi in general extinsd la eccuatii diferentiale de
ordinul # > 2, firi o mirire convenabild a numirului de noduri distincte
care intervin in definitia proprietitii lui Ciaplighin,

*

Teoremele enuntate mai sus pun in evidenti importanta idee de a
concepe studiul problemei polilocale in paralel cu studiul inegalitdtilor
diferentiale. Tn acest cerc de idei se situiazi unele rezultate obfinute de
E. Moldovan [13], [14], [16]. Dintre acestea citim urmitoarele :

Trorema 10. Fie o, mulfimea  lituror combinagiilor liniare cu coe-
ficienti constanti ale unor functii (%), ..., 0,(x) (n >2), presupuse con-
tinue, liniar independente in [a, b] si neanulindu-se identic in niciun sub-
interval. Din existenta wnei functii f(x) continue pe [a, b], pozitive pentru
orice x € (a, b), negaliv n-valente fatd de multimea M, pe [a, b] si satis-
facind condifia f(a) = 0, rezults proprietatea I,[a, b] a muliimie M,

Aici prin negativ n-valentd a functiei f(x) fata de mulfimea M, pe
[a, 8] se intelege urmitoarea proprietate :

Oricare ar fi functia ¢(¥) €m,, diferenta f(x) — ¢(x) nu se anuleazi
decit pe cel mult # puncte din intervalul [, b], iar dacd f(x;) — o(x;) =0

pentru punctele v, < x, < ... < %, astfel ca x, < b, atumci (x) — o(x) < 0
pentru ¥ > %,

Trorema 11. Fie dati ecuafia diferentiald liniard si omogend (4) de
ordinul n > 2, avind coeficientii continui intr-un interval [a, b]. Pentru ca
multimea Y, a integralelor ei si aibd proprictatea T,[a, b], este necesar
suficient si existe o ecuatie diferentiald de forma (2)
condifii

1% Multimea Y, a integraleloy ccualiei (2) are proprictatea I, [a, b].

2° Oricare ar i integrala v(%) € Y., are loc inegalitatea

st
¥
, Ssatisfacind wrmdtoarele

Yt Haln) YO < Y — Bl 9(a), y(x), .90, x e [a, b],
i=1

3° Ecuatia (2) posedd o ontegrald w(x) pozitivd in intervalul deschis (a, b)
st asifel ca pentru n > 2 sd avem w(a) = 0.

Aceastii teoremi precum si teorema 6, dupd cum s-a aritat de ciitre
E. Moldovan [13], [16], permite stabilirea unor criterii cu ajutorul

cdrora se poate studia proprietatea interpolatoare a unei ecuatii de forma’
(4). Dintre acestea amintim urmétoarele doui :

6
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Crrririulr, 1. Dacd

: (n—1)
) i a(2)yr = <y — F(x, 3,9, .., y"7Y)
=1

pentru ovice punct al domeniului ;
Dial%xLh — oo <y< 4o, —00 <Y <o, v= 112 EERIE=
a0, = é . '
le 1° 51 z net
si dacd ecuafia (2) are proprietdpile 1° s 3° din m_*u;@}f:d tr}orﬁlm?] 11, atu
multimea Y, a integralélor ecuatici (4) ave proprictatea I,[a, bl ”
o 9. Dacd existd o funclie w(x) care se anuleazd in punclele
P A <, di [a, b], schimbind semnul in punclele x; interioare
i B 0 pentru % € (¥u—y, %,), atunci din
1'7;te»yyalulu.i [a, b] s astfef ca -u(;;) < afe pro;‘m'etatc; ? [; i
@ 4 wltd ca Y nu e 2la, bl
inegalitatea L(u) < 0 rezu ; . 4 e
B in sfirsit, tinem sia amintim cd, prin aphcarbt? IILegOdsgtigegﬁ?htsfg(ii
e i i ini - inut de :
i tii diferentiale neliniare, s-au o )
%lferegialﬁll’i ec&gj teoren:let de unicitate referitoare 1? prcﬁée.ma 7 locélé
“ : i ita a eorema : .
ccu noduri simple. Dintre acestea citam urm.a.tc:area = . o
TrorEMA 12. Dacd Y este o mulfime liniard de funcfii continue tnty
FO v ! : R A
/ ‘ sfdch ditiile : .
nterval [a, D), satisfdcind condi] B2 o ‘P
E i yﬁgntm orice sistem de n puncte distincte xy, ?2, o s MO y> 2m‘st£i
ntervalul [a, b] st pentru orice sisteme de numere reare yl,t};,i, ; ;;.’y(ﬂ;;.) e
L;: bgf 0 fwﬁc,t-fe y(x) (nu se presupune unicitatea ei), as 2
wm UNCTL
i =1,2,...,m); P A Pt
i 2° doud funciii distincte din Y nu pot sa coincidd pe nici un subin
il intervalului [a, b], o e ’ . et
ndl 3°. Existi o functic 9(x) continud in [a, b], negatrv n valentd [al
multimea Y, astfel ca
o(a) =0 §i o(x) >0 pentru x € (a, b),

, ' re i atatea I,[a, b]. _ )
tunct muliimea Y are propria o ‘ . o
aw"cstudiul proprietafilor interpolatoare ~ale unei m:iilen?acz,? R o
din integralele unei ecuafii diferentiale liniare (4), se p
torul unor anumite sisteme fundamentale. z e
Rezultatele in aceasti direcfie se bazeaza pe urm
reme date de G. Pélya [I7]: - i e
TroreMa 13. Dacd ecuafia diferentiald (4) cu aoe}‘zczen}(ﬁﬂczﬁﬁ;}ﬂ% plat
[@,b] Ekmi-z'f;z un sistem de n — 1 integrale vy(%), ¥o(%), - ., Yum
in intervalul (a, b) relatiile : .
yu(x) =0, Wy, v) >0, ..., W1 Yar -2 Y1) =0, ) .-gmtea
- . . . N > i ”1’
atunci multimea Y a integralelor ecuatier diferentiale (4) are: prop
I*(a, b) (in intervalul deschis (a, b)).

! v conatisii ()
i nult Y a integralelor ecuafiei (

gorREMA 14. Dacd mulfimea D By
(:iev-at;'l‘ Légfi{t-};fnm' in [a, b] ave proprietatea I5[a, b) (in interva

6)

cu COEﬁ..'
semiinchis
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la, b)), atunci exists pentru ea un sistem de n —
tntervalul deschis (a, b) conditirle (6).

Referitor la teorema 13, menfiondm fa
adevarati proprietatea I,[a, b) referitoare
continind nodul x = 4. Aceast
va urma, nu rezulti ins§ din d
O astfel de completare necesit
demonstratii suplimentare.

Din aceasti cauzd, teoremele 13 si 14
dea o caracterizare a proprietitii I¥[a, b) a multimii V, prin relatiile ()
(si nici a proprietdtii I}(a, b)).

Acest neajuns, se remedjazi dupi cum s-
ajutorul teoremelor 4 si 5, obtinindu-se ast

TroreMA 15. In ipoteza cd ecuatia diferentiald (4) are coeficientii con-
timui in [a, b), fie y1(x), ¥o(x), ..., Yu_1(%) un sistem den — 1 wntegrale ale
ei, satisficind in punctul x = a urmditoarele conditii ale lug Cauchy :

M) =i@) = ... =y a) = 0 Ia) = g, Yoty _ 4

la intervalul semifnchis [a, b)

a ardtat in lucrarea [2], cu
fel urmitoarea

(@) = 94le) = .= 9 a) = 0, yirey = 1

Yu—z(a) = Yu-2(a) = 0, Yng(a) = 1
Yn1(®) =0, yi_,(a) =1.

Conditia necesard st suficientd ca multimea 'Y q inlegralelor ecuafier
(4) sé& aiba proprietatea I,[a, b) (deci si I?[a, b)) este ca sd fie satisfacute
pentru orice x ¢ (a, b), relatiile

(%) Z0, Wiy, y,) 0, ..., W Yo -y ¥ut) 520, z¢ (@, 8) (8)

Referitor la aceste rezultate S¢ pune problema elaboririi unuj studiu
comparativ privind existenfa si unicitatea solutiilor diverselor tipuri de
probleme polilocale pentru o aceeasi ecuatie diferentiald, numirul noduri-
lor de interpolare fiind presupus constant. in i
rezultat il constituie teorema 4 enunfati anter
rezultd cd dacd pentru o ecuatie diferentiala lini
cienfi continui fntr-un interval [a, b), are solutie (unici) orice problema
n-locald cu # noduri simple, atunci pentru aceeasi ecuatie are solutie
(unicd) orice problems #-locals referitoare 1a j (k < n) noduri, de multi-
plicitdti respectiv Pr Pos .., Py, astfel ca PO o L b — 5 ks

>

ior. Din aceasts teoremi
ard de ordinul » cy coefi-

TrorEMA 16. Se considerd wurmdtoarele conditii  bilocale -

:V(a) = y,‘(;m; y,(a) == j’,(zt}, . ey y(igl)(ﬂ) = y;:::il) (9)
N () B iy =1 e i1y
28 =2, 98 =9 . sy (E) = ¢ -

e

1 integrale, satisficind in
ptul cid fn aceleasi ipoteze este
4 precizare, foarte utila in expunerea ce
emonstratia dati de G, Pélya teoremei 13.

4, dupd cum s-a aritat in [2], anumite

ale lui G. Pélya nu reusesc si

e
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Conditia necsesard $i suficienld ca muiﬁmec} ¥ @ untegralelor ;maﬁg;
di gntiaié (4) cu coeficienti continui in [a, b) sd aibd pro;?'memffeav y "d[a'o 1
z{e?ca’accastd ecuafie si arbd 0 inlegrald y(x) si una singurd, satisfdcin cd;d
ilsitzz'le (9), oricare ar fi numdrul natural o (G m _,;1)’ oricare ar fi nod
' ) i ori ar i sistemel nere reale
E €(a, b) st orvicare ar [i sistemele de num
(0) (1 (i=1)1 J 0 (1) y(n--x—l}]_'
{ym,yu,---.yu. oo WYELYEL - Y J
: o Tiei
\ceastd teoremd dd o caracterizare a proprietdfii I,[a, b) a If-al]];:}:z
Y r}n ecxistenta solutiilor problemelor bilocale (9) due tip Lagrange- erf(ﬂosi
P nsecinta J(imed_iaté) a teoremei 16, consecinfid pe car..;:. o yorln relnsl
9 COI ce urmeazi, este dati de urmitoarea teoremi stabiliti in luc
in cele ce v aza, es

[3]:

- il == 1 n — 1) submultimea integralelor

o 17. FEie Yf1)(5f1,2,..‘_,ﬂ 2 ‘ e
y(x) 'If‘t];:t?lzf[:?\fl(j}qf’f diferenfiale (4), care satisjac in punctul x = a, conditiile.
¢ y(@) = y'(a) = ... = yi=N(a) =0, y@(a)£0

= 7 A i di > {ntegralele

Conditia necesavd s suficientd ca familia Y (forma.ta, din tgat;i Hﬁﬁnﬁmﬁ
ecuatier (4)) sd aibd ?wi)ﬂ.gmw-a‘ 1,1, 2 esie ff, '01'20;5(?;;’3 :‘I.si' nit  contind
- lt wal 1 (i < n— 1), submulfimea corespunzdtoare D) wreo riddving
e integi’;z.ff y(x) care sd aibd in intervalul deschis (a,
nici 0 i Gudts .
Xy, madtipld de ordin >mn — 1.

*

| i i lemei
Trecem acuma la prezentarea celui de al d_oﬂeft asépfeocl:smz;l [Erc:lb+n;a)
( asirii intervalelor maximale ) ),
i hume acela al gasirii in 01 ‘ A,
pOh;O(’;?éi,liiittea stingd datd, in care familia Y a integralelor unei ecuat
difere : i interpolatoare.
i iale de ordinul » este interp ) R
dlfer%i&tifndu—ue la notafiile introduse cu ocazl_a'teo;zlﬁséio:];,lapp'[w
integralele y(x) apartinind submulfimii Y definim f i [
' aza : 5P o g { :
preCllllgl ]‘Zl)rmgr;;iegmla yv(x) € Y admite in intervalul fleschls (a, r?guzgi
o rad ‘ % i Itiplicitate > n — i, a
i ddacind £, avind un ordin de multip =
outin o radacina Z, avin . %
e oi[¥] = min £, (10)
s y dacinilor de ordin
i - radécinilor de o
ini e | i Itimea {£} a tuturor rddaci
nimul se ia relativ la mulfin : i ol
uﬂ?f_l_llji din intervalul (e, b) ale integralei Ay(x) ansﬁ:eirzt) MR
f 42" Daci integrala y(x) € Y nu admite in (a, b) 1
ordin > n — 4, atunci

11
pily] = 0. (11)
i Find - E ZA
Fie in continuare numerele p; si g definite precum urmea )
pi =1inf p[y], o= min {p;, s, ..., Pu1)-

i)
YEY '
5 a ilita in lucrarea
Cu aceste notatii, are loc urmatoarea teorema ;‘fal(:)llllza;lclu : Jpane
[3], teorema care tn unele cazuri furnizeazi o metodd de
£ 2 . -
valului maximal de interpolare.
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TrorEMA 18. Dacy ecuatia  diferentials 4) are coeficientii  continmu
in [a,b), atunci numdyul maxim posibil o (@ <o < B), pentru care are loc
proprietatea I,[a, o) a familiei Y, este numdarul o definit de relatiile (10),
(11) si (12). Marginea inferioard (tripld) care defineste numirul p prin aceste
relatii, este atinsg.

In lucrarea [3] s-a aplicat aceastd teorems la ecuatii de forma plm)
+ Plx)y =0 (n =3, 4), unde P(x) este o functie continuj si pozitivi
intr-un interval [@, 8). S-a obtinut astfel 0 caracterizare g proprietatii
1, a integralelor unei astfel de ecuatii, PIin proprietatea de neanulare g
functiei lui Cauchy o(x, ) corespunzitoare nodului ¥ = 4. Cq aceeasi
ocazie a fost studiat $1 cazul P(x) < 0 in [, ). Teorema 18 g mai fost
aplicatd (tot in lucrareg [3]) la ecuatii diferentiale liniare cu coeficientii
constanti de ordinul 4, regdsindu-se un rezultat stabilit anterjor, pe alti
cale, in lucrarea [6]. Aceste cercetiri au condus (in conformitate cu teorema
18) la studiul unei probleme bilocale ey noduri duble [71, [19] si [20].

Tot referitor 1a aspectul B) al problemei polilocale, amintim 51 unele
cercetari privind delimitarea lungimilor intervalelos maximale de inter-
polare la ecuatii diferentiale liniare, in lucrarea [4] s-ay obfinut astfel
de delimitiri cu ajutorul intervalelor de interpolare ale ynor ecuatii dife-
rentiale de ordin maj mic. Vom aminti in continuare citeva din aceste
rezultate.

Fie Lyly] =0 o ecuatic diferenfiald linjars 51 omogeni de ordinul
N, avind coeficientii continui Intr-un interval [a, b). Si pPresupunem ca
aceastd ecuatie se poate scrie sub forma

Pl Ly ST A . T

+ A,,,l(.\f)[.,,.l[_'y] + A, (x)y =0 (N =5 | ky + ... Bl (13)
dnde L. Lei - Ly, reprezinti operafii diferenfiale linjare avind res-
pectiv ordinele By, Ry, ..., By siai clror coeficienti sint functii derivabile

in intervalul [, b) de un numir suficient de ori, astfel incit expresia Oy [y]
din (13) si aibi sens. Sd mai presupunem ci aceste operatii au respectiv
proprietitile de interpolatie Llars) . . Iy [a, b), iar functiile A,(x),
-+, A,(%) sint continue in [a, b). In aceste ipoteze, in lucrarea [4] se sta-
bileste o teoremi de interpolare referitoare Ig integralele ecuatiei diferen-
tiale (13), analoagi teoremei de interpolatie a lui De lg Vallée Poussin.
Enuntul teoremei noastre este urmatorul :

TrorEmMa 19. In conditiile de mai sus, mailtimea integraleloy ecuatiel
(13) are prorpietatea T nla, a 4 hy), numdrul o reprezentind ridicing pozitivd
(dacd existi) g4 urmatoarei ecuatii in necunoscuta J -

(F(h) = G(h) [ 2a(R) M (B) + Mia()My(h) + . &
+ WB)M, ()] + 0(B) - @) —1 — (14)

Aici s-a notat ¢y A(h) = sup [4:(x) |, iar numerele Mih) (i =1,... n— 1)y
YE [a, a4+ 1] 3

G(h) si G(h) se definesc astfel ;
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acil s i

5 ; istfdcind inegalitdtile 0 < h < b — a
i umar oarecare, satisfacin tatile / | ;
i f'Flfe u};minflliril numerele 1, 2, ..., n — 1. Se considerii ecuatia diferen
si fie » 2
tialda neomogend .
L""nfllj"uf! A Lf\'ﬂy] —=Tl .
i i
i : ic St re se anuleazd in o; = k,_; + k,_, + ... -+ k
yi(¥) o solutie a ei, carese a 11 e
}:‘IT r)i)!'((n)u neapdrat distincte) din [a, @ + /]. Se arata 1111 luc?'atr;a (:ntru
\éfj Ucé. in ipotezele adoptate mai sus, astfel de integrale existi p
([)rice r,{istributie a radicinilor. Se defineste

a+h
.

M (h) = sup \ | vi(x) | dx,
i),
i ; iille y;(x) ale
marginea superioard fiind considerati relatn'l la "ttldtecfigll?ul}?un%‘f:g) giu
iei di i lutii care se anuleazd in ;
ecuafiei diferentiale (15), so
[ay a + h’] . ; ", 3 o :
In continuare, funcfia G(x) se defineste asj;tel gt Lo
Fie ecuatia diferentiald liniard, neomogeni Ly, [v] = f(x),
tiile polilocale b
V(%) =3(%) = ... =y(%m) =0,
: i i i ] . << b —a).
unde nodurile x, % apartin intervalului [a, a + 2] (0 < & < b )
Biy « v o0 Fi
Se stie ca solufia cautatd admite o reprezentare de forma

) = S G(x, s5 %y, Xy, oo, X)) f(8) ds,

l(ie |; Xy 8 X PR A [ a 11 l: a l 1 (JIEE]] (,OIESpull/,a t()d]t
5 ) 1 » J\}k ) Ie )Ieﬁlﬂtd CT1 u
l] tO( 1 L S1 COIIdl;ZIllUI l 1 1 ale (16) S -
DO1110C .
opera I'I.‘llu 13 5 € dEf]n-este

Sl
G(h) = sup |G (%, 18 ; gy Hay v tets Hiig) |
.T( Pl ¢ i T .t'k”E ’_—ll.{f%fi]
?l n'l;.f.l
Gh) = sup \ B (6,55 Sy s .w;") | ds.

£ T S il —Tf,-" & [a, at+h] vl
@

i ori i indi = S e e ]
In lucrarea [4] ardtim cd oricare ar fi indicele i S ;

i ii i i crescdtoare in raport
tuncjiile My(h), G(h) si G(h) sint functii con!:u}uie 2{13 c;; A
cu % in intervalul [0, & — a). Cu aceste pretc::marréa L o
i i nu poate ay t C
a ia (14) in necunoscuta / : : € gee s
[fl]ucf‘nefxt:;trvagul) [0, 5 — a). In caz afirmativ, “nuf?i%nillfé.kni:?rin e
;rllngrl:mtul teoremei 19 reprezintd tocmai aceastd radacina,

trar, h, reprezintd numirul b — a.
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Teorema 19 ermite, in anumite conditii
§ Bt}

decit cunoscuta teoremsi a lui De la Vallée Poussin,

7 - 5 e o il
In cazal particular cind ky =1 si cind Ly =—,

d
megte un enunf intrucitva diferit. Nu vom insista ai

particular, pentru a trece si la alte chestiuni.

Tot referitor 1a aspectul B) al problemei polil
torul rezultat obtinut de noi, rezulfat care dealtfe]

face obiectul unei comu-
niciri prezentate la acest colocviu.

TrorEMA 20. Fie dat un sir de n functis definite intr-un interval [a, b)

91(%), 3a(%), ..., () (17)
st fie
1), ya(%), ..., yu(w) (k< n) (18)
0 sectiune a sa. Presupunem cd sing indeplinite wrmdtoarele condifii :

1°. functiile din sirul (17) sint liniar independente si apartin claser
CH®[a, b);

2° W9 Yoy -0, 1) 520 pentru x € [a, b):

3°. functiile din siyul (18) formeazi un sistem Cebisev de ordinul |
in [a,b);

4°. functille din sirul

il

I'V(yk-i-l)) Mf(j’#-%z): A W(.yn):
unde W(f) = WS, Vaw v 0 1), formeazi wun sistem Cebisev de ordinul
n—Fkin [a,b).
In aceste conditii functiile din  siyul (17)

;

formeazd un sistem Cebisev
de ordinul n in [a, b).

Aplicind aceasti teoremi Ia ecuatii diferentiale liniar
constanti (reali), s-au obfinut urmitoarele consecinte :

I. Presupunem ci sint indeplinite urmitoarele conditii :

1°. Functiile (17) sint liniar independente in [q, b).

2°. Functiile (18) reprezints un sistem fundamental real al unej ecuatii
diferentiale liniare si omogene de ordinul %, cu coeficienti constanti reali.

3°. Functiile Virr(%)s ¥ 0(2), o0 ., Yu(¥) reprezinti un sistem funda-
mental real al unei ecuatii diferentiale liniare §1 omogene de ordinul # — kR,
de asemenea cu coeficienti constantfi reali,

Notind cu L(y,, Y2, ... ¥,), respectiv Efar = ¥:), lungimile inter-
valelor maximale in care functiile (17), respectiv (18), formeazi un sistem
Cebisev de ordinul x, respectiv %, are loc inegalitatea

L(,I.-V]' T yu) > JTI._TIH {I’(yln ) yk): L(yk+1: e yn.)}- (19)

e cu coeficienti

12

0 delimitare mai buni a
intervalului de interpolatie pentru integralele ecuatiei diferentiale (13),

teorema 19 pri-

¢l asupra acestui caz

ocale, amintim s urma-

v - 3
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II. Tterind convenabil aceastd inegalitate, se obtine 0
] o :
L(ylsyzr L "yu) }Tﬂ - (T?’X |ﬂ1 D ’

ile i i adacini lexe ale polino-
intd pa inare ale radacinilor comp ; il
; reprezintd pirtile imaginare ale : hh
undl?u[(31 carlz)acteristic asociat ecuatiei diferentiale care admite funct
mu
i ntal. ]
ca sistem fundame . - , i
(17) II. Folosind relatia (19), precum si unele requt:}tsz pbtmqtke) in hézc?t
il I5 -si [6], s-au obtinut in lucrare diverse de]_lrn.ltaljl (1}1a1 unle o
a(&)}))[a]le‘ Iungi,milor intervalelor maximale tde tz_leolsmcl)igie;{efen 5ca{23u7 e
i ini icienti anti, de ;16,7 s1 8.
ii i iare cu coeficienti constanti, 6, 7
tiilor diferentiale lin ' g1 e
i i aminti zultate obtinute de D. I
1 e, mai amintim unele re > obfinu olpial
t - m%lﬁlrﬁg Jinruditz‘i anume aceea a oscilafiei $i a neoscilatiei tntr-un
intr-o pro . 3 a a oscilafi
intervall) infinit a integralelor ecuatiei diferentiale

V' )y = 0. i
Utilizind metoda de lucru a lui V. A. Kondratiev (8], s-au

e el i
btinut mai multe criterii de oscilafie i de neoscilaie dintre care ¢

O .

urmitoarele trei:

; . s 2 )) st doud constante

| i existd trei funciii B(x), ¢1(%), @y(%) si 6 :

C _C§IT§£;;L%:‘;€£D;§L?M x > x, sd aibd loc inegalitifile ¢i(x) < @y(%) s
st I, ]

X

/"{ o(#)pa(r)exp(—2 | B(s)ds)
o (%) < K + $ e s
- 1€+ S @) o). exp (— 2 § Branas

An
>

—m%Hﬁ%H¢MHw@§MQ®]C+Sm®+

Zq 1o

+ 0,(s)) exp (»-—2 S B() dt] ds| 1 dx << g(%)
¥ TR . oo ,
atunci integralele ecuatier (21) sint neoseilatorii in (xy, + )

: incil
CrITERIUL 2. Dacd existd doud constante K, si K, (K; < K,) asifel inci
RI E * 3 e A .
pentru x > %, sd aibd loc inegalitatea

c Il K2
K, = ;_ (R, — K)x < S?ﬁ(s) ds <K, — i (K, K%,
#y

el ' i in (% ooj,
atunci integralele ecuatiei (17) sint neoscilatorii in (%, + )
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CRITERIUL, 3. Dacd existi doud funcii devivabile ©(x) si B(x) astfel incit

pentru x > . sd aibd loc simulian relatiile

#(%) >0, - Blx) = 0,

lim § {500 —[ () — () 2 R | AR

i o(x) 40%(x) o(x)

o

atunci integralele ecuafioi (21) sint oscilatoris i (x), ).

In sfirsit, tinem si ridicim urmétoarea problems privind legitura
dintre proprietatea de neoscilafie intr-un interval finit J §i proprietatea
de neoscilatie fntr-un interval infinit a integralelor unei ecuafii diferen-
fiale liniare si omogene. Presupunind cj ccuatia diferentials (4) are coefi-
clentii continui ntr-un interval infinit la, o), considerim urmatoarele
definitii : ;

Derintpra 7. Se spune cd familia Y 4 integralelor ecuatier diferentiale
(4) are in intervalul finit [a, B) (« > a) proprictatea N, [e, B), dacd oricare
ar fi inlegrala neidentic nulsy ¥x) €Y, ea nu se anuleazd in  intervalul
lee, B), decit cel mult de f — 1 ori. In accastd definitie B poate fi si oo,

DrriNtyia 8. Se Spune cd familia Y are propriciatea N daci existid un
numar real  astfel incit in intervaiul infinit (2, o) orice integrald neidentic
nuld y(x) € Y, are un numdy finit de radécing, muomgr co depinde in general
de integrala considerals.

Se stie ci daci h — n (n fiind ordinul ecuatiei diferentiale conside-
rate), atunci proprietatea N, [e, B) este echivalents cu  proprietatea
Ly[a, B) a familiei V. Cy aceste definitii si precizare, problema pe care
intentionim si o punem este urmitoarea :

1° 83 se demonstreze, sau si se infirme printr-un exemplu, ciin
ipoteza continuititii in [q, ©) a coeficientilor ecuatiei (4), proprietatea
N a familiei vV implicd existenfa unui numir % (0> a) $i a unui numir
k, astfel incit in intervalul [#, ) familia ¥ si aibe proprietatea N, [o, oc).

2° 1In caz afirmativ, si se demonstreze (sau si se infirme printr-un
exemplu) ci numirul k, ce intervine in afirmatia 1° satisface egalitatea
k=mn.

Afirmatia 1° se referd deci la caracterul uniform al neoscilatiei inte-
gralelor fntr-un interval infinit ; afirmatia 2° se refery 1 caracterul inter-
polator in vecinitatea punctului ¥ = oo, al familie Y, atunci cind se pre-
supune cid aceasti familie are proprietatea NN,

Rezolvarea acestei probleme ar prezenta interes, intrucit i cazul
cind afirmatia 2° este adeviratd, tinind seami de observatia ci proprie-
tifile N, [«, c0) si I,[e, ) ale familiei Y sint echivalente, precum si de
teorema 15, s-ar obtine indati o caracterizare (condifie necesars i sufi-
clentd) a proprietatii de neoscilatie NV, prin proprietiti referitoare la com-
portarea in vecinitatea punctulti ¥ = o0 a sirului de wronskieni (8).

1,

o

~1

(9]

. Moldovan E.
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