SISTEME PFAFF DE GENUL II CU CARACTER
REDUCTIBIL

|DE

M. HAIMOVICI
membru corespondent al Academiei R.P.R,

Comunicare prezentald la Sesiunea Filialei Cluj
a Academiei R.P.R. din 18—21 decembrie 1954.

In cadrul Institutului de Matematica al Filialei Iasi, am dintreprins
studiul sistemelor de ecuatii cu derivate partiale din punctul de vedere al
felului in care inftegrala generald depinde de functiile arbitrare. Aceasta
implica si un studiu al posibilitatii de reducere a caracterelor acelor sis-
teme.

In aceastd notd, consideram un sistem Pfaff de genul II si gpecia I-a
§i studiem conditii suficiente pentru reducerea caracterului sistemului si
mefoda de a reduce efectiv caracterul, cind conditiile sint indeplinite. In
cazurile cind acest caracter se reduce la mnul, integrarea se reduce la aceia
a unui sistem de ecuatii diferentiale ordingre.
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§ 1. Sisteme de genul II si de specia I-a. Definifia wnei matrice.

1, Fie un sistem de ecuatii Piaff de genul al II-lea sl speeia I-a [1], [2].
(S) B,=0 (x=1,2,...,5)

In n variabile. Vom presupune ca in domenial de definitie ecuatiile siste-
mului sint independente si cd coeficientii sint funectli de variabilele
Zy,...Z,, care verifica conditiile cerute de teorema de existentd [1], [2]
Fie s, caracterul sistemului. Avem, dupd cum se stie

(l.l) S-S 2= 5 <5,
Diferentiind exterior primii membri ai ecuatiilor (S), putem scrie
(I 9) deo;:f]afj [wi ‘-Uj] l) {mod B s 9.-,-)

l'vj;]‘,..,S|+2, A“-ij-{—Aotj,‘:Ol

")Infelegem, ca de obicei, cd, dacd un indice se repetd intr-un monom, se sumeazi
dupd acel indice pentru toate valorile pe care el le poate lua,
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‘unde plaffienili @, sint independenti infre ei si de @, . Dintre formele

(1.3) Pa=Agy 0i(d) vy (d) ,
‘considerate ca forme liniare Iin w;(d) — si unde cu d s-au insemnat dife-
rentialele corespunzatoare unui element integral generic*) — sint liniar

independente intre ele tocmai s,. S& presupunem, ceea ce hu micsoreaza
‘generalitatea, ca sint primele s,.

Notam
(1.4) Ay wi(d)=0,,(d), A= [ay | .

Matricea 4 este de rang s,, primmele el s, linii sint liniar independente
inlre ele, celelalte linii depind liniar de primele s, si avem relatia

(1.5) Aoy, (d)=0,

‘are rezultd din simetria strimba a coeficientilor A’a,f,

§ 2. Complezxul elementelor plane integrale. Proprietale a unui element
vian integral generic. Elemente liniare singulare; elememnte liniare cqrac-
teristice. Varietagi conice de elemente caracteristice. Numdarul de elemente
liniare caracteristice dinlr-un element plan integral generic.

2. Un element plan integral este definit prin doui elemente liniare inte-
grale, fie w (d), w;i(d), asa fel incit sa fie verificate relatiile

(21) Qo = )

unde ¢, sint dati de (1.3). Este evident ca prin fiecare element liniar in-
fegral generic trece un singur element plan integral generic. Elementele
plane infegrale printr-un punct formeazid un complex liniar, de co2(n-5-2)-
= co% elemente plane, definit de ecuatiile (2.1).

Doua elemente liniare, care formeaza un element plan integral generic,
se zic ,,asociate’ intre ele.

3. Elementele liniare integrale prin un punct generic P si pentru care
maftricea A este de rang mai mic ca 8,, sint singulare [1]. Un element
‘plan integral ale carui foate elementele liniare sint singulare se va numi
singular, Dacd un element plan integral contine si elemente liniare ge-
nerice, se wa numi jgeneric.

Elementele liniare integrale singulare situate pe elemente plane inte-
grale generice, se vor numi elemente caracteristice.

Vom zice cd un element liniar integral generic sau un element plan
integral generic are o anume proprietate (P), dacd toate elementele inte-
grale liniare resp. plane generice dintr-un domeniu (m-s-1) dimensional
de elemente liniare integrale, resp 2Z(n-s-2) S3=151 dimensional de elemente

*) Daca nu se specilicd contrarul, inseamna ca elementul liniar integral este pre-
supus generic.
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blane integrale, prin tiecare punct al unui domeniu de puncte cu n dimen-
siumni, in care ecuatiile (S) sint independente — au proprietatea (P).

4. Elemendtele liniare integrale singulare prin P formeaza un numar de
varietdti conice algebrice, Fie V o astfel de varietate, care are insa proprie-
‘tatea cd un element plan integral generic o infersecteaza intr-un nuwmar
de elemente liniare.

Vom zice ca V este o varietate de elemente liniare caracteristice.

Pe un element plan integral generic se gdsesc cel mult s; elemente
liniare caragteristice,

Sa considerim in adevdr elementul plan integral (presupus genericy
£, determinat de elementele liniare integnale Elf D (d) si E{Z) (3). Cum
acestea sint distinete, putem: presupune ci pentru doi anuime indici, fie
$i+1, 5,42 — ceea ce nu micsoreaza generalitatea

Ws1(d)  wyq2(d)

ws,41(d) ws, 12 (d)

si atuneci, putem inlocui cele idoud elemente liniare prin combinatii liniare
ale lor asa ca

(2.2) Ws,1 (d) =045, 12 (0) =0, @sp1(0)#£0, ws.42(d)0.

Sa consideram elementul liniar cuprins in E. si definit de sistermele
de valori ale pfaffienilor

£ 0

0 (A)=2 o (d) + w; (d) .
Vam avea evident

[ Aaiy wi(A) ey (d) =0,
| Auiy @i (8) @y (d)=0.

HEgalind cu zero determinantul D al primilor s, coloane si primelor s,
linii din matricea /4 (A) consideratd pentru ecresterile A, capatam o
ecuatie de gradul s; in A sip (omogend). Dacd ) si |t verifica aceastd ecuatie
determinantul D este nul. Pe de altd parte, din (2.3), urmeazi ci elementele
coloanelor K, si K, , din 4 (A) se exprima cu ajutorul elementelor

(2.3)

primeior s; coloane K K, din 4, adici
— Wy (b) Aafr Wy (AJ -
ot (0] - Asmtioi(A)
—or (@) Awron(B) _ mmfF*Q“’“)
0)5]+2 (d) ais+2 Wi .

Deel, cum primele s; coloane din [matricea B a primelor s, linii din
A (A) sint liniar dependente, urmeazs ci rangul acestei matrice B, a pri-
melor s, linii, este mai mic ca s,.

Pentru ca sa existe in adevir s, elemente liniare integrale caracteristice
In Ep, mai trebuie ca radacinile ecuatiei in ), v 82 fie distincte,

-
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Dacéd, in acelasi caz, ecuatia in ), pare radacini multiple, vom zice ca
ele determind elemente caracteristice multiple.

In cazul cind s;<s, pentru ca o radicing (), p) de ondin h sa (de-
termine un element fliniar integral caracteristic, va drebui ca sa fie rada-
cind a ecuatiilor obtinute egalind cu zero toti determinantii de ordin s,
al matricei primelor s, coloane din A.

Asa se si intimpla, Fie &, (d) un element liniar integral cu proprietatile:
a) matricea primelor s, linii din A(d) este de rang s;-g; b) Prin E;(d) trec cc”
elemente plane E, generice (asa ca, pentru un element liniar continuf in
E:, imatricea B sd fie de rang s,), pentru care primele s, ecuatii ¢, =0 sint
verificate, Pentru perechile de elemente liniare continute in Es, wor 4i deci
verificate si ecuatiile ¢q 4y =0,..,, ¢, = 0. Deci E, sint elemente plane
integrale si E,(d) un element liniar cavacteristic al sistemului (S).

(Aceasta nu inseamnpd insd cd toate elementele liniare integrale icare
anuleazd determinatii de ord. s, al matricei B, sint elemente liniare inte-
grale singulare).

§ 3. Varietagi formate din elememnte liniare caracteristice. Proprietd-
lile elementelor integrale in legdiurd cu acestea.

5, 84 presupunem cd printr-un punct generic P existda un element
plan I cu ¢ dimensiuni, pe care se gaseste o varietate V formatd din ele-
mente liniare integrale caracteristice. Un element plan integral generic
E, taie V, deci II dupd un element liniar caracteristic.

Facind o transformare liniard asupra formelor o putem presupune ca
elementul plan [ este reprezentat de ecuatiile

(3.1) Wop1=0, ..., 0542=0.
6. Sa consideram un element plan integral generic E, definit de doua
clemente liniare E{ (d) EP(p) si fie Ej(\d+pd) elementul liniar situat

in E, §i in II. Coeficien{ii ), p depind de elementele liniare E{" si E*
dar nu de indicele i. Pentru {> g, avind in vedere ecuatiile (3.1), va rezulta

s {E@—_L 1
(3.2) S (i>0).

L3
Presupunind ca una din formele (oi(,i>o") nu este identic nula pe E, —
de exemplu wy,p(— vOm avea pentru orice element liniar situat pe E.
(3.3) Wel2=Pot2 Wotl ;... W5 42 Ps+2 Wot1 5
unde coeficientii p depind mumai de elementul plan E,.
Mai sistematic, putem scrie
(3.4) w; =N X (i >0)

valabil pe mn element plan generic, )\; depinzind numai de E. si X fiind o
anume forma liniard diferentiala,

Dacd E. e situat in [[, atunci ), p sint nedeterminati, ca si, dealtfel,
coeficientii ), .
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Rezultatul de mai sus este valabil in particular dacd V coincide cu 11

7. Reciproc, sa presupunem ci pe un element plan integral generic E,,
un numar (de s, +2—a (¢ < ;) Pfaffieni Wat, ..., W42 SNt proportionali intre
el, Rezultd cd elementul plan, de ecuatii

(3.5) Wet1=0, ..., 05 42=0

contine o varietate ¥V formatd din elemente liniare caracteristice.

In adevidr, din ipoteza, urmeaza c#, pe un element plan integral generic,
sint verificate relatii de forma (3.3) si deci acest element plan integral
Intersecteaza planul 1I. Fie V varietatea din II formatsi din elementele
linjare Ide intersectie; ea are
(3.6) <0

dimensiuni.
Fie yvarietatea Q umpluta de elementele plane integrale care trec prin-
tr-un element liniar al lui V si s& presupunem c¢i Q are ' dimensiuni,
Deci toate aceste elemente plane integrale umplu o varietate cu cel
mult 1 -¢" —1 dimensiuni si, avind in vedere ci un element plan integral
generic taie pe ¥, unmeazi
T-I-Tl—] > St +2,

adicid

it = S0 T
si, dupd (3.6)

T >s+3—0,
adica
(3.7) P 0

Deei V este formatd din elemente liniare caracteristice,

8. S& consideram matricea A’ formatd din primele - coloane ale ma-
lricel 4 = || g, ||. Aceastd matrice este — in ipoteza din numerele prece.
denfe — ide rang ¢ —1 pentru un element liniar inteeral gemeric,

In adevar, din (32) urmeazi

(3.8) N wi(d) 1w (d)=0

pentru ;=g atunci cind w; (d) si w;(d) reprezinta doui elemente liniare aso-
ciate, Elementul liniar (A) = M (d) + 1w (d) flind asociat fiecdruia
din elementele £V (¢), £ (b) , avem

(3.9) dai wi (A)= Zﬂa! w; (A)=0;

i =1

cum g<g,, rezulta ca rangul ral matricei A’ este mai mic ca g . Acest rang
nu poate fi mai mic ca g —1, dacad cel putin unul din pfaffienii W1 (a’)
wy4o (d) e diferit de zero, cdci altfel, din cauza relatiei (1.5), ar urma
cd existda mai mult de doud relatii liniar independente de forma g,i)\ ;=0
§i deci rangul matricei A ar fi mai mic ca s,.
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9. S& presupunem cé am stabilit intre pfaffienii «, 1yeeeyWg, o UN NUMAEL
de p<s, +2—¢ relatii linigre cu coeficientii functii de punct. Fard a mic-
sora igeneralitatea, putem presupune cd aceste relatii sint:

(3]0) fﬂs,-|-3-—p=0, vea, We o= 0.

Rangul matricei analoage cu 4, construite pentru sistemmul cipatat in acest
fel, devine, in baiza acestor relatii, 51—p.

Fie, in adevar, un element liniar generic E,(d) verificind (3.10). Ma-
tricea primelor g coloane din A este de rang ¢—I1, deci intre elementele
acestor coloane existd o relatie liniard. Daca cel putin una din cantitatile
Weg1 (d) ..., 05, 42—, (d) €ste nenuld, atunei relatia dedusd din (1.5) si (3.10)

S1-2—n
(3.11) D aaoi (d)=0

=l
este distinctd de aceia dintre primele ¢ coloane, deci exista doua relatii
distincte intre primele $,+2 —p coloane, ceea ce demonstreazi afirmatia
noastra.

10. Dacd p =5, +1—0¢, rangul matricei primelor o +1 coloane este
o—1. In baza continuitdtii putem deduce ci si daca p =S$;+2— ¢, adicd
dacd totl w,y,, ..., ws4p 80t nuli, orice matrice obtinuti din g —1 dintre
primele ¢ coloane $i una din urmatoarele este nuld. Deel in acest caz,
daca matricea primelor ¢ coloane e de rang g—1, urmeaza ci rangul ma-

tricei 4 este g-1 adicd elementele liniare verificind Wgpi(d) = =g ol d) =0
sint singulare.
Dacd insd — aceste relatii ¢ filnd satisfAcute — matricea primelor

o coloane e de ramg mwai mic ca ¢-—1, atunci s-ar putea ca elementul liniar
respectiv s fie generie, dar astfel rameul matricei 4 a sistemului Pfaff
obtinut impunind sistemului (S) conditia Wopi= -+ + =Wy 4o=0 S-a& redus la
5—2, adicd tot s—p. Dealtfel, elementul plan integral, printr-un element
liniar integral continut in IT este, in acest caz, continut in IT,

§ 4. Proprieiaii ale suprafetelor imfegrale generice,
11. Fie o suprafatd integrald generica V. (ale carei elemente plane
tangente sint elemente plane integrale generice).
xi = xi (U, up)

Din cele de mai sus urmeaza ci si pe V. vor fi werificate (3.3) si deci
(3.4). In acestea din urmi,» devin niste pfatfieni in dous variabile 1w, ..
far hyqq, ... niste functii de w,, u,.

De altfel daca pe V, nu toti w,qy, ..., w5 sint nuli, putem intotdeauna
presupune ica am luat formele ¢, asa dneit pe varietatea V. ele si lie
diferentialele unor fumnctiuni g

(41) LO; R (lgi
si X sa fie o diferentiald exactd, dy, arbitrara.

B
¥}
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Astlel, pe aceea varietate

dgoyi—Nopi dT=0

(4.2)
dgs,»{-g—?\sl_H dr=0
$i deci
Zot1=Gogir(T) , Nop1 =G o2 (1)
(4,3J NG T
Got2=Gsta (1), Asda=G's2(V).

§ 5. Combinatii liniare integrabile ale pfaffienilor w, 0 . Reducerea ca-
racterului sistemului (S).

12. 5& presupunem ca intre formele wey;,..., wsy si 0, exista un
numar de combinatii liniare integrabile
(5.1) dfp = hpot1 Wop1 + -+ hpg 4o 0542+ kaba

(=3, ., 50 +2)

indepenidente in wyyy,..., W42 .
Facem atunci o fransformare asupra formelor wsii,..0, asa incit sa

luam drept g noi forme ¢y tocmai dfy — ceea ce nu schimbd cu nimic ma-
tricea redusa. Astfel ajungem la
(52) d;'p =Wy , (]—L:S|+3—(],...,b']+2).

13. Dupa cele de mai sus (§ 4), pe orice varietate integrald generica
sall vom awvea df”;o ,adica [n = const sau to{i [, vor fil functii de o
singura functie ; de u,, us
(5,3) fu=Fp (1)

(Cazul precedent este particular al acestuia din urma).

Data fiind o curbd integrald genericd (C) a sistemului (S), dacad pe
aceastd curba se anuleazi toate diferentialele d [y , atunci si pe suprafata
integrald V. prin (C) aceste diferentiale se vor amula, ceiace rezultd din
consideratiile din § 4, nr. 11,

Daca insd una diferentiale, fie dfs o0 se anuleazd, atunci functiunile
Fp pot fi gésite din (5.3) inlocuind in fu si y variabilele in functie de para-
metml curbei,

14, Sa presupunem acuwm cunoscute functiile [ 81 sd adaugdm siste-
mului (S) ecuatiile (5.3) wnde F, sint arbitrare si » o variabild auxiliara.
In baza acestor ecuatii, sistemul nostru devine un sistem (S’) in n—q-+1
variabile,

Data fiind o integrala genericd V. a lui (S), dupd cele stabilite in
n.-rele precedente, vom putea gasi funetiile 7, si » (wu,) asa ca (5.3) si lie
verificate. Reciproe, datd o integrald V. genericad a lui (S'), ea este evi-
dent integrald a lui (S).
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15. Un element liniar integral generic, E,(d) al sistemului (S’) verifica,
pe lingd ecuatiile (S), si ecuatiile

(5.4) dfp = F'yu (1) dY
si un element liniar E(9) asocialt cu el, verificd relatiile (S) si
(55) bf[l. = F’[_l (“I') oT

$i (1.3). Insd in baza lui (8), (5.4) si (5.5), avind in vedere cele stabilite
la nr. 10 § 3, sistemul (1.3) devine un sistem de s,—g-1 ecuatii liniare
independente in necunoscutele w, (8), drsau — dacd Fy,sint toti nuli si
daca exista varietati integrale generice cu aceastd conditie — un sistem
de s—q ecuatii liniare in necunoscutele w ().

in cazul general, deci (cind F, nu sint toti constanti) caracterul sis-
temului s-a redus cu g—1 unitdti.

Sistemul depinde de g—1 functii arbitrare, deoarece pe o varietate
integrala pe icare una din functiile [ nu este constantd, putem egala acea
functie cu v (astfel ca pentru acea valoare a lui p S8 avem F i, — )

16. Observajii. Operatia de mai sus se poate vepeta pentru toate varie-
tatile plane care confin varietiti de elemente caracteristice si obtinem
astfel reducerea Imaximi a caracterului sistemului. Dacd acest caracter se
reduce la mnitate, atunci sistemul capdtat admite caracteristice de tip
Cauchy. Gasirea acestuia reclam3i integrarea ununi sisteém de ecuatii dife-
rentiale ordinare, in care intrd s,—1 funictii arbitrare, dupa care ne ra-
ming un sistem de s ecuatii in s+ 2 variabile, a carui integrare reclami din
nou integrarea mnui sistem de ecuatii diferentiale si introduce incd o
functie arbitrara.
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L. E. Cartan, Les systémes différentiels extérieurs et letrs applicalions géomélriques,
Paris 1945.
2. 8. Finicoff, Mefod vnesnili form Cartana, Moscova 1948

KRPATROE COIEPHKAHNUE
Cucrena Igagpda Broporo mampa ¢ npuBexenmmm XapagTeponm
M. XAMMOBHY, uaen wopecrr. akazemun P."H. P.

Ha€rea emerema Ildadipa (S) Broporo wmampa m mepsoro pofia ¢ 1 Tepe-
sveinuslvMu. Herm B kamloii Touge GaeTed IMOCROCTHEIN smement LI (3,1), conep-
RATNUi  MHOT000pasHe |/, 00pABOBAHIOS HUTEIPAJEHEIMI 1MHEHIILIMIT Xaparre-
© PHCTHYECKHMI DIEMEHTAMI  (0COOLIE HIEMEHTH, IERAIINE B HTHX ILIOCKOCIHX),
TOTAa HA OFHOM ILIOCKOCTHOM HMHTELPAIBHOM HICMEHTe, (JOPMBI Ggq SABIAIOTCS
LpOLOPIIOHANBHBINE, T. €, mMeer (3.3),mim (3,4) tle x (opya Iladga 1 odpario.

YeraHaBINBA HECKONBRO JNMIEHNLIX COOTHOMISHTI MeaAy (opMamu Wotl,
XApaKIep CHCTEMBH BHEIIHBIX KEaAparmyHux (opm (1.2) yMeHbIIaeTes Ha CTOILKO
JRe eAIHIIL,
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Marpoua A" nepsuix o erorouos varpuunt A (1.4) useerfpaur o-1 un s1o
Y caropue A0GTATOMLO YTO0LL BLIIECKASAUH0E GBOIICTBO UMEID MECTo.

Ha ofmem murerpasbuoM  MuorooOpasmu Vs, Moimen:$ upelponosuts (4.1)
wi=dgi, X=dg Nt (>0, orkyla cuelyer (4.2) m (4.°) ¢ .gi, g (yusunm
TOYRI MHOTe00pasus., Kenrr MemAy GopMaMn @gpi,... I 6 €YUICCTBYET LECKONLIA
UHTErPANLILIX  JHHeineX romomuanuit (5.1), To emomen paarh (5.2) u Torla
mveen dfy, =0 wra (5.3). Lpucoexmuan & cucrene (S) ypasuens (5.3) ¢ mmons-
BOALUBIMH  (DYHRTMSMU 1 T BCLOMOTATETRHAS NEPEMEHHAS, HAIIA  CHCTEMS
ocraeres ¢ n—qg+1 uepeneHHEIME T ofosuavaerca ¢ (S).

Cueremn (S) m (S') umenr OMNHAKOBEIT ofuquii murerpax. B odien
cayuae xapantep cmeremnl (S') Menmre na g—1 efmHu uemM XapamTep CHETEMI
(S (rorga me Bee Fy, siBasioTes Iocrosuunivu), Tlocre OfHOME OLepai(in Ipupe-
AGHI BOBMOMHO, 9T0 IOXYYeHuasd cmereMa OyAerT cHOBA TIPHBOLHMA HTHM — ke
serofor. Kenn Ham ylamoeh yMEHBIIHTH XapakTep Ha s, — | eAuHmIy bTo, 03HAUAET,
TTO MBI MOKEM HUTETPUPOBATE (S) IpH 10MOINT Au(pePeHIHAILHEX YPABHEHMI,

Sistemes Pfaif du Il-e genre, a caractére réductible

par
M. HAIMOVICI, m. corresp. de I’Acad. R.P.R.

Soit le systeme (S) du II-e genre ef de I-ére espéce, 3 7 variables.

Si, par chacue point générique, il y a un élément plan II (3.1), con-
tenant une variété v formeée d’éléments linéaires intégraux caractéristiques,
(¢léments singuliers situés sur des éléments plans intésraux générigues),
alors, sur un élément plan intégral générique, les formes Wgi ... SOnt pro-
pertionnelles, c.-a.-d. (3.3) ou (3.4) X ébtant une forme de Pfaff — et réci-
proquement. 3

Dans le méme ccas, en établissant un nompbre quelconque de relations
linaires entre les formes wyyi.., le caractére dw systéme de formes quadra-
tigues extérieures (1.2) diminue d’autant dunités,

La matrice A" des premiéres ¢ colonnes de 1a matrice A (1.4) est, dans
la mé@me hypothése, de rangs—1 et inversement: cette condition suffit pour
assurer les propriétés énoncées plus haut,

Sur wne variété intégrale V, générique on peut supposer (4.1) W=
dg;, X = dg pour i>g et on a (4,2) et (4.3) avec g, g fonetions du ipoint
de la. variété.

Sl y a entre les formes w,4..., et @, un nombre de combinaisons
lingaires différentielles exactes (5.1), alors on pourra poser (5.2) et on
aura df, = 0 ou (5.3). En ajoutant au systéme (8) les équations (5.3),
avec F | fonctions arbitraires et y une wariable auxiliaire, il reste un
systéme a4 n—q-11 variables (désignons-le par (S')). (S) et (8") ont 1a
méme intégrale générale.

Le caraclére de systeme (S’) est plus petit que celui de (S), de g—1
unités, dams le cas général (quand les F, me sont pas toutes constantes).

Aprés avoir effectué une réduction de la mature de celle décrite pilus
haut, il est possible que le systéme trouvé soit encore réductible par la
méme méthode. Si on a réussi & réduire le caractére de s,—1 unités, alors
le systéme (S) est intégrable par des équations différentielles,



