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1, — TUtilizarea practici a formulei de interpolare a flui Lagrange
(1) [l el o e | @)

unde In membrul al doilea avem polinomul Iui Lagrange de gradul =
care ia valorile functiei f(z) pe nodurile (distincte) de interpolare =z
v=12,..., n + 1, depinde in mare masurd de fornma sub care este pus
acest polinom. Acest lucru este mai cu seamd important atuneci eind
este vorba 'de caleulul efectiv al valorilor polinomului pentru ‘diferitele
valori ale variabilei r. Aicil ne ocupdm numai ide cazul cind variabila z
si Tunebia f(z) sint reale. In acést caz pentru aflarea valornii polino-
mului frebuieesc efectuate un numdr finit de operatii elementare de adu-
nare, scddere, inmultire §i impartire asupra unor numere reale, deobicei
fractii zecimale limitate, si intr-o ordine determinatid. Forma sub care
se pune polinomul lui Lagrange este in legdturd toemai cu aceasti ordine
a operatiilor. In ce privegbe operatiile, ele se execubtd pe baza unor pro-
cedee cunoscute, direct sau cu imasina si care in mod practic revin
la determinarea succesivd a cifrelor zecimale ale rezultatului fiecirui
caleul parfial exact sau aproximativ, in parte,

Procedeul de caleul intrebuintat comportd erori inerente din cauzi
cd calculele succesive se fac cu aproximatie, de ex., din cauza limitarii
la. un anumit numir de zecimale ale rezultatelor partiale obtinute,
Aceste erori se reflectd asupra rezultatului final, determinind o corectie
care, in problema de interpolare consideratd, va tirebui adausati la
corectiile provenite din erorile de care sint afectate datele [problemei
(adicd walorile functiei pe noduri si, eventual, nodurile 81 chiar punectul
pe care se interpoleazi).
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In aceastd. lucrare ne vom ocupa de delimitarea erorilor de caleul,
in caleulul valorilor polimonului lui Lagrange, intr-un caz particular impor-
tant, des utilizat In practicd. Consideratiuni analoage se pot face si in
alte cazuri.

2. — Vom presupune ci nodurile sint echidistante. Atunci, prin o
transformare simpld, problema de interpolare se pune sub formsi ega-
litatil aproximative

= flataxh) %Zv‘?’?(”_”‘--_(x__—vﬂ)

Ak f(a) *)

n=_0 V!
unde coeficientii A f(a) se calculeazd cu ajutorul tabloului de dife-
rente ale valorilor f(g-+vh), v=01,..., n ale functiei f(z) pe noduri
Calculul valorii polinomului
n
(3) L(I):Zx(r—])"'(E—V—E_I)A:';f(a),
= v!
pentru o valoare datd a lui z, se face pe baza schemei
e x—n-+v
(4 yer =8 J(@) + =y v=0,1, 00 (4=0) .
Atunei
(8) yn-{—lﬂL(@") ;

Intr-o astfel de schema wde calcul insd, in mod practie, fiecare
numar q,,; se calculeazd aproximativ, folosind valorile aproximative
deja obtinute ale numerelor precedente ¥i,..., y,—,y,. Dacd notdm
cu y, valoarea aproximativd asifel calculati a lui y, si cu c, corectia
respectivd, sulecesiunea de calcule se va face, in loc de (4), pe baza
schemei

o= i r—n+u— =
(6) Y+ +Cl‘+|IA;: 'j(lfl)—" E:“V? Yy V=01 1'”'!-"" (y():U)
Avem atunci

(7) L(x) =yns1+e,
unde coreectia ¢ este datd de formula

n

G )
v

(8) c=

r=0y

Cn—y41 .

3. — Daca eroarea absolutd maxima in calculul valorilor aproxima-
tive ale numerelor y, este < g deci daca

(9) lev| S e, v=1,2,...,0+1
x(x=1)...(x—=v+1)

vl
deratd aceasti expresie este inlocuild cu [ pentruv =0 O conventie analoagi se
face si pentru formulele (3), (8), (1), (19), 29).

*). Expresia nu are sens pentru v =0. In suma consi-
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avem |

e lc| = eKy(a),

unde

(11) Kl(x)ﬁz ?f(x—l)..v.!(x—wu _
r=u

Formula de interpolare (2) este avantajoasi in special cind z este
aproape ide 0. Aceastd afirmatie este justificatd, de ex., de cercetarile
noastre anterioare asupra utilizarii practice a formulelor de interpo-
lare [1].

Esle deci suficient sa studiem aici cazul cind 0 < z < 1,

Avem atunci
(1—2)(2—a)...(n—x)

(12) Ki(x)=2— T s x€ (0,1)

si se vede ca K,(x) este crescator in intervalul (0,1). Rezulti cd
(13) 1=Ki(0) < Ki(x) <Ki(1)=2, xe(0,1),

deci

(14) le|<2e.

Un tablou al valorilor lui K,(z) poate fi mtilizat in practicd pentru
obtinerea unei delimitari mai bune, .
Dam mai jos tabloul valorilor lui I, (z) pentru z = 2,107 v=1.2,...,9
sinm =2, 3, 4,5, 6.
Tabloul 1

X 2 3 4 5 6

0,1 145 1735 1941626 21027925 2234412625

0,2 28 328 3616 387136 4075648

0,3 405 4645 5046625 53438275 5576636125

0,4 a2 s 8 6256 655552 6785152

(:5 625 6975 7265625 75390625 7744140625

0,6 72 776 8096 832448 8492032

[0),7% 805 8505 8766625 89392975 9063046125

0,8 88 912 9296 940864 9487488

0,9 945 9615 9701625 97553325 9792032625

In acest tablou wvalorile sint calculate exact si nu figureazi decit

partea: lor zecimald., Partea intreaga este evident 1 peste tot. Pentru
0 valoare a Iui z care mu figureazda in tablow, se delimiteazi superior
K,(z) prin wvaloarea sa pentru valoarea imediat superioara a lui x care
figureaza in Mbablou, Este clar cd penfru 0,9 < 2 < 1, nu putem obtine
pe aceastd cale o idelimitare mai bund idecit (14). In practicd este suficient
54 ludm niste wvalori aproximative comvenabile ale valorilor care figureaza
in tablou,
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4, — Formula (10) da pentru c delimitares
(15) —el(j(x) =¢=eKy(x)

inferioara si superioard. Cind natura caleulului indici anumite conditii
suplimentare  verificate de corectiile ¢,, o analizi mai amanuntita
permite sa precizdim aceste delimitari. ,

IS8 presupunem ¢ sintem in cazul in care 0 < 7 < 1 si, ceea (ce se in-
intimpld des in practicd, ci numerele Yy, sint pozitive. Aceasta wva avea
loc aproape ftotdeauna cind  A) f(a), y=0,1,... , M sint numere pozi-
tive. Pentru a calcula produsul

e e
n—v+IJ

se calculeaza Inftotdeauna intii o valoare aproximativi, de ex. prin
lipsd, a walorii sale absolute, care in icazul nostru este

(16)

17 x—n+v .
(9 n—v-+ 1 L

Acest caz are loc, de ex, daci se calculeazi numerele (17) cu un
numdér oarecare de zecimale exacte,

Dacéd presupunem ci ¢, — 0, ceea ce practic este acceptabil deoarece
presupunem aiei ca valorile functiei pe noduri nu sint afectate de erori
vedem cé in conditiile de mai sus corectiile €y Cyy...,Cp8int < (51 = — ¢
iar g, 20 (§i < ).

Vom avea atunci

(18) —e[Ki(x) —Ka(x)] = ¢ = e Ka(x)
unde
. (I=z}@=a2)i . (2v—1—0)
e Cl=—m )l =n N — i)
(19) Kz(l):g—-'ii@v)!
5, Pentru delimitarea Iui Ko(z) observam cd pentru n — 2 avem
K:(z) = 1 iar pentru n > 2 putem scrie
(20) Ka(x) =1+ 2Ks(x)
unde
[El;_lj(l Je=zx),. (2y—1—=)
= —x)(2—x) ... 2v—1—2x
(21) Ks(x) = Z‘ Lo

Fumetia Ki(z) este descrescitoare in intervalul (0,1) si wom putea
utiliza un tablouw de valori ale functiei Ka(z) pentru delimitarea fui Ky(z)
cu ajutorul formulei (20),

Dacd formam mn tablow al valorilor lui Ki(z), pentru valorile £,
v=201,..., m—1 (m > 1) ale variabilei, unde
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(22) O=g, <& <...<E, <1, Ep=1
si dacd z nu figureaza in acest tablou, formula (20) ne di delimitarea
(23) Ky(z) <1 + zK4(%)
presupunind ca & < T < 544,

Trebuie sd observém cd din (13) si din faptul ci K,(z) — Ky(z) > 0
rezulta ca
(24) K,(z) < 2,

asa ca pentru g, < z <z, , delimitarea (23) nu ne va da o delimitare mai
bund decit delimitarea imediatd (24) decit daca 2K, () < 1. Deci pentru
ca tabloul construit si dea o delimitare mai buni decit (24), pentru orice
0 < z < 1, este necesar si suficient ca sd avem

(25) g Kz ()< L,i=01,...,m—1

In particular, prima conditie (25) se scrie

(26) g1 > — <]

=1

care, din cauza divergentei seriel armonice, nu este verificat pentru n
destul de mare. Dacd deci numerele &, v =01,...,m—1 sint date,
pentru n destul de mare, conditiile (25) nu sint toate verificate. Aceste
conditii sint insd verificate dacd, de ex, £,8int punctele care impart inber-
valul (0,1) in 10 par{i egale si daci n < 8. Pentru aceste valori ale lui g,
si m avem urmatorul tablow |de valori ale functiei Ks(z):

In acest tablou walorile sint eal-

cullate exact si mu figureazd decit par- Tabloul 2

tea lor zecimald Partea intreagi este i

peste tot egald cu 0. Pentru a delimi- \. 3,5 5,6 7,8

ta pe Ky(z) cu ajutorul formulei (20), X =
pentru o waloare a Iui z care nu figu- (.0 5 TH 916

reaza in tablou, se iz din tablouw va- 0,1 45 656625 7889245195
logrea lui K;(x) pentru valoarea luiz 0,2 4 568 670144

imediat inferioard si care figureazi

in tablou. Se verificd ca conditiile (25) 0,3 35 483875 561477875

sint satisficute in aceste cawuri, In 0,4 3 404 461408
practicd se pot lua, bineinteles gi aici 0,5 25 328125 369140625
nigte valori aproximative prin adaos 0.6 92 956 2839953
convenabile ale wvalorilor din tablow. 0.7 15 187375 205053375

Pentru n = 3,4, in multe cazuri, ‘
Se poate obtine direct delimitarea lui 0,8 1, 122 131856
Ky(lr) destul de usor cu ajutorul for- 0,9 05 059625 0637027916
miulei

(27) K, () =1 +

=) (] +:C)(2—~:r).
2 s 2
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6. Pentru delimitarea numarului K (z) —K,(z) observim ca el este
egal cu z pentru n = 2,3 dar pentru n > 3 se poate scrie

(28) Ki(r) — Ky(z) = zKy(z),
unde
B
_ N U—x)@—a)...(2v—=x)
29 K o £
2 A Z @v+1)!

este o functie descrescatoare in interyvalul (0,1). Se pot face obsenvatii ana-
loage, cu cele de mai sus, relativ la utilizarea mnui tablou al valorilor ilui
Ky(z) pentru delimitarea lui K,(z) — Ky(z) prin formula (28). Din
formula (13) si din Kof2) > 1 rezults

(30) Ki(z) — Ky(z) < 1,xe (0,1)

§i conditiile pentru ca tabloul sa dea o delimitare mai buni decit (30),

pentru z; < z < gy Sint ca zK (%) < 1. Alci £y sint numerele (22).

Daca ¢ — m — 1 aceasta conditie cu sigurantd nu este verificati pentru

orice x deoarece K, (£,—;) > 1. In cazul acesta nu poate fi deci vorba decit

Ca fabloul si dea o delimitare mai bund decit (30) pentru orice 0 < z < ol

§l oricez, ;< x <7}—. Conditiile necesare si suficiente pentru ca si
KJ,('Cm—I)

fie astfel se seriu
(31) Ei+1l<4(£j) < 1, s 0,1,...,?77,-—2.

Dam mai jos, in tabloul 3, valorile Iui K,(z) pentru valorile lui z care
Impart intervalul (0,1) in 10 parti egale si pentru 4 < n < 9,

Tabloul 3
n

X
0,0 3 53 6761804
0,1 285 4461675 5571044625
0,2 24 38288 4675136

0,3 1983 29740083 36059174583
0,4 16 23488 2808064
0,5 125 1796875 2119140625
0,6 093 131413 15295573
0,7 065 0896675  1030525553571428

0,8 04 05408 0614016

0,9 0183 02430083 02727179583 :

4,5 6,7 8,0

In acest tablou figureazi partile zecimale exacte ale valorilor functiei
K,(z). Partea intreagd este peste tot egals cu 1. Delimitarea Tui K,(z)—
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—Ky(z) cuw ajutorul lui (28) utilizind acest tablou, se face in acelas fel
cum s-a procedat la delimitarea Iui K,(z) cu ajutorul tablouwlui 2.

Coniditiile (31) sint indeplinite in aceste cazuri. In felul aritat mai
sus tabloul 3 di o delimitare mai buni decit (30) pentru

0 < 2 < 0,981996... (n = 4,5)
(32) 0 < z = 0,976276... (1 = 6,7)
0 <z <0,973452.. (n = 8,9)
respectiv.
7. Vom da si un exemplu numeric. Si calculam prin interpolare o va-
loare aproximativia a lui f (24,4584), funectia f(x) avind wvalorile din tabloul 4
de mai jos, tablou care contine si diferentele succesive ale acestor valori

X f(x) A A2 A4 AB
24,4 0,216198561343
- 168272307
24,5 0,216366833650 745715
169018022 768
24,6 0,216535851672 746483 5
169764505 773
24,7 0,216705616177 747256
170611761
24,8 0,216876127938

In acest tablou, pentru simplificare, valorile de pe coloanele diferen-
telor sint inmulfite cu 10'2. In calcule vom lua deci gi valorile functiei in-
multite cu 102, Aplicam formula (2) Tuind, n — 4, a = 244 h = 0,1,

Z =0, 584. Se vede usor ci in acest caz mumerele y, sint pozitive, Dac3
calculam: numerele (17) corespungzatoare cu 1 zecimald exacta, avem

5; = i) -
768 — 0,604 . 5 = 768 — 3,0 i 5 U = T65,0
745715 — 0,472 « 765,0 — 745715 — 36000

?

s — 745354,0
168272307 — 0,208 « T45354,0 — 168272307 — 1550336 . . .

¥, — 168117273,4
216198561343 + 0,684 < 168117273,4 —
= 216198561343 + 98180487,6. .. :

U, — 216296741830,6

Avem deci
(33) L (0,684) ~ 0,216 296 741 830 6

Dacad aplicam delimitarea (10) a corectieil ¢, avem in acest caz ¢ — 0,1
si fTolosind tabloul 1, deducem

(34) [ e <01 X 1,809 < 0,181

3 = Stludii si Cerceliiri
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Aveim deci
(35) 0,216 296 741 830 419 < L (0,584) < 0,216 296 741 830 781
prin urmare
(36) L (0,584) = 0,216 296 741 830 ...

cu 12 zecimale exacte.
Observim c# sintem aici in cazul cind putem aplica delimitarea (18)
cu ¢ - 0,1, Folosind tablourile 2 si 3 deducem

(37) K, (0,584) < 1 + 0,584 x 0,25 = 1,146

(38) K, (0,584) — K, (0,584) < 0,584 x 1,125 = 0,657

prin urmare

(39) — 0,0657 < ¢ < 0,1146

si se deduce

(40) 0,216 296 741 830 834 3 < L (0,584) < 0,216 296 741 830 714 6

care da o delimitare mai bund si totodata ne arata ci valoarea lui L. (0,584)
prescurtata la 12 zecimale este

(41) 0,216 296 741 831,

aproximatie care, fatd de datele problemei, este practic suficients.
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RPATROE COJIEPHEAHUE

(0 rounoeru YHCJAOBOTO BHIYHCJACHIA B HHTEPIHOIAIIT mpn HOMOIIHI
unorovaensa Hrworona ¢ PAZHOOTCTOANIIME Y 3JaMH

T. TIOIIOBHY, uxen aragemuz P, H. P.

B oroii padore noxasano wag {MOMmHO OTpANNYUTE ONTHOKI BEYICTCHIN B
BLIYHCICHIN SHAYCHUA MHOrOwIeHs Heorona (3). Beiducrenne mponssolures mpn
TIOMOTII AITOPATMA YRABAHHOI0 (hopyynaym (4), (5). B sipestusioe Brruuerenue
BXOAAT LPUGIUBITETLABE SHAUCHITA [y WICEH y,, BEAYIIHE K TpHOIHIUTELLIOMY
SUATEHIIO (/41 SHATCHHS MHOIOWIEH (3), ¢ HCLPABICHEEM ¢ JQHHBIM (hopdy:roii
(8), e ¢, aBrAnTC MEHPABIEHUAME umcel y,. I[OTOM IHOKA3AHO, B BARHLIX
HACTHLIX CIy4asx, 19T0 ecru y Haxolmred wemly 0, mw 1, orpaumueHme omudon
BRIYHCICIIS MOEET OLITh OGIETYeHO COCTABIGNHEM TAGTIL BIAUYCIIT (Tadamnr
1, 2, 3) (ymnmmii K, (x), Kz (%), K,(x) Taunsx (opmyaammn (11), (Z1); 29)
Jaeress 1 ofun ymeaosoii mpmep.

RESUME

Sur la précision du calcul numérique dans I'interpolation
par le polynome Newton a noeuds équidistantes

par
TIBERIU POPOVICIU

Dans ce travail on montre comment on peut délimiter lesierreurs de
calcul dans le calcul des wvaleurs du polynome de Newton (3). Les cal-
culs sont effectués a I'aide de I’algorithme donné par les formules (4),
(5). Dans les calculs interviennent des valeurs approximatives y, des
nombres yv et nous obtenons ainsi la valeur approximative Yut1 de la valeur
du polynome (3) avec la correction ¢ donnée par |a formule (8), ot ¢»
sont les corrections des nombres g,. On montre ensuite, dans des cas
particuliers importants, que si x est compris entre 0 et 1, la délimitation
des erreurs de calcul peut étre facilitée par la construction de tableaux
(les tableaux 1, 2.3) des valeurs des fonctions K, (x), K (x), K, (x) données
par les fTormules (11), (21), (29). On donne aussi un exemple numérique.




