ASUPRA UNOR ECUATII FUNCTIONALE
DE

TIBERIU POPOVICIU

Comunicare prezentatd la Sesiunea Filialei Cluj a Academiei R.P.R. din 18—21 dec. 1954

I.
1. — Sa consideram n + 1 functii de o variabild reala,
(1) folz), Tu(2),.., fy (2),

uniforme si definite pe o aceeasi multime liniara E.

Se zice ci funetiile (1) sint liniar dependente pe E dacd se pot
gdsi m + 1 numere (reale) c¢;, i = 0,1,..., nu toate nule, astfel ca S8,

n
avem E c;fi(xz) = 0, oricare ar fi z ¢ E.
1=
Rezultd imediat ci daci E are mai putin de n + 1 puncte, func-
tiile (1) sint tobdeauna liniar dependente.

Sa notam cu
PRI R L
2 / 5
() N (.'rl, L2, eaey, g

determinantul valorilor functiilor (1) pe punctele z;, ¢ E, i=12,...,n + 1
(pentru fixarea ideiilor i este indicele liniilor iar § al coloanelor). In par-
ticular

)= | Fi—t(2i) || tj=1, 2, 1

[t e
Lyy X9 5 0ee , Tl
este determinantul lui Vandermonde al numerelor =z, Iy, ...,&,y;, @T

(l,:c,...,:c”“l,i"
.:L'1,.I'2,...,.‘L'”..|_

}:V(x] s Tl cy Xnl)

P ek e e —
[z, . @2 w1 V(e ,2p,..., Tny1)

este diferenta divizatd a functiei f(z) pe nodurile ;, Ty ..., Tu¢1
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Acestea fiinid spuse avem urmatoarea proprietate:

Conditia mnecesardg st suficienta cq functiile (1) sag fie liniar depen-
dente pe mulfimea E este cd s avem

(3) v(fﬂ*/l"-==[!r =
€Iy ,.'L‘g,,...,-'I'r,+[
oricare ar fi Zye B i=1,2,.. g i e a1

Conditia este evident necesara.

Suficienta conditiei o putem demonstra prin inductie completd. Pen-
tru n = 0 proprietatea se verificd imediat. Va fi deci destul s aratam ca,
presupunind proprietatea adevarati pentru n Tunctii, ea va fi adevirati
si pentru n + 1 funectii, Trebuie si distingem acum doug cazuri: 1° daca
functiile
(4) Tld =101
sint liniar dependente este evident ci i functiile (1) vor fi liniar depen-

dente, 2° darcs functiile (4) nw sint liniar dependente, existid n puncte
Z;eB i = 1,2,. .n astfel ca

[0![[! ey ,'rn—[
o 1 v(‘rl'va---sInJ#O
nsa,
j fosiltsse s o
(o) V(xtw"(z.-..,l' ,x)_o

oricare ar fi z ¢ E. Deavoltind determinantul din imembrul intii al for-
mulei (6) dupad ultima linie si tinind seam3 de (5), se vede ci functiile
(1) sint liniar dependente.

2. — Daci functiile (1) nu sint liniar dependente Ppe E se zice ca
ele sint 7iniar independente pe B. In acest caz se pot gisi n + 1 puncte
Tyl =12,...,n+1 ale lui E astfel ca

f(bfl! g3 by /‘”
(7) V(TI,%.._,IW 20,

O conditie mai restrictivd decit liniar independenta se obtine atuneci
cind presupunem e neegalitatea (7) are loc oricare ar fi punctele dis-
tincte z,, Zo ooy Xy ale lui E Daci aceasts conditie este indepliniti
vom zice ca functiile (1) formeazd un sistem de inferpolare sau un sistem
(I) pe multimea E. Este usor de vazut ci proprietatea Sistemului (1) de
a fi un sistem (1) este echivalentd cu proprietatea cd pentru orice sistem
de n + 1 puncte distinete Lorlo=r12e iy 1, si orice sistem de n + 1
numere y. { = 1,2,. .. n+ 1 corespunzatoare, existi o combinatie liniari
a functiilor (1) §1 wna singura care ia valorile ¥, me punctele 2 G =
e R EATI

3. — Pentru simplificare ne vom Otupa numai de cazul cind E se re-
duce la un interval finit si inchis [a, b].
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Dacsd, functiile continue (1) formeazi un sistem (1), determinantul (2)

i . nu-si schimba
5 3 ati i b punetele T, &5, - -vy Tyid :
it reaza semnul atita timp cl 1 : : Zn . e
E;dfﬂgi lor de marime (de ex. ramin tot fimpul in ordinea lii;un<“i xi’égi
I<'3: ). Intr-adevar, si presupunem contrarul. Putem atunci g
bﬁ:n.cte-ig_ zf, z;", i=12,...,n+1 ale lui E astfel ca

’ & -"<...<.‘L‘"
Ly = et o GO S n+1

¥ ; [ ] i i LLEC I 7'ffl
}ﬂlfl)'--1)rl‘ =0 V.’Lof;ft’” " <0
V(x;',;ré,...,a:"_H 0, Ly Xy reesr Lpyy
A St = 12,...,n+ 1 determinan-
Daca punem z; = Lx;” |+ (1—.) &, © 14, ) Eel
tul (2) e‘s:li?e 0 f'uanw'ctie C:O‘If]‘t]ﬂrUJﬁ. ide X pentru \e [0,1]é e;st.z -pio.zigm.ﬂe«t;ﬁgg
- 2 o - ~ 07 5 0 . .p' i
= 0, 8i negativ pentru X = 1. Exista deci un }, I~ o
;cest |dé4termgin:arnt este nul. Insd pentru un astfel de ) punctele z; sint
distincte, ceea ce este imposibil.
4, — Si considerdam determinantii
o forfiseeesfa )
(8) Ao, fisoes )=V (x,a:+h, x+2h,...,x+nk

deci determinantii (2) relativ la puncte z; echidistante Acesti determi-
nanti sint definiti pentru orice z, = + nh e la, D].

Daca functiile (1) sint liniar dependente, de-teu"fn‘ina..nwpij (81 sint tt.(?:‘:
nuli, Reciproca; acestei proprietati nu este adeviratda chiar _-f:lzuca frlin.c;,)liu)
(1) sint presupuse toate comtinue. Astfel de ex., pentru functiile (n = .

. {- _2,—1
fo(z) = (1+z) (2+2), fi(z) = 1+z, [ = —2(1+7), ii [(—1 1)J
fo(z) = Fi(z) = fulz) = 0, ,
fim Ea fi(z) —— z(1—2) , [,(x)=(1—x) 2—2),  ze [1,2] .

= i ) ar fl
definite pe intervalul [—2,2] avem A, (z; fo, fi, f:) = 0, oricare ar

—2 < z, ¢+ 2n < 2. Totusi functiile f (z), fi(z), fu(z) nu sint liniar de-
pen-d;nfte pe intervalul [—2,2], ceea ce se poate verifica usor,

5. — Daca
(9) f,-(:r):xf,i=0'1,...,n—ls

determinantul (8) devine egal ciu
nin=) _n

| ! 2.',....(Ilﬁ1)!/l = Z(—])"_.'.(.?] fn(l‘"l‘lh)

i=0

anes » strui idenl usor
*) Acest exemplu mi-a Tost indicat de M. Minescu. Se pol ggn:htlg}{teu\;]a L oot
si alte exemple analoage. Articolul de fqta_es[e__rc.pmd\lf:ertﬂlrz:ll.zrco{)ec“vu]ui 218
énunuscris mai vechi reluat cu ocazia unei discutii avute in cac
gralie al sectiei de matematica a Filialei din Cluj.
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S_B .sl,je atunei ca, pe lingad ipoteze foarte generale, solutia generali a
ecunatiei Tunetionale e

2[ — | Jrt (;1)f(ll'+ifl) =) r2+nh ¢ la, ]

=()

esle un polinom oarecare de gradul n —1 Aceasta are loc. in particuiar

dacd f(x) este o functie continui sau daci f(z) este o fu:n‘cbie 111:31'0’1‘::111;5

pe un subinterval oricit de mic al lui |a, b]. ‘ .

5 Ne propunenr s3 generalizim aceste rezultate pentru cazul cind fune-

tiille (4) sint continwe si formeazi un sistem (I) pe intervalul [a, D]
Este vorba deci de a rezolva ecuatia functionals ' .

10) AnfosFiaeesifumt f)= 6 X, X +nhe [a, bl
in acest caz. .

. 6. — Von:n §ta-bili intli o identitate care ne va servi si care este gene-
Ial‘l‘za}:ea. unei identitdfi analoage relativi la diferentele divizate ale unei
funetii. ’

L ga clonis.ldera.m - 2-punete x;, o, . s T,.o 81 determinantul de ordi-
; n -+

Jolz) fi(z) see f”"l{'rlj i) folay) [i(xy) oo i)

fn(‘rz) [1(2) o Ju-1(g) [(x2) 0 0 S 0
folxa)  fil2s) ... famils)  f(rs) 0 0 G
/jn(xi—-l" [l(-T('—lJ Jj‘ar-—l(xi—il). f:(r:-e;J . .0. = U g ' .U-
ff](-ri) Ji(xi) R o) [(a:) folx1) [i(xi) e )
folxegr' Jil@ip)  oo. faoilzig) f(xig1) 0 0 0

lo(xiga) Ji(wige) ... fuei(zipe)  [(zigs) 0 0 R o0
fﬂ(xrz-i-lJ .{1(33!1-{-1) 0N ]fnﬁf(xn%-l) f(rmi»l} | 0 8- O = . 'U .
fﬂ(-Tu-l-Q)' /[(-TrH 2) e /n_t(-l‘n-ler f(-rn+2) /‘(}"Iu-!-ﬂ) f\l(:('"-l-?) s f’l**l('r“-!-ﬂ
8 0 e 0 0 /iu(»“\"z] fi(22) stk S il )
s 0 e 0 0 fo(xz)  [i(a3) oo In=1(T5)
Gyl 45l 0 folmict) filme) ... failm)
: 0 L 0 O o) folaan) oo fai(oig)
0 e 0 0 To(xige) fi(xipe) .. [fu—i(xige)
0 0 Hic 1 0 0 f()(ln—g—l) /‘[(-I'n-i-l) sie s }:n;l(-:fn-.l— )
T ;&1:122 ;51 z ;i 7;2 ++ ll,Si se vede care este structura determinantului pen-
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Se werificia imediat cd acest deternminant este egal cu 0. Dezvoltindu-1
dupd regula Ini Laplace aplicatd la primele n + 1 coleane se gaseste

[l’lr )‘l y ale ‘I.":—I !f‘ o

(ll} '\,"j‘-ﬂl}|! '1}"!'*1 }\J"
Xo, X3 5000, Lyt Tt X2 w ven gy Ti=l 3y Lif| 3 LiF2 5+ ¢ - y Lnf2

—*\f(‘ e e o ]V(/‘(,,;.,...,/,,_1,;]Jr
: Ty T3y ooy Limi 5 Lidkd , Tid2, oo o 3 Xpf2 Ly, Xp oo Ll
e ;7\’,‘ )10,}1,...\}}1—] )Vf(],/;,,..,ll,[_l,}
(X1 X2y 0 ooy Lie] ) Litl, Lid2y o 0wy Tl Loy X3y ooy T2
§i se vede cum trebuie modificata aceastd formulda daca @ = 2 sau
i=mn+ L

In particular dacz avem (9) formula (11) devine formula de medie
a diferentelor divizate

(npo=) [0 0 s o i BTy LAy THEDly o ome LD 5 f1
=(zi—x )X s T2 0ee s Tt fl4(xpto=xilzs, 5, e ;@0 g2; il

7. — Formula (11) ne arata ca

Dacd functiile (4) formeazd un sistem (1), condifia necesard §i sufi-
cientd pentru ca functiile (1), sd fie liniar dependenfe pe subinultimen
finitd x,, oy« %, (M =2 n + 1) a lui [a, D] este cd sd aver

\/(fu, il .---?/'u—lvfn)i- i=1,2, ..., m—n
iy Lifl y + -0y Litn Ui ]

Dacd ne referim acum la ecuatia (10), gasim ca

Dacd functiile (4) formeazd wn sistem (I) si dacd functia f(x) veri
fica ecuatio functionola (10), avem

V(/'o. Jioeoesfast ’f‘]..—fo

Lfy, Xpy ov oy d Cn+1 )

oricare ar fi punctele z,, Ty,...,%,4, € la, b] care se divid rational.

Punctele z; se divid rational dacd diferentele z,—z, sunt proportio-
nale cu numere rationale.

Rezulta cd egalitatea (12) este verificatd pe orice grup de n -+ 1
puncte dintre care fiecare divide rational intervalul |e, b]. Dacd in plus
presupunem ci functiile (4) si functia f(z) sunt continue pe [a, D], se
vede, printr-un procedeu de trecere la limitd, cd egalitatea (12) este verifi-
catd pe orice grup de m + 1 puncte ale intervalului, deci

Dacd functiile (4) sunt continue si formeazd umn sistem (1) pe inter-
valul la, D], solutia comtinud generald a ecwafiei (10) este de forma

12)

(1‘3) f($J=L'nfn($)+C[f|(x)+ i +Cr1—lfr171(x)|
unde ¢;, { = 0,1,...,n — 1, suni constante oarecari.

Intr-adevar, pe de o parte, este suficient sa scriem egalitatea (12)
pentru n puncte fixe x;, z,,...,z, si un punct variabil z;,, — z si, pe

de altd parte, orice functie de forma (13) verificd ecuatia (10).
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8. — Particularizind functiile (4) obtinem diferite enunturi particu-
lare. Este inutil si insistim asupra cazului (9) care este bine cunoscut [2].
Sa& mai semnalam exemplele:
1°. Funectiile
fo(z) = sinz, f, (r) = cosz

sunt continue si formeazi wun sistem (I) pe intervalul [a, b] unde
V=a < b =50 —ag< 7. Imfr-un astfel de i‘n:t'e-mlal solutia continua
generala a ecuatiei
Tifo) == 2eoshf(z--h) + f(z+2R) = O
este deci de forma c, sinz + c,cosz.
2°, Functiile
foz) = 1, f (z) = sinz, f:(x) — cosz
sunt continue si formeazi un sistem (I) pe intervalul [q, b] unde

0<a <D= 2q b—a < 25 Intr-un astfel de interval solutia continui
generald a ecuatiei

f(x) — f(x + 3h)= (2c0sh + 1) If(z + B) — f(x + 2n)/

este ideci de forma ¢y + ¢, sinz + ¢, cosz.
Este msor si generalizam aceste exemple luind ca sir (4)

sinz, cosz, sin2z, cos2z ..., sinnz, cosnr
san
1, sinz, cosz, sin2z, cos2x , ..., sinnz, cosnz.
9. — Ne propunem acum si demonstrim ci rezultatele de la nr. 7

rémin valabile daci in loc si presupunem ca functia f(z) este continui
pe la, b], presupunem numai ci ea este marginitd pe acest interval.

S& presupunem deci ci functiile (4) sunt continue (deeci uniform
continue) si formeazi un sistem (I) pe [a, b], ca ecuatia (10) este verifi-
cald si sd presupunem deasemenes ci

[f(z) | <M, z ¢ la bl.

Vom demonstra ci atunci functia f(z) este continud pe intervalul
la, b].

Fie z, un punct al intervalului $i @), ay...,2, ,, n—1 puncte dis-
tincte si diferite de Z,, apartinind deasemenea Iui [a, b]. Avem

R

all “2) ® wely O.'.”_], ID
5 s ci v F00 fi e it ; ;
Dacid observim ca V l:c‘ L . este o functie uniform con-
22y, Ly | I .
tinua de z,, z, ... » &, rezulta imediat ca oricarui numar pozitiv - si ori-

cdrui numar pozitiv p < |A|, putem face si corespundi un numéar pozitiv

¢ astfel cd dacid z ¢ (g — 8, x, + 8), ac; efai— 2, oy +8), i =12,...,n—1,
S8 avem _ ; T
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r’ml‘aé"“’an_
: T e P et e | e
]{foufl; ‘s/u L ) - VU'/LL' '-,}rz l, i
”(;Cn”'\ L0y Oy Oy ooy V X0 W 2
lv( ; ,f"'f","“f,"—' . ; ] T =12 ]
Lo i0y ®py gy 0y 0 10 B g B pgre s ay g 2(n—1)M "’ -y

Pentru un z ¢ (2, — 8, z, + 9) dat se pot totdeauna alege punctele «’;
astfel ca punctele o, o’,,..., 0|, 2, = si se dividd rational, Avem
atunci

\;(ffll l,'---af”‘—'l»f }:0
Fp Gy v vvy &y py Xy T
din care se deduce

[f(.ﬁt‘o)—f(m)] vV Pxﬂ[;,j;:;l ,AO.C’- ) /n;’] ] e

2000 |
3 .--l--'lffl*-l f,f:---»[u—I ]
e | vl ) vl )]

n—I| = . o
s i }"Uqlk].---,fn—l }

A == L He, H ’ '
| 2:‘:1; (== LK ,)V(x, xﬁ,ocl',oc,',_,,,oa;_[,ocr.+l_oci+2,.,,,c¢rl_]

Die aici rezultd ca

, I pe (n—1)M [Le 1
| Faco) — () | <[T?+ E 2(i—DM =&

pentru | z, — z < 4, ceea ce demonstreaza continuitatea functiei f(x)

pe punctul x. ‘

Avem deci urmétoarea proprietate

Daca functiile (4) sunt continuwe si formeazd un sistem (I) pe inter-
valul la, ], solufia mdarginitd generald a ecuafiei (10) este de forma (13)
unde c¢;,, i = 0,1,..., n — 1 sunt consltante oarecari.

Din demonstratia precedenti se vede ci este destul chiar si presii-
punem numai cd f(x) este marginit numai pe un subinterval oricit de
mic al lui [a, b]. Acest lucru are loe, in particular, dacd f(z) este continuu
pe un singur punect,

II

10. — Vom wzice ci o functie F(z,y) de doud variabile reale z si y este

un cuasi-polinom dacd ea este sulma unui num@r finit de functii de forma

f(z) g(z), deci suma unui numir finit de produse de o functie numai de z
si o Tunctie numai de . Un cuasi-polinom este deci de forma

(14) Fay)= 2 fi(z)aiy).

=1
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2 D:a-ria '%4(:1:, !./). ars: un numar suficient de derivate partiale, conditia
necesara si suficienta pentru ca s& fie de forma (14) este ca si avem f'%.]

af-[—jl.‘
0x'dy! || ij=01,...,m
In cele ce urmeaza nu vom face ipoteze atit de restrictive asupra lui
F(z,y). v h
11. — Vom presupune ca F(z, y) este definit pe o multime convena-

mla.‘t_ln g‘,e\n.e-rrall pe o .mtuld‘;ilrne E de puncte (z, y) din plan astfel ci =z
apartine 1_1‘11('31 multimi linfare E,, si y unei mwultimi liniare ®, (deci pe pro-
dusul cartezian al multimilor &, si B, .
Cuas\‘/'cmml'zme- cj m este gradul cuasi-polinomului (14). Este clar ci orice
S1-polinom de gradul m este deasemenea i i i
i un cuasi- J il
g polinom de orice
Vom zice cd cuasi-polin
omul (14) este de gr i a
T gradul efectiv m dach

(15) f[(‘r)l /"_)(3:], ssea gy fm(‘r)

sint liniar independente pe E, iar Iunctiile

(16) g (y), 8:(¥),..., &8 (¥)

sint liniar independente pe E,.

?ez?tr}n ca,.o. functie s fie un cuasi-polinom de gradul efectiv 1 este
Fe-ce;&:u si &.u‘flmen.t ca ea sa nu fie identic nula si si fie produsul unei
unctii n'wm.alltde z cu o functie numai de y. Funetiile identic nule sunt
singurele cuasi-polinoame de gradul efectiv 0.
et ‘];)iz;;:z, c;a.s»l(;po}f-mo-Tul (14) nu este de gradul efectiv m, cel putin unul

mele de functii (15), (16) este format din funct:' iniar
dente. De aict rezults ci ieh 1]

Daca cuasi-polinomul (14) nu e ‘ j

; y 71 - ste de gradul efectiv ‘ :
cuasi-polinom de gradul r < m. . o e,
enaSa fpresupun'em, de exerjn.plu, cd functiile (15) nu sunt liniar inde-
bendente. Atunci se poate gdsi un numér r mai mic decit m si r functji
i(Z), gu(2),..., @lz) astfel ca ’ '

[i(@=ci1@(@) +copp(@)+ - - - +eirpr(x), i=1,2,...,m
unde ¢; ; sunt constante. Avem atunci

F(x, y)= prf(r) i (y)

unde =i

Wy)=crigiy) tenigl)+ - Femignly), i=1,2,...,r.

Mai jos vom preciza inca i
: a notiunea de er recti : .
linom., grad efectiv al unui cuasi-po-
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12, — S&a punem
-rl Ig.---.xm+ll L - )
D (?h:yg, coen Ym41? F)“ I By lig=tz... mb1
unde &y, By e s L sint m + 1| puncte ale lui E, iar ¢y, ¥s, - s ¥ p41

m + 1 puncte ale lui E,.
Orice cuasi-polinom de gradul m wverificd identic ecuatia

mlv:er---smm-l-]‘ o =
(£7) ik (yl,yg,---,ymﬁ’}"] ¢
pe E. ;
Putem stabili si reciproca acestei proprietati

Orice functie F(z, y) care verificd pe E ecuatic functionald (17) este
un cuasi-polinom de gradul m.

Demonstratia este imediata céci daca (1
F(z,y) este identic nuld, sau se poate gasi un numar natural 7,

7) este verificat, sau functia
= 1 m;

r puncte z,, Zs,...,%, ¢ B, si 7 puncte ¥, ¥5,...,¥,¢ E, astfel ca
D:D(x];xz,-..,xr; I:] U
(-18) Yir Y2 oo+ Yr 7
51
I[,xz,...,xr,x._ :(
(19) lyl,yz,...,yr,y ’r] )

oricare ar fi (z,7)e E. Daca se calculeaza valoarea lui F(z,y) din (19),

se obtine proprietatea enuntata.

Dacd r este numarul determinat mai sus putem afirma céa funetia
este um cuasi-polinom de gradul efecliv r. Intr-adevar, fie A; ; minorii
determinantului din membrul intii al neegalitatii (18), deci ai determinan-
tului D. Identitatea (19) ne da

=
F(x,y)= 2, (@) gi(y)
i=1

unde, de exemplu,

[i®)=F(r, yi), gf(y)j%Z(fl)*‘““' Plas, y) Asyty i=1,2,...,7

§=I
si liniar independenta tunctiilor f;(z) si a functiilor g;(y) se verifica ime-
diat cu ajutorul neegalitatii (18) si a unei proprietati bine cunoscute a

determinantului adjunct.
Daca E, are mai putin de m | 1 puncte sau daca E, are mai putin

de m - 1 puncte, orice functie F(z,y) definitda pe E este un cuasi-polinom
de gradul om.

13. — Putem acum pune in evidentd proprietatea caracteristica a gra-
dului efectiv al unui cuasi-polinom
Un cuasi-polinom de gradul efectiv m

gradul m, < m.

nu este un cuasi-polinom de
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10
Este evident suficient si demonstram ca cua

dul efectiv m nu i
. v boate fi un cuasi-pol; [
tla rezulti imediat din formula, Sl

Si-polinomul (14) de gra-
gradul m — 1. Demonstra-

Ly, Loy v vwy X f ; f
et T » L y y ) y
Intr-adevar dacs funetii pliremd. s

\ tille (15) si f ii ini
d:ent.e p%hf:er.n alege punctele x; si i)‘u’n.ct;mtme il e
sa fie diferit de VAo e i ey
Gradul efectiv se mai poate definj Si ca

indepen-
membrul al doilea

numarul minimum de ter
' e ter-
et mek ma (14). Cu aceasts definitie avem pro-
Conditia necesard si il i
‘ 1 St suficientd pent ; ]
A meoe Pentru ca cuasi-polim ‘s
g fg’afﬁ‘.efeciz? m c?ste ca functiile (15) sq fie zmz'cf;' _ﬂ?nul e
“x §t Junctiile (16) linigr independente pe E e
e

14. — Pentru simplificare sx
2 e plificare si : 2
unghiul inchis RS2 <0 ¢< yprﬁsgmnem cd E se reduce Ia drept-

Putem considers funectii F(z, ) pentru care avem

(20) D ('rl1 l‘z, .;- vy X ™
. yl>yza-_’v-,yn1’P)¢O
Oricare ar fi punctele z
Lhy: oy b @ la, b] distj i
Varoo oy € e, d) distinete, O it ¢ : e 2
2, e L, astfel de functie generalizeazy s -
(1) de functii de o variabild. Se vede usor ca da‘cé,gin e;?ilstzeFa?i ;;Stelrfe]e
3 : ; este o

J Imua s pa‘ a 1 Tra
| ti C t 1 t n T rt C S1 In t c d C e
5 5 ! y ’
Ci rapo: b, 1 rapon u S1 aca Se p]

supune, xempli. o5&
<p e’<dz exemplu, ca avem tot timpul 7, < Ty <..<uz
.., 5 r ; = oy 8y
bria a-ceastamestg Iéaggu;n:;q.g;?eflp (2[1) pastreazi un semn (;gr;s%{;n? ;{é;
ter,mina. = 3 ; ‘vam ca pentra Ui =2
l_ltuI nu schimba de semn si ca este as{f 1 si o R .1‘1xe de-
., M fixe, > el §1 pentru z;, i = 1,2

Sé consideram écuatia functionals

(21) D (% x+/z,x+2h,.....rrmiz,
Y yt+k y+2k, ..., Y-+mk> FJ =1
unde z, y, h, k iau toate valori
: 5 ) orile astfel cz : - g
51 m este un numir natural fix, AT S b e e
J]T.jm;em atunei demonstry Proprietatea
acd ] ] 3 nbinug
e dai-z:ing;ayfr(;fcg)pzsg f;gtz?%uf N raport cu fiecare din variabilele
) U | @ ‘ i Drietate, ] ] ;
este Dwn cuasi-polinom de graduyl e?@ctz’v ﬁf lethepii ik o &
ack lasam fixe pe v sj in T tarte i
e Pe ¥ sl k, din rezultatele din partea I a acestei lwerari,

D(.Z‘;,-I—’g,--.s-rm+l N
y,y+/e,...,y+m/6’r) =4

oricare ar fi z. | =
Tie l@,0], i = 1,2,.... m+ 1. Pentru aceasta este destul sa
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punem f;(z) = F(zy+ik), i = 1,2,...,m, f(z) = F(z, y). Dacd apoi fixam
punctele z;, Ty,...,%,4; »i punem fi(y) = F(z,y), i = 1,2,...,m,
fly) = F(z,y), deducem

I|.121---v$m+1.1:] =U
Yi, Y2, - o s Ymt1’

oricare ar fi z; ¢ la,b], ¥; ¢ lc,d], i = 1,2,...,m + 1.

15. — Ne propunem s determinam functiile (15) si (16) astfel ca cuasi-
polinomul (14) s& fie o functie simetrica de z si .
Intr-o lucrare mai veche L. J. Magnus [I] a aratat, folosind cal-

culul diferential, ca in acest caz
(22) f{x)=ai18(x) +aiog.(x)+ -+ +aimgn(x), i=1,2,...,m

unde a; , sint constante astfel ca a;; = @; ;.

Vom relua problema fard a face ipoteza de derivabilitate asupra func-
tiilor considerate.

Vom presupune cd functiile (15) si (16) suné definite pe o aceeasi mul-
time liniara e (deci ca E, = E, — e), avind cel putin m puncte. Rezul-
tatele lui L. J. Magnus sunt atunci generale.

Intii este clar cd dacd (22) sunt verificate (cu a;; = a; ;) cuasi-
polinomul (14) este simetric. Ramine sid examindm reciproca acestei pro-

prietati.
Sa presupunem intii ca functiile (16) sint liniar independente pe e.
Putem atunci gdsi m puncte z,, z,,...,* e e astfel ca

V:!—=v g!!gb----gm #O

xl:-'f?,---;\rm
Simetria lui (14) permite sa scriem

m m

Zfi(:r)gf(a:k)= Z}"r(mk)gf(:n), F=ill 0
=i =]
care ne aratd cd functiile f,(z) sunt de forma (22). Rimine si aratim cé
Qi, =y, i -

Tinind seami de (22),
identitatea

simetria cuasi-polinomului se exprima prin

S (ai, j—ay,) [g/x) gily) —gdx) gAy)]=0 .

i
Dind lui z si y valorile z, si z; respectiv deducem un sistem de (?J

ecuatii liniare cu (gz) necunoscute a; ; — a;, ; . Determinantul acestui sis-
tem este format cu minorii de ordinul 2 ai determinantului V*. Se
stie atunci cd acest determinant este o putere a lui V* (afard de semn,

este egal cu V*m+!) Rezulti cd Qi = G = 0, % 7 = 1,2,.. .,m,
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Functiile (22) sunt liniar independente daci $i numai dacid determi-
nantul coeficientilor a, ; este diferit de 0. Putem dar enunta proprietatea
Conditia necesard gi suficientd penirw ca cuasi-polinomaul (14) de gra-
dul efectiv m, sd fie simetric este ca sd avem (22) cu determinanitul | @i, g
simetric si diferit] de 0. '

Daca functiile (16) nu sunt liniar independente rezultatele precedente
nu mai au loc,

Stim cd atunci (14) este un cuasi-polinom de un anumit grad efec-
tiv.7 < m si proprietatea se aplicid cuasi-polimonului pus sub forma munei
sume de r produse de o functie numai de z cu o functie numai de 7

In definitiv se va deduce urméitoarea proprietate

Pentru ca un cugsi-polinom de dowd variabile x, Y, sa fie simeiric, este
necesar si suficient ca el sd fie o formd biliniard simetricd, in raport cu
P1(X), P3(%) 5eeey @), @1(W), Pa(y)s-e.s o/'y), unde r si functiile qx)
sunt alese convenabil,
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RPATROKE CONEPHRAHIE
0 pyusmmonaanumx ypasnennax
T. TTOITOBHY

B uepnoii yacrn padorn moxasamo, wmo ecun (pyusumm (4) HempepLIBUE it
LIpOBEPAIOT UEPABEHCTBO (5) MM BEARO CITCIEML PARIMINLE TOTerk X NITEPBAIA
[a, b], odutee orpammuenioe paspewern e, (pyBEIIOIATEIOrO ypaBsHenus (10) meer
opuy (13), rlle ¢; ABIAOTES KOHCTANTAMI. Ounpelternrexs (5) ompelenin (op-
MyToii (2), a LEpBEIT wien ypaBHeHTs: (10) (opuymoii (8).

Bo sropoii wacTi paorni Gepém ywiimm (opyur (14). Dry (ynrmmo v
IABEIBAEM qUAS] MHOTOYIGHOM CTENCHN /7, CTOLENL GyAYUIl UA3RAIA afiperTHBHOI
e pyurtmr (15), ¢ ofwoii eropoHnr it (pyumsuirm (16Y, ¢ Apyroii croponm
JUHEHHO HesapueoMbl. Quasi MHOTOWIEH Cremem OXAPARTCPABOBAN | ()Y HELIO~
HAIBHEIM ypasueunes (17), rle nepseii wien onpefleren Buawaze 19-1o HOMEpA.

Jumeiinas HesaBNCHMOCTS ()Y LR (15) m (16) meodxoMuma u Jocrarowin
AL TOT0 4To0BL /. OBLT GHL HerTuBiol crenenpo. Kean [ (%, y) mempepiBen
B OTHOIEHUIT ¢ x U y (oriennHo) un Hposepaer mAGHTITHO oruomenus (20) e
TOURAMIL X; DASIHYHLINIT I TOTRAMI (f; PABLITHRIME 1T (21), ou sinTseTes quasi-
MHOOWIEHOM AP(eRTUBHOIT cTeHeHT /M7,

B roune Jeraen npmmenenne ompefiens CIHMMETPHTHBIE ([(1aS]-MEOI0WIEHEL.
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RESUME

Sur quelques équations fonctionnelles
par

TIBERIU POPOVICIU

Dans la premiére partie de ce travail on démontre que si les fonc-
tions (4) sonf -continue]; et vérifient I'inégalité (5_) pour t9ut srys'tt.eme de
points distinets x; du intervalle [a, b], la solution bornée gelielq'le Ide
i’équation fonctionnelle (10) est de la forme (13), oy ¢; sont des ‘con‘stc{nt%s.
Le déterminant (5) est delini paé‘ la formule (2) et le premier membre de
@ B 0) par la formule (8). .
ltquf)izllgl; ﬁ S)c-é)onde partie du u?a.vail nous considérons des lonctions de
la forme (14). Nous appelons ure telle fonction un quasi-polynome du deg}'te
m, et nous disons que le degré est eliectl si les .[OI'ICfZIOHS_ (1'5), d une paLlJ )
et les fonctions (16), d’autre part, sont 11|nea1,r’emen_t indépendentes. Un
quasi-polynome du degré m est caractérisé par I'équation fenct_lopell_h: (1 é}'
oy le premier membru est déiini au début du nr. 12. La lmean_e inde-
pendence des fonctions (15) et (16) est nécessaire et suilisante pour que
soit le degré elfectif. Si F(x, y) est continu par rapport x et par 1appott
a y (séparément), s’il vérifie identiquement les ’1:e1.f.|t'1o.n_s (20) (LEl,\fe-cr des
points x distincts et des points y. distincts) et s’il vérilie aussi I'équation
(21), il est un quasipolyname du degré eflectil m. )

Puis nous faisons une application en déterminant les quasi-polynomes
symétriques. :

4 — Sludii si Cerceliri




