CONDITII DE DEPENDENTA LINEARA
PENTRU TRET FUNCTII

DE

FRANCISC RADO

Comunicare prezentatd la Sesiunea Filialei Cluj,
a Academiei R.P.R. din 18—21 decembrie 1954.

Se poate stabili usor ca functiile reale ¥(z), G(z) si H(zx) atunci §
numai atunci sint liniar depenidente, daci

F(z) F(z+h) Fix+k)
G(z) G(z+h) G(z+k) | = 0,
H(z) H(z+h) H(z+k)

z, h si k fiind mumere reale oarecari, Se pune intrebarea, dacad aceasti
conditie r@mine suficientd si in cazul particular k=2h.

Tov. prof. T. Popoviciun a dat un exemplu, care arati cid raspunsul
este mnegativ, chiar in cazul functiilor confinue. D-sa a demomstrat ci,
punind conditia suplimentars

F(z) F(x+h) ; i
G(z) G(z+h) | # 0 (z §b b numere reale oarecari),

ajungem, la conditii suficiente pentru dependenta liniard a trei functii
continuel),

Se pune problema, dacd aceastd condiiie suplimentard nu s-ar putea
inlocui cu conditia ca un minor «de ordinul intii si fie tobdeauna diferit
de zero. Vom ardta mai mult: Dacd functiile continue ¥(z), G(z) si H(z)
se anuleazd deodatd numai in puncie izolate si daci conditia de mai sus
este werificatd (in cazul k=2h), atunci aceste trei functii sint liniar de-
pendente. In demonstrarea acestei teoreme avem nevoie de proprietitile
unui anumit sir de vectori si deaceea in pumctul 1, se face un studiu
preliminar, care insd poate avea interes si in sine.

1) In lucrarea tov. T. Popoviciu, care apare in acest volum (p. 37), se trateazi
cazul unui numar oarecare de [unctii.
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V_qm ‘da_. un exemplu, care aratd cid teorema nu este valabili pentru
funetii I(Eomltl-vrme In general gi nici penfru functii misurabile sau marginite
Daca ludm pentru H(z) o functie determinati, care nu se anu‘leazé'
pe axz'i reald, atunci teorema stabiliti permite si scriem solutia continui
generala a unor anumite ecuatii functionale cu dou# funectii mnecunoscute

1. — 8a consideram vectorul wertical
On

n = Bn )
TH

unde ¢,, B, si T, sint numere reale nu toate trei nule si urmatorul sir

. Ay, Ay, - .. y Qny o oey (1)
care verificad conditiile:
Op—k  Up  Optg
J Qu—k Qn Qntk J E= Bu—k Ba Butx =0, (D<k\<"7=”=1,2=---) ) (2)
To—k  Ta Tnt

Definitia I. In aceastd nota sirul partial

Qs Qrtgy oovy a!l].,, s (.3)

extras din (1) este numit lanf, daca

ﬂ) I anp Qn an, I =0,

q
D, g si r fiind numere naturale oarecari.

b) adaugind incd un veetor al sirului (1) la sirul partial (3) proprie-
tatea a) nu mai are loc. ’ ‘

Definifia 1I. — Daca pentru indicii sirului partial (3) avem

m <1, mp—np1 L2, (p=2,3,..),

atunei zicem eca sirul partial (3) are propri 8 ]

. S ai prietatea D sau cd est

partial D. yees
. . . . . A . = i

_ uJDmrtae doi termeni consecufivi ai sirului (1) cel putin unul apartine

siruluii cu proprietatea D. Proprietatea D refers 1a o i | l

sirul : : i se refera la demsitatea sirulul

partial (3) in sirul (1). G

] ?11111 finit g1, AmA-210e0y A 40 S€ MUMeESte un fragment al sirului (1) de

tP nuglme n, Vom vorbi gi despre proprietatea D g sirmluj partial (3) rela-

! o 2 i ek e v 5 2

iva la un fragment: sirul partial (3) are proprietatea D in fragmentul

.E.I’." +1o Gmi2 -1 Amen s -d.ap?_t dintre doi %zrmieni conseeutivi ai acestui

iragment cel putin unul apartine sivului partia. (3). i

A V_eect_c.)-rl.f. Uy S a, aisivului (1) atunci §i numai atunci vor #i consi-

derati diferiti,daci componentele lor nu sint proportionale. Din punctul

nostru de vedere vectorii |

o ko
B | si |[F#B
T kT
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sint egali, Doi termeni din sirul (1), care reprezintd vectori egali in acest
sens, vor fi notati in general cu aceiasi litera. Vectorii distincti ai siru-
lui (1) vor fi notati cu a, b, ¢c,...

Se aratd usor: Aceasts conventie se poate face deoarece vectorul nul
nu figureaza in sirul (1). In cele ce urmeaz prin veste vom infelege un
vector din girul (1),

Lema 1. — Dacd a si b sint doi vectori diferiti si
!abc[=0, !ﬂ‘bfl‘=0,
atunci avem :
jecadl =20 si B tdu|S =0
Lema 2. — Vectorul z apartine lantului L, dacd pentru doi vectori
diferiti @ si b, continuti in L, avem
@bz =0

Fie c¢ L, d ¢ L. Trebue s aratdm cid

| ez = A
Dacid c=a si d={, lema e triviala. Putem deci presupune ca ¢ Za (d #b
se trateazi la fel). Din |a bz | = 0si|a b c| = 0 rezulta ‘o ic.a] = 0.
Din a # ¢, ﬂac:r|=0:§i'acd| = ( rezulti |-cda:[:0.

Lema 3. Daci lanturile L sl L’ contin doi vectori conuni diferiti,
atunci ele coincid.

Fie @ si b cei doi vectori comuni §i z un vecltor oarecare. Daca
| @ b 2 | = 0, atunci pe baza lemei 2, 2 ¢ Lsiz ¢ L’. Dacd |a D z } Z0
atunci din definitia lantului rezultd c& vectorii @, D si = nu fac parte

dintr-un acelas lant, deci z ¢ L si z ¢ L.

Consecintd. — Totdeauna existd un lanf bine deferminat, care con-
tine doi vectori distincti ai sirului (1). Intr-adevar totalitatea termenilor
an» Dentru care avem |a ba, | =0 formeaza acest lant, Bl se numeste
lantul generall de a st D.

Lema. 4. — Orice lan} confine o infinitate de termeni din (1).

S4 considerdm 'lantul L generat de a, =a §i @, =0 (m<n $i a # D).
Din ipoteza (2) si lema 2 rezultd ci @y, e L. Daca dy_p, # b, din
| = 0 rezultd cd ag,—om € L, daicd @g, , = 0, din
0 rezultd a,, s, ¢ L. Continuind acest procedet
crescinzi care apartin lantului L.

‘ an O2p—m A3n—2m
i Oy Qopn—m Qdn—3m ]
gisim un sir infinit de termeni cu indicii
Observagie. — Am considerat dela inceput sirurile partiale (3) infi-
nite, pentrucé orice lant este infinit. ;
Teorema I. — In sirul (1) existd uwn lanf cu proprietatea D,
Demonstratie. — Presupunem ci in girul (1) avem doi vectori diferiti,
cici in caz contrar teorema este evidentd. :
Vom demonstra intii teorema I, pentru fragmente: pentru orice frag-
ment al sirului (1) existd un lant cu proprietatea D in acel fragment.
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In baza ipotezei (2) teorema este adevarata pentru orice fragment de
lungime 3.

S8 presupunem c# teorema este adevirati pentru fiecare fragment al
sirului (1) de lungime n—1, Ar#tim o3 ea este adevdratd pentru frag.
mente de lungime n. Fie

Ami1, Om42, -, Aptn (4)

un asemenea dragment. |Sa considerim fragmentul

Amt1y Amd2, - ooy Qi (SJ

61 84 notam cu L:f"ir un lant cu proprietatea D in fraigmentul (5), iar cu
Lp—; partea lantului L., care aparfine fragmentului (5).

Fie b vectorul de la capdtul din dreapta al lui Ly,

Mergind in L,_, de la dreapta la stinga, fie b, primul vector initlnit,
diferit de b. Deoarece L, ; are proprietatea D, unul din cei doi terment
ai dfragmentului (4), care urmeazi imediat dupé b, spre dreapta, trebue
s aparting Iui L,_,, deci wnul din ei este cu sigurantd b. Prin urmare
avem urmatoarele dous posibilitdtl pentru acesti termeni:

b b, sau b, b

Vectorii ® si b, fiind diferiti, din ipoteza (2) si lema 2 rezultay ci in
locul punctului avem un vector din Ly—; . Dacd la prima posibilitate locul
punctului ar fi ocupat de Qpin » AbUNCI am avea a,y,e L, i teorema
ar fi demonstratd pentru fragmentul (4); acest caz poate T deci lisat la
0 parte. Avind in vedere ci vectorii din Ly—; , situati la dreapta lui b,
sint egali cu b, rezulti ci la amindous posibilitatile de sus in loeul punc-
tului avem vectorul b. Putem enunta.:

Dacd L,_; contine un wector diferit 5, atunei in sirul finit o
vervs By g SING doi termeni consecutivi, fiecare egal eu b,

Din ipoteza (2) 51 lema 2 rezulti deasemenea ci termenmul sirului (4),
situat nemijlocit la stinga lui b apartine lui L, ;.

Si deosebim urmétoarele cazuri:

a) Toti vectorii din L,_; sinf egali cu b Lantul generat de b sia
satisface proprietatea D in (4).

b) Avem in L, ; tenmeni diferiti de b, dar ei nu au ca indici numere
intregi consecutive, Fie darisi b 1 brimul vector diferit de b, pe care-1 in-
tilnim in L,_; mergind de la dreapta spre stinga. Am vizut ci imediat
la dreapta Ilui b, avem b, dar imediat la stinga un vector din I,_ |, deci
tot b, pentrucd in cazul de fatd doi vectori din L ,_;, diteriti de b, nu pot
i consecutivi, Rezults, Cé, suprimind weectorul by, din L, ; se obtine un
$ir finit, care incd (mai are proprietatea D in (5). La fel putem suprima
toti vectorii din I, , , care sint diferiti de b si obtinem wn sir finit cu
broprietatea D in (5). Exact ca si in cazul m) lantul generat de b 81 @
satisface proprietatea D in (4).

m42r @pta

m--n

CONDIT!II DE DEPENDENTA LINEARA PENTRU TREL FUNCTII 55

o

¢) Avem in L, _, doi termeni diferiti de b cu indici numere intregi
consecutive > m + 1, S& considerdm aldturi de (5) si fragmentul

(6)

in baza ipotezei de inductie existd un lant cw pmprietat;e:a D iln- (6); s;
notim cu L/, , partea acestui lant culprins in (6). S-g, aratat mai suis 1ci
vectorul f dd’;q_L figureaza |pe doud pozitii consecutive ale fra.gnrn-i? ulul
" atii i . in cei
(6), deci in baza proprietatii D a Ilui L’n__l. avem b ) L =1 Dlnl .c?m;ive
doi' termein diferiti de b, avind ca indici numere 1;n.t‘reg.1 rco'nnlrsei \
> .‘m + 1, cel putin unul apartine Iui L/,_; . Deci L,_; s L n— f;u: illrcl\
comun doi vectori diferiti; avind in vedere lema 3 -ua'.m:t?aza ca lanturile
din care fac parte L,_; & L’,_, coincid Este evident cd, acest lant co-
; : . —1 5 -
mun are proprietatea D pentru fragmentul (4). S
a0 el ista alti i
d) amat, dmt2€ Lu—1, Gmt1 # b, amyz # b §i in Lp—g DU €X
termeni consecutivi diferiti de DL P30 = ' .
Rezultd ca si in cazul b) c& in givul finit a s Gmets .y o 11;{](?;{1’1' il
din doi termeni consecutivi cel putin unul este egal cu b, in par 2

am-4-2 ,;am+3 yoow ey Qs

/ = D. o ]
a"'+%’utem presupune ci avem verificate conditii analoage pentru L', _;

deoarece in caz contrar teorema ar rezulta pentru fcra|g1men|’tnul (4])3, ruuan_;:lor;l

nind in bagza ipotezelor analoage cu @), b) sau c) \pen‘;tru L n—t - aucz) g

avea « e L'y , mulfimea L', ; ar avea npmp.r.l.eutmie-a, D in ( 3

t-eo-refmam;r fi demonstratd pentru fragmentul (4), deci putem aad'mn:el
< 4 Cca ; = | deci 1€ i

Q2 € Ln_g - Rezultd ¢d apizely—1 , AT Qpyg | b, bdecfiln tsr ; o

S&r%uhaft la extremitatea stingd a lui L', ; este b. Rolul lui b dli é!;éru

L’ ,_; tot b i1 are. Prin urmare conditiile analoage cu d) admise pen

. |
L’ ,,1‘1 sint urm@atoarele:

Um4n—1 Om-n € Ln:‘I y Amn—1 £l Um-n 20,

Deosebim 'doud subcazuri:

1) n = 2k. 5 :

Din cei dol termeni @1, @ppntrs SitUath in mijlocul fragmentului (4)
cel putin unul este b, Fie a ,,, = b. Atunci din

] Am41 Amt+k Am+n—1 | =0,

i = i 2 rezultd €8 @ p—1 € La—i
b sia,4; = b pe baza lemei Z' T 2 € Ly :
Ctl.ggilla¢L p $i I.r,n’-,l:_l au in comun pe b §i Pe Gppp—1 # b, deci wd\lm tlﬁ:lm?I})

rezulta éjﬁjl: . si L/,_, coincid. Teorema rezultd ppentru fragmen "
3 : n—1 — G . ‘
ca si in cazul ¢). Dacd am avea d,4.y; = b, S-ar rationa in mod analog

il b ntral: @

In fragmentul (4) avem un termen central: a, . Tk et
Vectorii @pyi, @my2 s v Cmpr—t aPAYIN Ui L,y - Iriltll «“;denva} u_m;l
din vectorii @ 4,8 @ppaia(i = 8, 4,..., k—l) este b; Tl Gpmipi1=0.

Atunei din

. Mul-

| Um4-1 am_-i-l“ Um42i~1 | =0,
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lil’lm-z—l. = 3{)4@1 @pzi-1 = b pe baza lemei 2 rezulti ci @pyi€ Ly , pen-
' § = 3,4,..,k—1, ija ipo ).
L e 1,_ b Qg » @mys e Ly—; De baza ipotezei d). Dacd
M @y, 152 = b, atunci rationim in mod analog
La fel vectorii Tt i
ot VBI V'EintO'I'L? Cmirdts Cppgqo o- - 1@y APartin lui Tl s
_ Aratam cd si in acest caz lanturile din care fac parte L {18
coincid. Si presupun rari nei i I e
; punem contrariul. Atunci L,_, si L'y , avind in comun
Pe b, nu pot avea alt vector comun , iy
Vect G @ tr a a
orul central a ., # b. Intr-adevdr, daci a,, +x = b, atunej din
€ (I:u-|-l am+4k  Qmtn = 0 sl Uy # D repulta ci Ymin € Ly—y . Dar a,-
4 ST ’ i = :
| L'n—y §i astfel L, , si L%y au in comun un vector diferit de b cee'ﬁéé’
nu se poate, J

Deoarece Apyr # 0, nu putem avea T LRel =i e il e s
resupu | pentr ixarea ideilor i
p §+Zﬂm pentru fixarea ideilor Ak eLl'n—y . Fie p= k;”] . Daca
D= o atunci in virtutea ipotezei (2)

Umtr @ =
- : &y |I m+.‘-' m--p f?rn+n] 0 (7)
lar dacd p = e atunei
’ Umtk  Amip Apgn—1 | =0 . : (7’)

Din ! i = iar i =

=) C(T)[t:ezulta, o:mJH?l a_m_l_” , lar din (77) @ pytp Amin—1 » deoarece in

a ontrar pe baza leme; r rezul i ibi
pe b emei 2 ar rezulta Qpyype € '—1 , Ceeace e Imposibil,

In amindoud cazuri Amyp #Z b, deci a, +PE Lp—i. Fie q' = P) + 1; avem
12
Jlﬂm-l-l Uin-q Qm+pr! =0 sau Iffm 2 OUmtg Qmtp [ =

urmeazi ai inai € i
meaza ea mai inainte a,, el’,_;. Fie p’ = [q;‘_fl » Tezultdi ca mai

SUS @ptp, € Ly—y - Continuind acest procedeu gisim dous, siruri de vectori:

Qm+py Amtp' 3« Am4p(r) ...

Amtqr Qmdg' 5oy (B)Ssis
pentru care avem S ,

Pl=ipi=Nt m+k g > q > ... m+

R+ 1
TJ ' &

;’ea'menmu @ 1o r) n:es1peucmiiv @ y0r) Tfiind diferiti de b, intre doi termeni
e acest f?l se intercaleazi cel butin un termen egal cu b. Din acest motiv
diferenta intre doud numere n aturale oarecari ale sirumilor (8) este cel
putin 2, ceeace evident este imposibil, I o

b , i 0s81bil. Ipoteza g —1conduce in m
analog la contradictie, Eikin 2 Saoh
Z Teom'ewn{a, este demonstrati pentru orice fragment finit al sirului (1)

eocamdarta rnuue&te_ exelus ca lantul cw proprietatea I in %1‘algﬁmen-t ul
ay @i, ,...,a, sd varieze, atunci cind n creste

In demonstrarea teoremei "L gul si
i O 1 pentru intr sir ‘ idera ]

R Iey p intregul sir (1) considerdim dous

T e T L g e s N S e LI L ) SR 2 PORT RS e OI TE WAA g
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a) In fiecare fragment a, , a;...,d al sirului (1) exista un sir
partial D, format din repetarea aceluiasi wector.

Acest wvector, pentru n suficient de mare e independent de n, dacd
giral (1) nw e de forma b, ¢, b, ¢,...D, ¢,... Existd deci in orice caz un
sir partial D inv (1) cu toti temmenii egali cu un vector fix b. Lantul ge.
nerat de b s un vector difervit de b are [proprietatea D in girul (1).

b) Im sirul (1) existd fragmentul
iy g S (9)
astfel ca fiecare sir partial cuprinzind numai vectori egali nu are proprie-
tatea D in (9).

Am demonstrat cd existd un lant cu propriefatea D in (9). Nu avem
decit un numér finit de asemenea lanturi. Intr-adevar un astfel de lant
contine doi wvectori diferiti din (9). Avind in vedere cd doi vectori deter-
mind in mod mnic lanful care ii contine, rezulti cd mumarul lanturilor
distincte cu proprietatea D in (9) este cel mult egal cu mumarul pere-
chilor care se pot forma din elementele fragmentului (9), adich este

cel mulf (g _ S& notdm aceste lanturi cu L, Ly, ..., L, (se poate vedea

usor ca in realitate & < 4).
Ardtdm cd printre lanturvile L; (i = 1,2,...k) existd unul cu proprie-
tatea D in fragmentul a, @, ,...,d, , oricare ar fi 7. S& presupunem Ccon-

trariul; pentru fiecare L, putem gisi un indice n; > N astfel ca L;. sa nu
aibd proprietatea D in (ay, a,...,a ). Fie m > a (G = 12,...K).
Existd un lant L*, care are proprietatea Df in fragmentul F = (ag, @), . .. ,@p,).

Evident lantul L* are propriefatea D si in orice fragment al fragmentului
F, deci si in (ag, ay,..,2y5); rezultd cd L* coincide cu un L; (i=12,. .K);
dar miciun L nu are proprietatea D in F, deoarece nu o are intr.un
anumit fragment al lui F. Am ajuns la contradictie, deci existd un lant L,
care are propriefatea D in fragmentul a, @,...,a, , oricare ar fi nu-
marul natural 7.
Lantul I. are evident proprietatea D in sirul (1). Teorema I este com-
plet demonstrata.
Dac# sirul (1) se inlocuieste cu un sir infinit in amindoua direcii
...,a*r,...,Q—I,ﬂ(},ﬂ],....au,... (1!’)
cu proprietatea
| an—k an Urr+k| =) (2"
verificati pentru 7 si k numere intregi oarecari atunci teorema I. este
incd valabila.
Intr-adevar, pentru

A—r 3o oy Q=13 gy .oy ln, ... (10)

existd un lant cu proprietatea D si se poate ardta ca mai sus si mai mult:
existd un lant cu proprietatea D in sirul (10), care nu depinde de 7. Acest
lant are [proprietatea D in (1’). Putem enunta:
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Teorema I'. — Dacd sirul (1') de vectori verticali diferifi de vectorul
nul verificd comditiile (2'), atunci existd un sir partial

-,Un__q-.-.,ﬂuwﬂn,,---,anp,---, (11)

care are urmdtoarele proprietdti:

él) , anp Un tn, f =0,

q
pentru p, q si r numere intregi oarecari;

b) dintre doi termeni comsecutivi ai sirului (1) cel pulin unul apar-
tine sirului pargial (11).

2. — Urmétoarea teorems a fost 'demonstratd pentru cazul a n funictii
de tov. prof, T. Popowviciu, stabilind o formuls de medie relativa la
determinantul RS e RO & (z,) |- Dim mmai jos o alti demon-
stratie. In aceastd notd ne ocupdm numai cu trei functii, dar se vede ci
demomstratia de mai jos se extinde imediat pentru un numir oarecare de
Tunetii,

Teorema II. — Dacd functiile reale continlue F(x), G(z) si H(z) veri-
ficd conditiile

F(x) F(x+h) Frx+2n)
G(z) G(z+h) G(x+2h) = (0 (12)
H(z) H(z+hn) H(x+2nh)
si
F(z) F(z+h) !
G(z) G(z+n) | #0 (18)

pentru x §i h numere reale oarecari, atunci funciiile F(x), G(z) si H(z) sint
liniar dependente,

Pentru orice z si h sistemul de ecuatii

A F(z) 4+ B G(z) = Hix)
A F(zt+h) + BG(z+h) = H(z+h)
A F(z+2h) + B G(z+2r) = H(z+2n)

determindi in mod unic necunoscutele A si B, care sint functii continue
de z si h:

B = Bz h)

A = A(z,h)

Avind in vedere conditia (13), A si B pot i rdet-e,l"m-ina-’g.i- fie din pri-
mele doud ecuatii, fie din ultimele dous, ecuatii’ ale sistemului de mai
sus, deci

A(z,h) = A(xz+hnh).

La fel putem determina pe A si B din prima si a trela ecuatie a sistemuluj,
deei
A(z,h) = A(zx,2n).
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Iterind aceste doud rvelatii, gasim
A(z,h) = A(z+mhh)

A(z,h) = A(z,2"h)
unde m si n sint numere intregi oarecari, De aici se deduce:

h 1 h m
Az, h)=A (x,E;J—) = iy (J, -+ éTh’Erf) = (r -+ ?h,h) .
n

Sa fixdm pe k. Numerele QTf-omrnea.zﬁ o multime densid pe axa reali.
(5

Functia continud A(z,kh) are o valoare constantd pe aceastdi multime, deci
nu depinde de z. Putem nota A(z,k) = A(h) si la fel B(z,h) = B(h).

Awelm
A(h) .¥F(z) + B(h).G(z) = H(z)
pentru orice z si k. Punind B = h, gisim cd H(x) estev o combinatie
lineard a functiilor F(z) si G(z). Teorema esfe demonstrata, .
3. — Teorema III. — Dacd functiile continwe F(xz), G(z) si H(x) ve-

rificd condifia (12) pentru x si h numere reale oarecari si dacd ele nu se
anuleazd deodatd, atunci sint liniar dependente, ] ‘

Presupunem ca functiile G(zx) si H (z) sint liniar independente, deci
existd z; si x, asbel:

G(z,) G(zy) ’_?’—'O.
Hz) H(z,)
Fara a restringe generalitatea putem admite
- £ ) y ‘1
G(0) Gi(1) £ 0,
H(0) H(1)

cici, dacd aceastd relatie mu are loe, aplicim suustti)tnu“téa c_l{a variabild in-
- : ws' .
dependenta

r —a
E - 1—‘2-”;1)\] ;
care pastreaza forma conditiei (12).
Si notam
F(x-t+nn)
an= [ G(z+nh)§} (n = ...,—101,.. .).
H(xz+nh)

Sirul de vectori, diferiti de veetorul nul,
S 2 T (R 0 o 4 N W 1 R R

verifics conditia (2’). Aplicind teorema I’, gasim

F(x+ph) F(x-1-qh) F(x+mh)
G(z+ph) G(zx+qh) G(zx+mh) = {,
H(xz+ph) H(x+qh) H(z+mh)
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gen-h;t z §1 b mumere reale ocarecari, iar p, q, m e My, n , unde M este
multis e e ¥ Ay X ; L
nurmerzlnilflvt{;e'nmmerte 1¢§1'1t.1efg:, care contine cel putin unul .cizilwtl"efr doua
infregi consecutive, Multil i 53 i "
iy ultimea M, , poate si varieze odatd cu

Alegem
x=0
si notim multimea My L mai scurt cu M, ; pentru p ¢ M, si g ¢ M,

alej 3 = = sai a
Ee::'r p dn 0 sau 1 (daca 0 ¢ M , atunci o, — 0, in caz conirar
,—= 1) siqg=mn+ b, = msaun+l (dacd n e M,, o
n

’

= 0; dacd n ¢
O 5 1). Atunci avem gt o

1 n

d Y 4

il (—”)H( i) 5 (ﬁ b
! . L=t) — n)G 1+?’)

6 b‘ i’

()2 (e

i I+ n r i1 H I+f—lr

11 \ 11

n n

) A, F ‘ m) + B, G ( mJ + C,H (—%1] =0, meM,, (15)

B,

Fractiile 22 o 0
fia
F(z), G(z) si H(z), avem

7=

lim - Ca=F(0) G(1)=G (0)F (1)=C,

— 0, cind n —»co. Folosind continuitatea functiilor

n

Ay #0. ' (16)

e d T t i a a,t 1" I (le Lmere
xr il ‘Einl oarecare C 01nsl d eram u i ;

: F 1‘ un n]llma] re: e r IS 1 d Irmato 4 Sl J L

ra t‘lon\anl 8‘, care -tl nid'e ‘Ca\t're Ca‘t e T X |

1y ) Mg
-t Y e 5
[ E i
1_|1ie = - . &
e — 0, dacd m, e M, si € = 11n caz contrar, Avem M+ e e My si
T

lim =72
k= 00 4
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Aplicind (15)
AT (flix+€.k) + B:G (gjk:s:c) + GH (@.—-{-Sk) =0

k k
si cind ¥ — oo , obtinem
A[)I:(x)‘l— BoG(.'L') 4+ C[][_I(.'L') =0 5

care impreuna cu (16) arata cd, functiile ¥F(z), G(z) si H(z) sint liniar
dependente, Teorema III este demonstrata.

4, — Exlindem teorema III pentru cazul cind functiile F(z), G(z) si
H(z) au zerouri comune, dar acestia formeaza o multime de puncte
izolate.

Teorema III este valabila si in cazul cind multimea comuna de defi_
nitie a functiilor F(z), G(z) i H(z) este un interval (z, #), (in loc de
intreaga axi reald). Intr-adevar in idemonstratie trebuie sa facem o sin-
gurd schimbare: sirul de vectori (14) se reduce la un fragment al lui si
teorema I’ se aplicd farda modificare.

Putem admite ci functiile F(z), G(z) si H(z) se anuleazi simultan
intr-un numar finit de puncte ale intervalulud (e, f). Deci:

Sd presupunem cd functiile continue F(x), G(z) s H(zx) sint definite
in intervalul (=, f), —ocoLa,p< + 00, 8€ anuleazd simultan numai Intr-umn
numdr finit de puncte ale intervalului (¢, #) si satisfac conditia (12) pen-
Hu o < 1 < z 2 h < p Atunci funciiile F(z), G(z) $i H(x) sint liniar
dependente.

Intr-adevar, fie N—| numarul zerourilor comune ale functiilor F(z),
G(z) si H(zx) in intervalul (o, f). Oricare ar fi 2 si h in girul (14) cel mult
N—1 termeni sint egali cu wectorul nul. Descompunem girul (14) in N
siruri partiale fiecare tormat din termeni icu indici in progresie aritmeticd
de ratie N. Intre aceste sirurd partiale existd cu sigurantd unul in care
nu intervine vectorul nul. Acest sir pargial satisface conditiile teoremei I/,
deci, relatia (15) este valabild, dacd acum prin M, se intelege O multime
de numere intregi, care din N numere constructive contine cel putin wnul,
In restul demonstratiei teoremei III n-avem decit sa modificam definitia
numerelor 3 , 0 si & (N aga fel ca ele sa fie susceptibile de valorile
0N .

Teorema IV. — Fie F(z), G(x) si H(z) trei functii continue, definite
pe intreaga axd reald, care verificd conditia (12) peniru 2 si h mumere
reale oarecari si care se anuleazd nwmai In puncte izolate. Atunci func-
tiile F(z), G(x) si H(x) sint liniar dependente.

Demonstratia. — In virtutea teoremei intermediare de mai sus in
fiecare interval al axei reale functiile F(z), G(z) sl H(z) sint liniar de-
pendente. Deosebim doud cazuri:

a) Existd un intevval (¢, f,) In care coeficientii A, B si C al relatiei

AF(z) + BG(z) + CHz) = 0 (¢, STZhy) (i

sint determinati in mod unic (fiacind abstractie de o comstantd multipli
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cativa). Fie (o, f) un interval oarecare, care contine intervalul (20, Bo).
Relatia de dependents liniars intre F(z), G(z) SiH(z) in acest imterval
nu poate fi decit (17), deoarece aceasta din urma e singura posibili in
( @y , B o). Rezultd ca (17) este valabil in orice interval, deci in orice punct
al axei reale.

b) In fiecare interval (e, B) sint verifeate simultan dous relatii de
- dependentd liniara, (avind coeficienti neproportionalt). Atunci in orice
punct z al intervalului (e, ) F (), G(z) & H(z) sint Proportionale cu
trei mumere reale tixe @, b si c. Rezulti ca Si in cazul a) icd numerele
@, b §i ¢ mu depind de intervalul (®, £). In acest caz avem deci doud relatii
de dependents liniard, verificate de orice r real.

Teorema. IV este idemonstrats,

5. — Exemplul urmitor arati ci teorema IIT nu poate fi extinsy
pentru functii discontinue in generail,

Fie F(z) = I,

[sin- x , dacd z este rational 1-4-sin, 2 rat,
G(z) = l H(z) =

1, dacd z e irational 1; z lrat,

Aceste functii veritics conditia (12), Intr-adevir dinfre punctele
z, T+h, 2k sau 3 sint rationale sau cel putin 2 irationale. Pe multimea
punctelor rationale funectiile noastre sint limiar dependente, deci in cazul
intii conditia (12) este verificatd, In cazul al 2-lea determinantul (12) are
doud coloane egale, ideci e laras nul. In acelas timp functiile noastre sint
linfar independente.

Functiile F(x) 8i H(zx) fiind misurabile si mérginite, teorema mu se
poate extinde pentru asemenea functii,

RPATROE COINKEP:KAHIIE
Yeaopus amneiinoii zapmemoern B TPEX (YR
®PAHLIMCK PAJO

B oot saverke yeramasrmeaercs, uro CIEAYIOUTNX JBY YCIOBMA K0CTATOYHO
Allst TOTO, 9rOGEl HEMPEPHIBHEE (ynwmmm [ (x), G(x) u H(x), ompelersumne
st oo < ¢ <400 GBIM OB auHeiiio BaBUCHMEIMA :

a) Jlaumwie (yusnmn amyrapyores O/HOBPEMEHHO TONBKO B HWB0MU)OBATHEIX
TOURAX.

B) F (x) F(x+h) F(x+24)
G (x) G (x+nh) G(x+2#4) | =0,
H (x) H(x+4) H(x+24)

T I A Oyiydn KByMA BARHMIT XG0 PEATBHEIMI YHCJIAMM,
B Jemonerpaigm aBI0p TIONL3YETCA eaelyIolmeir TEOPEMOIL  YCTAHOBICHIO i
B BAMETRE :

Un
Clu=(ﬁn) (”=0,]“_.)

Yn

i
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MH YHCIAME
ABIIOTCA PALOM BEPTHRAIBHEIX BEKTOPOB, Oy Bn 1 Tp, OYAYYH PEATBHBIMU YHCIA]
- - 7 . 112
e BeE TPH ILYJIEBLIX, IPOBEPAIONTAEC YCTOBWE: OIpeJelnTenn
| @n—x 0na@uin| =10 (0=8 " nn—119.J)
i ] - iier-
Torfla B psaky {a,,} CYI[ECTBYET YACTHYUEI pak co cleryoluMa ABYMS CBO

BAMT : : ' : 5 s
| a) OmpellernTens 00pa3OBAHHEIN M3 TPEX KAKAX 1100 BERTOPOB YACTHIHOTO

pafla ABIAETCA ILYJICBEIM. : o
: B) U3 ABYX HOCTEAOBATEILHLIX TEPMEHOB - pAMa {an} XOTA ORI OJWIL 1

ITeA B 4ACTHTHOM psfy.

RESUME

Conditions de dépendance linéaire pour trois fonctions
par

FR. RADO

Dans cette note I'auteur établit que les deux conditions ?Inwanﬁngfr?lil;g
suffisantes pour dque les fonctions xcont’mwes F(a:),l’(}( z) et .(I),
pour — o < x < -+ oo , soient .li¢neaalre1meir.1rt d-epelr’l‘d:amﬂ.;e‘s, S,
a) Les fonctions données ne sannulent simultanément que dai

points isolés.

b) F(z) F(z+h) F(z+2h)
G(z) G(z+h) G(z+2n) | = 0,
H(z) H(z+h) H(z+2h)

res 16 lcongues,
2 et h étant deux nomnyores réels que Co [y T
‘ Dans la démonstration ’auteur wutilise le théoréme suivant: soit

a,,=(§:f ) (n=0.1,...)
Y?l

ant | ho Tee! nas
une suite de vecteurs wverticaux, oy, B, e_t_ Trs é't‘ant'des _n.o-mfres réels, p
nuls tous les trois, qui vérifient la condition: le déterminan
| Ant-k On an-Hcl =0 (0<< k< n, .0'1=1, 2,...).
Alors dans la suite {a } 11 existe wne suite partielle ayant les deux pro-

iétés suivantes: | _ <%
prle-j) .lula déterminant formé de trois vecteurs quelconques de la suite par

tielle est mul. ; ‘ y I s
b) des demx termes consécutifs de la suite {a,,} au moins un se trouv

dans la suite partielle.




