ASUPRA UNEI GENERALIZARI
A NOTIUNII DE CONVEXITATE

DE
ELENA MOLDOVAN

Comunicare prezentatd [la sesiunea Filialei Cluj
a Academiei R.P.R. din 18—21 decembrie 1954

L. Problema celei mai bune aproximatii a functiilor continue intr-un
interval dat, prin functii apartinind unei multimi de functii dinainte date,
a luat in wltimul timp cele mai wariate aspecte (vezi spre exemplu [1])
In cele ce urmeazd ne preocupd studinl anumitor proprietati legate de
cea mai bund aproximatie a functiilor continue prin functii [depinzind
de un numdir finit dat de. parametri.

Fie
(1) = F(.’I.','ﬂ], Qg vvy a‘.‘l.)

0 functie de wariabila reald z si de = parametri reali Uy, Oy, .. .0, defi-
nitd pentru ¢ = x £ 0, — o < @; < + o, ¢ = 1,2,..., 7. Asupra func-
tiel (1) se fac urmatoarele ipoteze;

1° este continua in raport cu totalitatea argumentelor sale in intreg
domeniul sau 'de definitie.

2°daca z), 2,,....,%, sint n puncte distincte ale intervalului [a, D],
iar y,, ¥s...,¥, Sint m numere arbitrare apartinind idomeniului valo-
rilor functiei (1), atunci sistemul de ecuatii
(2) B (3"1:; a;, a,.. ':aﬂ.) = U U= 1: 2! cany M
cu necunoscutele a;, a,,...,,, are solufie si aceastd solutie este unica.

Functia (1) supusd conditiilor 1° si 2°, (defineste o multime de fumnctii
continue pentrii z = [, b], fiecare dintre ele corespunzind unui sis-
tem detemminat de valori ale parametrilor ay, Qs ...,0,. Vom nota acea-
std multime de functiii cu (7

Dacd «;, @,,...,e, este solutia sistemului de ecuatii (2), numim
functia F(z; e, @y,...,2,) Tunctia interpolatoare a multimii de nu-
mere yy, ¥Y9,...,%, pe modurile z, Zy,...,%, Vom folosi pentru acea-
std functie notatia
(3) L(i'l) Loy Tyy; y|1')
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Yy i=1, 2,...,m, sint fotdeauna valorile unei functii f — f(z) pe
modurile z,, i=1, 2,....,n, adici 3
P =y = 150,
Din ipotezele 1°, 2°, fdcute asupra functiei (1) rezultd o seamd de pro-
prietdti cunoscute [1], de care me vom folosi in cele ce urmeazi:
A. Diferenta o doud functii distincte ale multimii (7/ nu se poate
anula in mai mult de n-—1 puncte distincte ale intervalului [a, b].

B. z, %y, ..., xyy, fiind n+ 1 puncte distincte ale intervalul |[a, b,
iar Yoo oo Upy1 , @ + 1 numere arbitrare, se pot distinge urmitoa-
rele dond cazuri: sau toate functiile

(4) I ey, ook ey, G S T R il s

sint doud cite doud distincte, sau, in caz contrar, avem,

Ll s @oyie s 2nd ] i) =4uia

functiile (4) confundindu-se toate cu L (z, z,,...,%,; yz).

2. In cele ce urmeazi vom pune in evidentd citeva proprietati ale
functiilor ce apartin multimii (7,

TEOREMA 1. Dacd E, este o multime de m puncte distincte ale
intervalului [a, b
(9) Ty Wy S T, M= A
si Y, o muljime de m numere arbitrare VisYaseees Y Qlunci numdrul
(6) L(.’I‘,‘,, Lisy o vy Tiys Y | )

IR iy = = ) G Ty, T, € la, b], este cuprins inire cel

mai mic §i cel mai mare dinire numerele

(7) It (.I.'j, Lid1 5 o 000 Xjbn—1; Y I CC‘UJ, j=l'| 00 6 o R R )

Teorema 1 se poate interpreta in felul urmator: ordonata intr-un punect
Lo 3:,-"21-1 intervalului [a, b], a functiei interpolatoare (6) pe = noduri
oarecari m , xi,,. ., xi, ale multimii E, , este cuprinsd intre cea mai
micd gi cea mai mare dintre ordonatele in acelasi punct z,, ale functiilor
interpolatoare (7) pe cite n noduri comsecutive ale multimii E.,. Adica

8 min By, rin s o et - i) =
(8) T (2, 2t a1 Y | @) =

=L (Zhy ®no @ o 2e) = max L@y, @00 e Tppnmt b 9| 20)
ST o R e 5 2

§!l<"’2< ! ‘<£‘1:§m, .12‘0>.I'i”.

Indinte de a da demonstratia teoremei 1, dim urmitoarele doud leme
de care me vom folosi ulterior,

LEMA 1. Dlacd m = n -+ 1 si z,¢ la, b), Z, > X,y atunce

(9) L(I‘g,-’lf:;,---‘xn-I—l;y’rﬂ)gL(ml,Iz,..-,IELI,-Ti-|—l,...,1'n+1;y:xﬂJ
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sau

(10) Ll on, aye o sdnet 5 [ a) S LI Bons ve s By Bl - vt 2| To)
i=2,3,..., 1,

dupa cum

(Il) L(CU]..TZ,.--,RTH;y‘xu-i—f)gy:z{»l

satl

(12) L (@0s &0 o v B | @ner) =5 it

egalitatea avind loc simultan si atunci si numai atuneci cind

(13) ' L (1, @2, .. Tn; Y | 2ut1) =Yn1 -

Demomstragie. Din proprietatea B rezultd cd dacd are loc (13), adicd
in (11) are loc semnul egalitatii ,atuneci si in (9) avem egalitate. Daca
(13) nu areloe, atunci pe baza proprietatii A rezultd inegalititile

G LD TR I R S E T (0 e S e
sau

B b Rt S T S e B T (e =2 B
dupa cum i este de aceiasi paritate sau de paritate contrard cu n -+ 1
cind
(14) L (ay, .‘l’z,...,:Cn;ylicn+1)>yn+l

si inegalitatile contrare cind

(15} L (I], Loy oo vn Ly Y 3311-]-]) < Ynu+1

Prin urmare dacd are loc inegalitatea (14), atunci pentru z, < z < z,4
avem
[,!"xl,.’.t'g,...,xj_1.$f.|_|,...,I‘n-i—l;ylx)<
e L (@ ey < oo dnnl U E) =035 B

si deci pentru z > .y, irebuie si avem

L(.I,‘1,.Tg,,..,-rj—l,xi+lw--iaxll+1;y‘m)>
= E (g, 23, . . sty e {=21 3 ins g L

funetiile L (2, Toy, ... ZTj-1, L 1 Togps yjz) si L (zy, Zs .. ..‘,E,H'_I;y { x)
intersectindu-se in punctele de abscise Ty, Ty, ... Tj-y, Tigg, -+ Lyt §1 NEPU-
tind avea mai mult de n-1 puncte de intersectie.

In mod analog se observa ca dacad are loc inegalitatea (15), atunci pen-
fru z;, < z < z,4, avem .

L(a:|,x2,...,xf_l,:c;+;,...,:c,l+;;yl:c)>L(sc2,fm3,...,a:n+1;'y|l‘)

=S
sl pentruw z > z,,| avem
L(-I'IIZ,---,-’E:'—I.R?r'—I—l»---.$r1+1;y‘$)<L(332n$3=-----rﬂ-{-l;ij)s
f= B Lt

Lema 1 este astfel demonstrata.
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LEMA 2. Dged m = n +1 z. ¢ la, ], z, > Zyqq, atunci au loc imegali-
tatile

L (@p, @2y 500 3 Bp1 s Bk 1y s o5 Bt 5. Y| 7o) L (0, 23,y .+ ooy 03 9| 100),

=280 . it
daca inegalitatea (15) este satisfdcutd i inegalitagile contrare dacd este
satisfacutd inegalitatea (14).

Demonstratia se bazeazi pe proprietatea A si este analoagi cu cea
a lemei 1,

Demonsirafia teoremei 1. Demonstram teorema 1 prin inductie com-
pleta asupra numdérului i, —i, de noduri ale muitinii E, situate intre
X, $1 Ly o .

Avern i,—i; >

n—1. Dacd i,—i, = n—1, nodurile Bl By 5 warer: L
sint consecutive $i atunci proprietatea exprimati prin teorema 1 are evi-
dent loc. Dacid i,—i; = n, atunci intre nodurile Ti,» X, ale multimii E,
este unul care nu figureazi prinire cele n noduri

(16) e

Fie acesta nodul T+ » Situat intre nodurile xy, $tZy, i ale sirului
de noduri (16). S& considerim acum cele n -+ 1 noduri

b
(!7) Liyy Liy 5« v 0y J:jk, .’L'ik+1 , xik-{»l e _;[;,-” )

Pe baza lemelor 1 si 2, avem pentru z, > z;,

(18) L @iy« oy iy Figep 1 Tiy g ones iy y | @) <

<L(m!;: Ligyeesy x!k, xi!¢+i""’ -’L'[n 2] | IO)<L(1'1'” mi"""m{.‘i’ rik']‘I) xik+1, -l l‘rlln__.l Ly ‘ -Tn)
e : 4. = ol

) L (@i, 2y -0y 2, Zigpr ) (@i 1o -0,y 5 Y [®0) >y,

§1 inegalitatiile contrare dacd in (19) avem inegalitatea conturari. In (18)
In locul ambelor inegalitdti figureaza semnul egalitatii daca in (19) in
locul i-negalitﬁ@ii aveim semnul egalitatii.

IRodurile g, xy, s Ty T 1 5 By 1,015 iy fiilnd consecutive, am aratat
€3 in cazul {,—i, = n teorema 1 este adevaratd, deoarece functiile

L({L‘[“ fEi,,...,Q'}[k, xf‘k+[’ mffv"l‘l""’ "'B‘H'—I; Yy ‘ m) @1 L(mfzr Lly 3y wi}n wf_iz+1, ﬂjfk-l-l,-..; Li3 Y J :L)
Liys Ligls e ooy Tip 4

care figureazid in (18) sint singurele functii interpolatoare pe noduri con-
secutive ale sistemului de moduri (17).

S8 [presupunem acum cid proprietatea exprimata prin teorema 1
rimine adevirati pentru i, —i, < v, v = n 8i si ardtam cid atunci ea se
mentine si in cazul i, —i, — v + 1

Fie i, —i, = v + 1. Atunci existd printre indicii modurilor (16) cel
putin unul i, astfel ca Ipp1—14, > 1. Sd considerim acum cele n + 1
noduri &

(20) Lt Tty 1+« o5 Lty By, Lip g g, 2 2+ Ty
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Intoemai ea in cazul precedent se pot scrie inegalitatile

(21) Lilzn 20 ,'a:,-p, Zipt1s Lippgs -+ o> iy Y| 20) <

L (s, Tty Rty Ty groves Ligs Y | 20) L (@ty Tt 0y Ty Tty i vees Lyt 3 Y | 20)
daca,

(22) I (.‘Tr’a,ra'ij, 5 i g :ij, w1p+{, 3.‘.‘,"U+I, R :C,'"\! < Ui,

si inegalititile contrare dacd in (22) avem i:rue‘galimafneau contrard. Egalita-
tea are loc simultan in (21) si (22). Prin unmare numarul

(23) L (@1, gy o0y By Ty g 50005 4,3 Y| o)
este cuprins intre numerele

|
i i i1, i R o )
(24) L(mfu,xia,...,mfp,xfp+1,scfp_|_,,...,x,_,i,-yfxg) $1 L(@i0y Tty 00y iy Li 1L 11000 % iy 3410
i ; " d e s
Dar observind ci i, —i, < v 8l i, —1¥ = v, in baza 1p0teze‘1. Eac_uie ai]
pra numdrului v, primul dintre numerele din (24) este cuprins intre ce
mai mic §i eel mai mare dintre numerele

Ly Byt s ooy Tyt Y| 20), T j=indat i, in—ntl

iar al doilea intre cel mai mic si cel mai mare dintre numerele

L(xaxj+]g-..g3"j.|_q—l;ylj'()J, j":ni[,fl]+l,...,i;1—]_fi+l -
Atunci pe baza inegalitdtilor (21), aun loc inega}itétille (8) care trebuiau
demonstrate. Teorema 1 este complet demonstrata.

3. — Fie
(25) .'L’] < 35‘2 < k& < Xn < .’L'n_l_l
n + 1 puncte situate in intervalul [a, b]. Dacid f(z) este o functie defmﬂ;;
pe punctele (25), atunci functia interpolatoare L (wz.az,.., 7n; [|x) poa
avea in punctul x,;, una din umitoarel trei pozifii

L (afla-'an viey T ”'Tu-l—l] > = o<f($n+l)

Si presupunem acum ci E, este multimea de puncte (5). - y
Definitie. Functia f(x), definitd pe muljimea E, 0 numim cmweul!.,

(neoo-ncav:ﬁ, neconverd, concavd), faid de multimea de functii (F ;?e mu’-

timea E, dacd pe orice sistem dz m -+ 1 puncie T <ux, < .. <X ale

mullimii E, avem

(26) L (5 @y - 0o 23 [ | @iy ) < (=02, 2) [y )

Extinderea notiunii de convexitate in acest sens a fost Slt‘l'ldlaﬁ:::l. pe-l?m‘u

n — 2 de E. F. Beckenbach [2], iar posibilitatea acestel ex_tun_-dem én

cazul general prezentat mai sus a fost semnalata de T. Popoviciu ([3]

pag. 56). _ | )
In cele ce urmeazi vom vorbi despre convexitate, neconcavitate, ne.

convexitate, concavitate farsd sa specificim ca aceste proprietiti sint rela-
tive la multimea (£ de functil.

_i
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Din definifia de mai sus si din proprietitile A si B regults, ca, daca
f(z) este o funetie convexa (neconcava, neconvexa, concavi) pe muldi-
mea E, atunci Pe orice sistem de n + 1 noduri Ty, X, ale mul.

et 1',-”+,
timii B, avem

L (e, 00 Lig—ts Tigy g ooey Tig 1 5 [ | 3) > sau = =san=— = sau =,
< sau =) [ ()
dupad cum %k este de aceeasi paritate sau de paritate contrard ecu n + 1.
TEOREMA 2. — Pentru ca funclia f(x) definita pe mullimea E, sd
fie comvexd (meconcavd, neconvezd, concavd) pe mulfimea E,,  este nece-
sar st suficient ca ea sd fiz convexa ( neconcavd, meconvexd, concavd) pe
toale sistemele de cite n + 1 puncte consecutive

(27) Zj, Tt ..., Ljt-n
ale mulfimii E

=12, ... ., m—n
mne

De.monstrapie. Necesitatea conditiei din teoremsg rezulta din definitia
convexitatiil (neconcavit#tii, neconvexitatii, concavitatii), Suficienta con-
ditiei rezultd din teorema 1 imai sus stabilits, Intr_adeviar pe baza proprie-
tatii A, dacsa conditia e indeplinits pe toate grupele ( 23) de cite n + 1

noduri consecutive, atunci ea este indepliniti sl pe toate sistemele de
7 + 1 noduri

(28) Lfy Xpl 5o oo s Tpbnei , Tk, R>j4n—1,j=1.2,... m—n

In care numai primele 7 noduri sint tonsecutive. De aici rezultd pe baza

teoremei 1, ci conditia este atunci indeplinitd pe orice sistem de n + 1
noduri Tigs ooy Ty, Ale mulfimel E, si deci ea este si suficients.

Proprietatea exprimata prin teorema 2 generalizeaza cunoscuta pro-
prietate, analoagi cu aceasta, pentru ecazul F(;]‘l'[{r][lg'_“)(]“)=a] =14ty
(vezi [3] pag. 14).

Daci funetia f(z), este definiti in intervalul la, D] si pe orice sistem
de n + 1 noduri distincte ale acestui interval z, < Ty < ... < Z,yavem

Ly, -'I'g., su ey i f l -Tn—H)> = e Sal <f(uTn—,LI)

Spunem cd functia f(z) este convexa (neconcavi, neconvexa, concavi), in
intervalul [a, b].

TEOREMA 3. — 0O Ffunctie converd (neconcavd, neconvexd, concawd) in
intervalul |a, b| este comtinug in orice punct X, al intervalului deschis
(a, b) (numdrul n al parametrilor a; fiind presupus > 2),

Demonstratic. Fie Z, U punct al intervalului (a, b) si si presupunem
cad functia f(z) este neconcava in [a, b, demonstratia fiind analoagad in
cazul conwvexitatii, neconvexitatii si concavitatii. Si considerim un Sis-
tem de n 4 1 puncte ale intervalului [a, b], printre care figureaza si
punctul z,

l’[ <J:2< - <x'f<$(]<ﬂ','j-+.i<' ! ‘<.Z'n
Funectiile E

(29) L (%'I,Tz,...,ﬂ'ngl ,Hx) 8i L(-’A‘!’g,-‘?’fg,.-.-.-Trf;flfl?)
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lecare din intervalele (z;, Z,)
se intersecteazd in punctul [z, f(z,)]. I'n_ Hepan: (1::1111 ;ﬁ:;;dmtre( c(ﬁrbélé
(z,,x;1,) curba reprezentativd a functiei f(z). este Sﬁrﬁant B e
1'213,1'ef;;1}1t|awtive ale functiilor (29). Avem pentru h su

v : f /
L (xz, x T;'”’\'0+/1)f.<lt(.1'u1-:’?)§L(~\|‘-\2,---~x"+'*’}|X”+ 2)
A2y AG ) w v ey iy ¥ S

xp—Hh)

. : S == e & ...,_\' I;‘
L (x2: %3, . . o X5 fPXo—H) = flxg—h) = L{x;, X3, 1'1;I-t / e
. a ‘ + 1 este de paritate contrat: :
v inegalitatile comtrare, dupad cum k ik e
;ar;uaégiﬁs?ligfitate cu 7. In ambele cazuri, tinind seamia S(;e ii?tgrse\cte‘a.z.a o
i i i < f 1 )
i Y g ipotezei (1) sint continue in Iﬂ’ g ) IHlen ‘ oo
iy ‘H}“lr::)ﬁanzg 11)20’;:3 sé 1(;ind-ﬁ catre zero rezu-ltav cgntmulltabtt_ala if}unucl:tjfe
}fﬂl)f(iag])llaﬁnitul z . Rationamentul de mai sus ramine valapl
‘r 0. . i .
punct z, al intervalului deschis (a, D). o | T
4. — QGeneralizind o definitie datd de T. Popoviciu |
(1) este functia o AR a2
: i ultivalentd de ordi-
i [initéd d tervalul [a, b] multiva 1
mi o functie f(z), definita in in \ i A
mr{n%??;:::i (w)de multimea de funetii (£ idaca ea Se“l?til(;?'?zgiﬁe e
o uncté cu orice‘functie a multiimiirﬂt_,,(Aceausta interp
71 p ‘ . . » -
i ebita bisnuita).
ntei este deosebitd de cea Opis . i £
o MA 4 Dacd [(z) este o functie continud in mtetr‘yalul (J;qucli
I s & i ] = ctii - .
i {’gfo’igfﬁl'?}a.’(?ﬂtﬁ de ordinud n fatd de multimea de functii (F
sies | td

in A j u ETV 'jl““l‘ a b] dﬂ@-
a9 ' T 1 te C!le nte a s 3

17 Jd mn I]Iiﬂfcte dlhtﬂﬂ,c

I'] = xr < < .'lh fl

ren,ta . F( G # 1 Koy cms syl
f' (h) L X182, ...5 Xn s / (‘) x S in intervalele
sta i jecare din i L
il 2d nul constant e fi : ]

diferitd de zero, pdstreazd sem? ; A e

6-;??83 Ifcrx” r)e ; (r1 b) si schimbd alternativ S.emu?.i.tl dﬁ’a lfau e T‘GUia
‘ ; A - : i o nn d v

1( ; ),cigo.j"!ul 2Demo1"131;1‘::1tia se face pe bhaza -plopuetain A n 0 I

O UTT : 23 22 i s W s in ‘caz

multimea (f $i este analoagd cu cesa datda [4] in vl
¥ v-= E

L en—1_1 xnt=24L - +ta,
B2, @« o5 Gr) =013 % 2

inud in i bl sa
— Pentru ca o functie contwma. in z?vtl,tervalul Lal, P
fie gﬁgfﬁimimflcmwam in [a. bl este. neces{;xr fiing:b?;“([;‘m ca éea f
multivalentd de ordinul n fafd de mullimea de i ],m e
‘ratie. Necesitatea conditiei din teefema llquu-lt e il
D&THPT'L'S”'G'- 'couma.‘vit‘é,‘t-ii (26). Sa demonstram §'u.f1cdlen.,a s, Pl o
g(tn 've)é];agll'esibpau,naln c:ondﬁ@ia din feorema 5 satisficuta. In baz
ilgbltléze oricare ar 1i sistemul de 7 + 2 puncte

X < x2 < o < x”.lg] < xn—j-z

numerele ; . J' (i )
5 ] [ s 1 I X 1)_L’(v\72! ';\fﬂa v en $'\’”+i L] f -)\’n+2
[ (xng2)—L (X1, ¥gpoer Xn 3 [ | Xng2)  si [Cnt ta in

D = ini: ec
) mel 4‘ (l) S-ar llnteﬂ h
L ! L D:bi T 10 |b alza t eoreim ’
au ‘a'ce\]fais semin. In caz co a . e o f ! k'] : . i } 1 '
n DUIlCtB cu una dll‘_‘l*ile fu"n@tlll]e (\(‘1, X svsiy o l', P ), ]L Dy A2y .,-x”+ x’
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ceeace in baza ipotezei nu se poate. Aceasta inseamni ca dacd E, este
0 multime oarecare de puncte

T <3 Ly

ale intervalului [a, D], funectia f(z) este convexs (concavd) pe toate gru-
pele de cite # + 1 puncte consecutive ale multimii B,  Din aplicarea teo-
remei 1, rezultd imediat cd functia f(z) este convexi (concavd) pe orice
multime E, de puncte ale intervalulul la, b]. Teorema 5, este deci de-
monstrata.

5. Proprietatile functiilor convexe (concave) fatd de multimea de
functii (£, mai sus amintite ramin valabile dacs se particularizeazd func-
tia (1). Ele au fost studiate numai in cagul

Flz; ay a5 ...,¢0) =@ia"=" 4 gpam—24 . . . 4¢,

Teoremele 2 si 5 sint doar exemple care indici wutilitatea teoremei 1 in
Studiul proprietatilor funetiilor convexe (neconcave, necomvexe, concave)
definite 1a punctul 3.
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KPATKOE COIEPEAHUE
06 o606menn womaTUs BEULYRAQCTIE
EAEHA MOAJOBAH

Jatores Jura (1), onpefieréunoii g q Zx=b—ocolgi<<+ o i=1,2,..,n,
rutoresnr; 1. ¢yurnus (1) sprgercs HEUPEPEIBHOfl B OTHOIEHNH ¢ COBOKYII-
HOCTBI0 CBOMX ApryMeNTOB. 2. Xi, Xp,..., X, OYAYIM # OTIHYHEM TOYRAMIL
wurepsaia [a, bl a yy ¢y, ..., yn UPOUSBOTLHEINI UICHAN IPUHATIERA 000ACTIT
suanenmit ynrnun (1), emerema (2) e HeusmecTHLMM ay, dy, . . . , A AMEET 0o
Torbk0  pemenne. Orwmevaerea (3) ¢ynrums F (5000 05, onsOin)s Oy, 02,...,0,
OyAyunm pemenumem cueremsr (2).

Hewoncrpnpyeres reopena 1 oobscHenme KOTOpoit xagres nepaBenersamu (9,

AaéTes mpaBuno; GyEKms [ (x) onpelerennas MuOmLECTRON (6) rasniBaeTcs
BEIY K0T, HEBOTHYTOH, HEBEITYKIOM I BOrHyTOif Ipm wmuomecTse (6) ecan ra
BCARYI0 cHeTeny n+ 1 mouer xy, <~ Ky 5 5 oio Ky, < Xty 11, MHOEecTBa (6) mmeen
Lk %85 r s %0, 5 F | Kigy) <, =, =, wam > f(xzﬂ_{). Ha ocuoBatnu reop mui T
YCTaHABIUBACTES HEOOXOLNMOR I N0CTATOTHOE yeaosue JLrA 1010 wrodnt f(x) Gnma
OLI BELIYRIOHN, HEBOrHYTOH, HEBLIOIYRITOI TLTH BOUHYTOH WA MHORECTBO (6).
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ITpmyelsieresl NPABILTIO AAUIO0C BEUIE B CIYUAC KOIAR BUCCTO MUOKCOTER (6),
[(x) oupejenena HA BARPHITHIL M BAKOHYCHHBLIT UHTCPBAT [a, b] Pl £

HUsyuaoTes CBOCTBA HELPePHIBLUOCTII LT BBIIYKIBIX :jlyumuu,‘l OIHYTBL
HEBEIIYRALIX I BOTIYTHIX B OfHOM UHTEpBATE, B PUIOTE3e /1 = 2,

RESUME

Sur une généralisation de la notion de convexite

par
E. MOLDOVAN

On fait sur la fometion (1), définie pou-r‘ @ =Exy=D0,10 = Hl, .2, e ,‘tn.,
I"hypotheése: 1° elle est continue par rapport & l’ens't:,'.mlbtle de ses algwumin S
2° Ty, Tpy..-, T,, ctant n points ;dis-tinwE:ts de Tl'intervalle _[a, b] 25 %1
Yns -+, Yn» T Mombres arbitraires, le sysmeme_ gZ) avec les ti}-n}c-cun.;.u O‘L]_]_'l
@, ...,a, a une solution et une seule. En -wt}lls«a.nt la nqt?. ion (3) }‘;c)wm
la fonction F (2 ; @, ay,...,2,), @i, ®,...%, €tant }a.fso\ht_mtyo-n dw systeme
{2), on démonire le théoréme 1, interprété par le's_ 1&1}-egna‘11te;S’ (9). |

On donne la définition: la fonction f (z) définie sur lewn.sgm\ble (6)
est convexe, non-concave, hon-convexe ou concave sur (6), suivanf que
sur tous les groupes de n+l points de (6).

TSy S s T

on a

‘\:i.’l-{-l) Ny ey Ol (’ti!r+|) '

A l'aide du théoréme 1 on établit une condition ‘n‘é:cestsa,ire et suffisante
pour que la fonction f (x) soit convexe, non‘—concmve, i -nwon—cqplvexie (111
concave sur (6). BEn considérant le cas ou aw lieu de (_6) qr} a llln‘teq.vaul\e
[a, b], on donne les théorémes 3 et 5 relaftifs & la .comntmu:}te des -func:tnonbns
convexes, non-coneaves, non-convexes ou concaves dans Uintervalle [a, b].
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