FORMULE DE CUBATURA IN CARE DOMENIUL
DE INTEGRARE ESTE UN TRIUNGHIU OARECARE

DRSS
D. V. IONESCU

Comunicare prezentatd in sedinfa din 15 [ebruarie 1954
a Filialei Cluj a Academiei R.P.R.

1. Se stie din cursurile de Mecanicd Rationald ci momentul de inertie
al unel plici omogene avind forma unui triunghi oarecare ABC, in rapert
cu o dreaptd oarecare A, este dat de formula

™ Ii— g [yt 9]

unde dy , dg, dc, dg sint distantele punctelor A, B, C, G, la dreapta
A, G flind centrul de greutate al triunghiului ABC far S suprafata triun-

ghiului.
S raportdm triunghiul ABC la axele dreptunghiulare Ox, Oy sl s

notdm cu (hp, ), (Aasftn)s (Ra pig) coordonatele punctelor A, B, C fatd de
aceste axe gi fie

M At _ Mttt
e Read S e )

coordonatele centrului de greutate G al triunghiului ABC.
FEste usor de vdzut cd din formula (1) se deduc urmatoarele formule

[[ sty = 5534+ +13+9V7)
)

/‘ ’ y*dxdy = % [13 402+ 13+9 112]
S 9 .
) q :
xydxdy = 1 (Mg + At + Aattg +9 N
A

in care domeniul de integrare T este triunghiul ABC,
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De asemenea putem serie urmitoarele formule evidente

...’r -
3 IS

U y dxdy = 12 [ 1t g +9
/

/jdmdyl%[lﬂﬂw.u

Din formulele scrise mai sus, rezultd cd dacs o(r,y) este un polinom
oamcare de gradul al doilea, adich

¢ (x, y)=0aa2?+2bxy +cy® +2dx + 2ey + f,

avem urmatoarea formula

) ff #(x 1) dady— 3 [6(A +9(B) +70)+9 5(0)

unde g¢(A), cp(B) ©0(C), o (G) sint valorile polinomului o (x,¥) in punc-
tele A, B, C si G.

Formula (2), dedusd astfel din teoria momentelor de inertie, apare
ca o formuld de cubaturd valabild pentru wun polinom oarecare de gra-
dul al doilea.

2. — Formula de cubaturd (2) ne sugereazi si facem urmitorul
studiu;

Fie L, M, N, baricentrele maselor (g, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, &) plasate
in virfurile A, B, C ale tiriunghiului ABC. Triunghiul LMN este omo-
tetic eu triunghiul ABC, centrul de omotefie fiind centrul de ereutat:
G al triunghiului ABC.

Dind Iui ¢ valorile ¢,, ay,..., qy, vOm obtine punctele L, Ly, ...,
L, M, Mg,..., M,; N, N, ...,N,pe care le vom numi noduri. Vom
cauta si stabilim formule de cubaturd cu nodurile fize [;,, M, N;, unde
i=1, 2 ..., n de forma

@ [[#G ) dady = TPt () + (o)
T i=1

determinind constantele P,, P, ...,P, astfel ca aceastdi formuld sa fie
verificatd de un polinom oarecare de gradul 7, ovicare ar fi triwnghiul
T, adicd oricare ar fi Moy, Mgy oy Mg,y 3.

Vom demonstra cid problema astfel pusi este in general posibila dacd
n =5, far g, gy ..., 0y Sint numere diferite intre ele. Problema este cu
Siguranté posibilé cind <5 si unul din numerele o, &, ...,q, €ste
eézal cu 1. Problema este insd imposibild dacd n >' 5.

Rezultatele acestui studiu au fost comunicate Academiei RPR in
fesiunea din Tulie 1953, (1],
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§. 1. — Formule preliminare.
3. — BS& considerdam integrala
(4) 1 = || ardady
=y

unde n este un numdar patural, pe care o calculdm in modul urmétor:
In formula

- .
//g—‘ dudy=— [ Pdz,
T T
unde I este conturul triunghiului T, si& alegem
Plz,y) = 2"y

Vom avea
g] M‘ Aa
(9) Iy =— [m”ydmﬁlac"yd::— [Js"yda:.
.AE ‘Ri ;‘l

Ecuatia dreptei BC fiind

g o'i"ld “‘z(r——?\uﬁ'

—\s - )
vom avea
Az Ay pet
g |L
[x"ydmmug [1“(!&’4— Lﬁi—u[x"[.t'—hz) dr.
A A A3 =-ha A

Tinind seama ca

Aj
i A3 —hs _
| andz— L )
Aa
s5i ca
X
2
[ arydze= (7:%%“)_?%9') [(+ 1N+ Mgt - = 4 N
A
vom avea
Az
Ay — M\ ] = n
fa,”yd.r- WZ ,{fH—Z 2 [M ARy o o C N
A2
+(pg—po) [(n+ 1) M4 Mg+ - - - + ]
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A3
A3—A f £ o
(6) [ nyde= —3_82 (1) MM+ N
‘ €T yd:r: (ﬂ %‘1)(1’1'}'2) }[( ) 3 3 2 F 2_]

A2
-|-|L2[(n+l))\g +1 ?«’2*—' Not s @5 %-hg]}
Pentru celelalte doud integrale din membrul al doilea al formulei (5),
avem formule analoage cu formula (6). Dacd notim
Lu=(n+1)M+aN=Th +- -« +N
unde 7, k¥ —= 1, 2, 3, §i i -k, vom avea

n (n—|— 1)( +~JJ (1v3Lg2 + 1t Log) (H }-T) (nl+ )) (14 Ly + 105 Ligy)
A
FErn () Kl i )
sau
unde In = Li 1y +Lopo +Lgtty

1

e (n+1)(n+2) [ —A2) Liz—(\ = Ng) Ly

1

L,= el (it ?) [(\3—N3) Los—(\—Ny) Lyl
1

5= [(hg—\1) Lg; —(A3—A3) Lgy]

(n+1) (n+2)
Observdm ca Lj,L, L, sint lelZlblle PRI R — ', A — Dk Ap=

si cd avem {
LI L }\3_)-9,

SIS S

FMAMTT A+« oo f A

NI (g +hg) + + + + + M N=TAg 4o ]

e —
= ey
A
. _g___J__; n
T (n+1)(n+2) [M
Deducem atunci ca
1t (A3 —hg) +1ta(h —Ag) +13(ha—\y)
(n+1) (n+2)
Introducind aria S a triunghiului ABC, dati de formula
Mo 1
3S= )\2 Iiz 1
Az g 1

AN g Fhg) + -+ s FM AN g - M

I =

[NE o N1 (N 4 hg) o+ NI AT Ny e N

5‘ FORMULE DE CUBATURA l]_

avem urmatoarea expresie definitivd a integralei duble T,

4 [ nl — H_.Z_S___ n n—1 5 n n—1
2 ,/jrmdxdy(n+1)(n+2_)["1+7\1 (Ag+Ng) oo N NNy - N ]

In para.nteza. din membrul al doilea avem un polinom in X, X, Jj
omogen g§i de gradul n, avind tofi coeficientii egali cu 1. Formula (4')
este o extindere la integrale duble relative la triunghiuri T, a formulei

b
b—a
oldr= — [b"+b*1a+ - +a"

[ = [0"+ a+ -+ +a"

48
unde in parateza din membrul al doilea avem un polinom in a § b
omogen §i .de gradul n,

- 4, — Formula (4’) ne permite si calculam si integrale de forma

(7) I;gjpz j/ :C" y,l! d.r d'y y
T

unde n si p sint numere intregi, pozitive sau nule,

Vom da expresiile acestor integrale, insi vom ardta mal departe
un artificiu, care ne permite si ne dispensam de aceste expresii in tra-
tarea problemei ce ne-am pus.

Si roftim axele Oz,0y in jurul lui O de un unghi arbitrar ¢, ele
devenind OX,0Y. Legitura dintre coordonatele (z,y) si (X,Y) ale i
unui punet M al triunghiului ABC este datd de formulele

X =2zc085¢+ ysing
Y= _—zsing + ¥ cosg

Coordonatele virfurilor AB,C fatd de axele OX,0Y sint date de for -
mulele
X; = McCosg -+ |4y sing,..
Y,=—M\sinp+pycose, ...
Formula (4’) ne di
28
(n+p+1)(nt+p+2) (X

([ vt ax ay = XA (g K)o
o

: D CHED i CERERED Gl
Aceasta formuld se mai scrie

iE 28
8 208 ysing)t+p AR e s e A v, 8in n+p |
(8) é/ (xzcose + ysing)' TP dx dy= PR (P %) {( €08 + |y sing) 0,0
(A cos® + 1y sing)"+7—1(Ey gcosy + B, i8ing)

+ .....
+Eug ,1,”005”“’@ +Engt ,,_Llcus”'*“!’—!cpsi D@+ - + Eo,n ,,sin”“"’qJ}
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6

unde s-a notat in general

(q() A2€0s9 + ro8ing)” + (Aycosy -+ l28ine ) —i(\gco8p + [t38ing) -+ -
¢ =E,ocos"p 4 E—i1c0s"lsing + - + Eo, sin’e

Formula (8) fiind o identitate oricare ar fi unghiul % , coeficientii lui

"+ (A3co8% + pgsing)

A0yl grirdiae 2.p!S
'/1[ vieaay (n+1)(n+2)- - -(n¥p+2) Qo+ Q=14+« 1Q)

unde in general s-a notat,

P =l = {
Qi=Cagp—i M Eq,i + Chppmiq M1 Evit-+ -+ +CVZiE,.
Formula (9) arati ci ® N
. peunde Bo= 0,1, .. i
[t3 Oomogene si de gradul rfl,l$i anume LR et S
i
T (Ck Cimk ok i~k h—
' LG A C \ =1 i — o,
k;ﬂ i—ktn N2+ Crpt Cilppn—g A2~ A4+« Chtn CiZK ) ns™
unde h=0, 1,. ., n,
Obtinem astfel expresia integralei (’}) sub forma definitiva

k
[t3

an | arygrie dy——o 0 2218 4§ :
»! (n+1)(n+2)---‘n+p +‘5)2(2 Qiit 5 u’é) p

unde it
Qrii—Chr !
iy ST i " :
—.F (i S R il CZ-JZ+| )\2+C:t+1 Ozt ka)

(12)

P—L ( Kk Hi—=k : i—k
+ChZi (Cx CiZk4n N+ Cha1 Col by 4o Nat -+ Cipn CITR A
De exemplu pentru p=1, avem |

28

(13) fr" dx dy= 1o :
‘/-T YO T T2 (a3, (P Pt Py )

unde cu ajutorul formulelor ( 12) avem

Pr=Capt M+ G M0 +25) + « + - 40 LR Vs WITRPS Y |
Py=Cnpt M-Ca MM (Ag 40, ) - - 6 T SR Hff)
Py=Cntt N+ Ci N0y + M)+ -+ +CF (M 4\l 4. . Hé)
De asemenea pentru P=2, avemn:

(14)

(15) [fx”yzdmd LN Tl 0 :
e - (ﬂ+l)(n+2)(n+3)(n+—I)EPan+P22llg-i-P33p§
+ Pas )5 + Paiitatyy + Py 1]
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unde cu ajutorul formulelor (12) putem scrie

P = Ni A+ Co Ni T (o ha) + - - - O3 (A4 05 Ng -+ - 1)

(16) Py, —C2 o N+ Copt N (g th) + o - - + CE(GHAT N 4 - - - )
! Pra=C2io M+ C2 NiT 0 +00) 4 -+ - H GO + NI - = - 1)
S1
Pos=Chyt N Ch NI (20 4 0y) + 4+ CL[(n+ 1) Mg+ N3N - +0T]
(16") Pgy = Oy N4+ LN (20g +A0) + + CL[(m + 1) N5+ 0050y o 03]
Pra=Chit M+ Ch MTH2N +hg) 4+ CEl(m+ 1) Ni4n Mg+ 4205

§. 2. — Imposibilitatea formulelor de cubaturd de tipul (3) pentru n > 5.
. 5. — S& revenim la formula de cubaturi (3). Coordonatele noduri-
lor [, M;, N; sint
m;?\1+?\2+h3. )\I*I"(xihgﬂ\g; ?\1""?\')"‘“{?\31
e o +2 o +4
wi ity iy ot xipatis . It Mo T %l
o+ 2 a + 2 o + 2

Si demonstrim ci dacd constantele P,, P, ...,P, sint astfel alese ca
sd avem ldentitatea

n Pl l :
(17) [[J_ndzcdyj;m[(“r‘ A+ Mo+ Ag )1+ (A + 2 Ay FAg) (N, -hg + 20 Ag)"]

oricare ar ti triunghiul T, adica oricare ar fi \;, 1t, Ag, g, My M3 atunci
avem deasemenea identitatile

i n
P; v
18) [Jardudy = SN [k Hh Hhal 0 + oude gl + (b Ao+ oiN)
(18) Qa’: dxdy 2 (a}‘+2)"[(m A4 A (A o 3) (17 o+ o \a]

oricare ar fi triunghiul T, pentru 7=0, 1, 2,..., n-L
Intr-adevir fie OX, OY, noi axe coordonate, axa OX coincizind cu

axa Oz, iar axa OY fiind paraleld cu axa Oy, astfel ca Oo — k, unde k

este un numéir oarecare.
Un punct M al triunghiului ABC are coordonatele (z,y) fatd de

axele Oz,0y si (X.Y) fatd de axele OX, OY. Avem

(19) X=12 %k Y =y,

iar coordonatele virfurilor triunghiului ABC, fatd de axele OX, OY sint
X, =M+k ; Xo=N+k ; Xg=M+k

(19"
Y =M : Y=l 5 Ya=p3.
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Stim cd avem

i

2 n P '
f/ X”dX dY =2 (TX:_:lilZT [(mf X +X2’|"X3)” 4'(X| 4-&@ X2 }’XSJ” ’!“(Xl +X2_|"Zj Xg)"]
i=1

In. aceastd integrala sd facem schimbarea de variabile (19) si sa inlo-
cuim pe X, Y, X, Y, X, Y, cu formulele (19). :
Vom avea

(20) /1/‘(:5 & k)ﬂdxdy:z"’
=i

=

P(' ]
(o +2) i[“fh T A+ Ag + (o +2) K]

N e dg+hg (o +2) K]
+ [N A Ao+ e A+ (2 4-2) k]"l

Aceaus'i_:ﬁ_. f.onmmli este o identitate, oricare ar fi k. Dezvoltind ambii
mef-mnbral ai formulei (20) dupd puterile lui & si egalind coeficientii acelo-
ragi puteri ale lui k, avem identitatile (18).
6. — S& demonstram cid dacd constantele P,, P i
y Poy..., P, sint astfel
alese ca si avem identitatea (17) oricare ar fi trilun hi i i
¢ iul T
de asemenea identitatile. = it

_.(.21) /‘/'.E”—”yp('!'.rdy =$
i=l

P;
fz)n [0 N Mg M) P (o 1ty 11y +1g)?

(=
(M 2 Ay M) P (1 + 0t 1y + )P
(M A+ e Ag ) P (1 4y 4oty prg) |
oricare ar fi triunghiul T, si pentru p=1, 2,.... n.
_In-br-a-de-vir s& rotim axele Oz, Oy in jurul punctului O de un unghi
arbitrar ¢, ele devenind OX, OY. Legitura dintre coordonatele (z,y)

si (X,Y) ale unui punct M al triunghiului ABC, fatd i
; : J , fatd de axele O
si OX, OY este datd de formulele ; et

(22) X=zcosp+ysing, Y= —xsin ¢+ cos ¢

Coordonatele virfurilor A, B, C fati de axele OX. OY sint

Xp=Mheosp+psing; Xp=Ac08 P+ po8in ¢;  X3=hye08 ¢+ pqsin v
~ Yi=—hsingtpucosg; Yo= —Msin 9 +pycos 95 Yy=—Ngsin @ +pacos ¢
Stim ca avem,;

(227)

., i
P.
./'l/‘ XndXdyY = 2 (‘af -}-I?_,F [(011‘ X] +X2+X3)H+(XI +:x[ X2+X3)"+(X] +X2+af X'{)"]
=1 : ¢

Ibn aceasti_ integralﬁ sé,_i’acem schimbarea de variabile (22) si in mem-
rul al doilea si inlocuim pe X,, Y,; X, Y,; X, Y, cu formulele (22').
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Vom avea

i " 5 P - iR
/’{(1‘003 ¢ +y sing)'dxdy ZZT&ET)' {[fﬁf?n + Ay FAg)eos® + (@i + ity -+ tig)sin @]
(=

+[(\ + 2 Ay + hg)eos ¢+ (i +aifty + ig)sing]"
+[(\ + Az +2ihsleose + (1t +pg + “iILﬂ}SiUCP]"}

aceasts identitate fiind valabild oricare ar fi unghiul ¢. Identificind
termenii in cos”—rp sinPp din ambii membri, deducem identitéfile (21).

7. — ' Din teoremele demonstrate la nrele 5 i 6 §i din caracterul linear
si omogen al formulelor (17), (18), (21) rezultd cd dacd constantele
P,, P, ...,P, au fost determinate astfel ca si avem identitatea (17)
oricare ar fi triunghiul T, atunci vom avea de asemenea.

[ stz wzay - Z' P,
=1

- (Mﬂz_ ﬂ‘ﬁ;"zﬂ_‘_&)

“ A F.Z ‘ e 4] +Z
it (Btle bl ik s )
¥ ( =2 o -+ 2
(M Fhgt iy o |13)
O e e W

De aici rezultd ci singurele relatii pe care trebuie s le satisfacad
P, P, ...,P, astfel ca si avem formula de cubaturd (3) oricare ar fi
triunghiul T, sint relatiile care asiguré,_identitatea. (17), oricare ar fi

triunghiul T. 1
8. — Penfru n>17, avem
(23) (a+b+c)=a"+b"+c"
+CL [ (b + ¢)4- bV (c+a) + "~ a+b)]
+ 02 [a"2(b2 + ¢2) 4 b"—(c? + a2)+ "%+ 0%)]
+ O3 [c=3(b3+ ) + (3 + a®) + e=3(a3+ %))
AR SR R R SR O .
+ 2(}!2! abe (au—-a‘ + pn—3 L Cn—-&)
+3C2 abe [a—(b +¢) + b (c+a)+ " (a+b)]
J-4CH abe [av—5(B2 + ¢2) + b5 c2 + a?) 4" a? + 7))

+ SRR e | 5 L LN IR %
5 (’iO‘}l, a2b2cz(au—6 A pn—b4 cu-—‘h‘) ‘
+ . . . . . . . .

Fie
Ulee =(othy +Ag Fha) + (N + ahg + g )" + (?\1 +N + ’17\3)"

Dezvoltind flecare termen din membrul al doilea cu ajutorul formulei
(23) si punind in evidentd termenii din formula (23)," vom putea Scrie:




16 D, V, IONBgoU

(24) U(aj=-=f1(<x)(?\"+hg )

In

(26

f'Cufzrﬁ) [N 0 +25) +A2 7 (s 4+ 0 )+ M, Fhg)]

+Ca fal@) M2 (A +)2) A2 (G40 M2 (024 2)]

+05 fule) [V (A2+ M) A5 (8 +0) + 2 (8 103)]
+ Soge' b DA N Py «

+20C5 i (= ) M Aghs ( ,\1‘—3 L e Cas)

+3C3 £5/e) A ohg [N (N 4 0g) A2 (Aa+Ay) 4+ 24 (N +29)]
t 403 o3 os) M 7\27\3 D"““(Az N8+ A (NG +02) 4 NS (A2

+ -

JJF 6CH b, (a) A; J\z ha (J\"“’H"“"' +2579)

aceste formule avem

hle)=an+2

fo'@)=on—1 41
qua)_an—2+“2+ 1
Fle)=wsi .

) bl{a} :x(oz""‘3+2)
Ga(a)=o (a"=14 0 4 1)
33(“)—“(4"‘5+°ﬁ2+1)

hy (e} =02 (O‘”_ﬁ‘l' 9)

Din aceste formule deducem 55.

sl

Comparind cu prima dintre a
mele (25), avem identitatea

(26)

oricare ar fi ¢.

3 (@) — gy(%) =22 — 204 |
Ja(2)—gy(a)=od—a2—a ¢ |
g3 (@) —hy(2)=03—2a2 4 o

[f4(°‘)—g2(°‘)l‘—[gs(“)—hdac)]———azk—zx -

Ja (@) —fy12)— g (2) + & (@) + 25 (2)— Iy @)=0

Ne vom; servi de aceasts idemtitate la Nr. urméator,
9. — Formula (4') ne permite si seriem

ceste formule deducem ci intre polinoa-

FTORMULE DE CUBATURA 117
1

(217) fl/:c "dxdy = (n+1)(n+2)‘hH IR

FNTT (g hg) AT g0 E NS (N Ry

FNTZ 5N M2 (S AD) +2572 (M +03)
+h’:“a(h2+h3)+7\é‘3(?«3+m)+;\§"g( +33)

-l( =2 Ve

+ M xzhg(rd‘ 3+ 1\3"3 +879)

A M g A A (s ) AT (A )]
e e 5(A2+)\3)+7«5‘5( +)\1)+7\’§_“’(A,+h2):|

-{— oI otk SR N

+N (N o ) |- |-

Cu ajutorul formulei (24) putem calcula membrul al doilea al identiti-
tii (17) iar cu ajutorul formulei (27) avem primul membru al identi-
tatii (17). Pentrm ca identitatea (17) s exisfe oricare ar fi ), b, Xy tre-
bue si avem urmatoarele ecuatii;

Skt o]
Z(a i 110~ T e 2)
o 2Ry
Z(m T/ ~ (n+1)(nt+2) C
g BB sk
2(a+2"f3 (n+1](!l+'—) Cs
P 28 1
(28) Z(cx +2) fa ()= (mﬁ?f C:gr
gl 25 1
2 (% +2)~£" § (n+1)(n+2) oc?
51 LRG0 gl
2(7 o) g {)= n%l)(ﬂ?z) 3(:?,

P, 28 1
Z(ﬂ *2)”“*( n—l—l](ﬁl yact

o P i R N o
% @t "= G (o) 6C;

9 — Studii gi cerceiari




U () =f; ‘a) (A + )51 29)

+ 15 folo) [N (A 23) 108 (A2
+20 file (MM a3 a3 a3 3
+30 g1() \dghs (M £234+13)
+ 60 gy(«) M Aok [)‘12 thz+A3)

T +90 fg(2) AT A2 03,

fi(@)=alt+2
fo(2)=ad+at1
Jfa(@)=at+a2q 1
fa() =203 41

&1 (o) =+ 20
2 () =03 402 |- 4
Iy (2)= 3e2

Aceste ecuatii ar trebui sj determine pe P, P
I 24

6 £,()[AS B ]
050N (gAY 03 (\aH00) +23 (0 +0,)]

ﬁ-?__—_———
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.y P,. Insd un aseme- Ca si la Nr. 8 se aratd ci intre aceste polinoame exista identitatea

nea sistem de ecuatii linjsie :
S et Sislréi,nlqlu]lllllina(lgg)esze ul;compatibil_ Intr-adevir si formam
R e e ombinatia Lniars ima: e : / o
tatea (26) si si tinem seama de idég‘gitg"lt 11ma1§ indicatd de identi- (29) f3(a)—f4{o¢)_gl(a)+24.5?2(9.)—11{(0:)—-0,
1 1 ; atea (26). Vom obtine relatia Sricare ar 1l @
oG 1_9 A _] i = 71 Formind identitatea (17) si scriind ecuatiile analoage cu ecuatiile
= Ci Ci 2C2 " acl ACL T ga T " (28), vom avea
6
5 P; S
) : , n==9n-+20=0, Zm)ﬁ, file)= 78
CaleSeStedlmIJOS‘l'bilé pentru n > 7, i
~_=>-a demonstrat astfel ci identitat : : o P; : e | S
‘ tura (3) este imposibild pentru n > a7.ea (17) si deci formula de cuba- ZGTIZ)T Fle)= 28 6
‘ 10. — Sa consideram acum cazul n — 6. Avem . = J
(a Fh+e¢)o=qa04 b o ! _P;_ e § L
| : +6[a5 (b s 5 g1(“f+2)ﬂ 1) = 38 15
| [a® (6-+¢)+6° (¢ +a) + e5(a+b)] (30) & p e
| 2 .2 = i -
| +15[at (07 + %) + b4 (¢ +a2) + ¢4 (a2 52)] : Z(a-+27“ )= 28 20
| 2 20 ((IBI?B‘I— b 'L‘J + 63(13) [::‘ :
+30al)c(03+b3+cﬂ) Z PLA cr’or,-)--é 1
A - . G S1yvWt ‘_2 rO
k60 abe [a® (b +¢) + b2 (c +a) + ¢ (a + b)) S fertdd =
i 490 a2h2c2 , P S
ie , L g(a)=ng ==
7 () =(ah +\ 6 W e e & (w+2)5 =2 28 60
_ ; H R E A0 (M ahy +0g)0 (A o Ay Faths)o ! =
Dezvoltind fiecare ter i LR ' s1 - Pi Serl
Tl €rmen din membrul al doiléa ¢ o : Z L p(e)=rg o5
ente, vom putea scrie u ajutorul formulei =/ (o;+2)0 " 28 90
=
Acest sistem de ecuatii lineare in Py, Py, ..., P,, este incompatibil. Intr-

| adevar facind combinatia lineara indicatd de identitatea (29) si tinind
g : seama de aceastd identitate, deducem ca frebuie sa avem
+A1) M (M +)3] '

DM (O 23] | g e e L

) _____

Am demonstrat astfel, ci nu poate exista o formuld de cubaturd
de forma (3), nici pentru 7 — 6. adica formmule de cubatura de forma

(3) nu pot exista pentru n > 5.

5 ceeace este o imposibilitate.
A2 (g +0,) +23 i
2(A3+M)+A3 (A 1)

8§ 3. — Cazurile n = 5.

11. — Vom arita acum ca pentru n = 5, sistemul de ecuatii lineare

i

[

I care rezultd din identitatea (17) oricare ar fi triunghiul T este in general
compatibil. Vom arata aceasta pentru fiecare caz in parte, n = 1, 2, 3, 4, 5.

l sS4 consideram intii eazul n = 1. Identitatea (17) in acest caz

!
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/fr drdy =- Ii
TN V=i

s¢ reduce la

[0y Ra) (M + 20y - 0g) - (4, 0 o))

// x dxedy =P (\ + A + As)
T- - - - T
finind seama ci

i G
U e dy= = (\ +1 +1y)
se deduce ca !

S

3
Vom avea deci formula de cubaturi

o /./ #y) e dy = <[5 (1) +,(M) ()

valabila pel?tru orice polinom de gradul intii si oricare ar fi
In particular putem scrie ' Al

(32) // ?(x,y) de dy=S ¢,(G)

T
(327) ”C‘/ {PI(J} y} dx (fy: *g— [EP](JA) + fpl(]—}) 1l ';0]((‘)] ;

Forrlnulele (32) si (32) sint bine cunoscute,
2. — Cazul n = 2, Tinind seama ci

(ki Hh2 + X3 )24 (A +ady4-hs) + 20, + Ap + oihg)?
= (24 2) (0322 4 (4at-2) (Mha-2ahs + A, )

formula (17) ne di
(33) //azu’m’ 4o
Yy = [P (A e
Z +2)2 THN+03) + (q'_ (@t 22 Mha F hadg +hah )]
Pe de altd parte formula (4) ne da
(33’) /'[.Tzd. = _S, 2 2
= G LG54 D+ (Mot hadg 420, )]

Identiticind membrii ai doilea ai formulelor (33)

la sistemul de ecuatii lineare (337) sintem condusl

Pl 2 . P -
e s R
(”I +2)2(j )+(g ',2)2(}2|2)—B—

C;

13

(34)

ﬁP
(“I (= l+l 1("52+])-

Py
@y+-2)

14

FORMULLE DE CUBATURA

15

. \ Py . B,
Delferminantul acestui sistem In ———5 §1 ———= este
3 (@ +22 ° (@12,

2 r 2 P
54.? F2 oy 2
Ba= | og 41 2a, +1

adica

(35) Ap= (o —op) | 22y ccp F- 4y bay — 4]
Determinantul A, este diferit de 0 dacd o« £ dy 51 dacad
(36) Doty | (2t )—4#0.

In acest caz sistemul de ecualtii (34) determina pe T si P, §i prin ur-

mare avem o formuld de cubatura de forma

2 2
(37) j[qz{.lr, U)[[.,L (h == 2 P:,IITZ[I‘-')%_""‘Z{N]'}_|"CICZ)NI ]
i

=1

valabila pentru orice polinom ¢, (Z,¥) de gradul al doilea s§i ovicare

ar i triunghiul T.
Caz particular.

sa alegem o, =1,
confunde in centrul de greutate G al

formula (35) aratd cd A, se reduce la
Ar=3 (2 —1)
prin urmare exista totdeauna o formuld de cubatura

ceea ce face ca cele trei noduri Lj M, N, sd 8€
trinnghinlui ABC. In acest caz

Se vede cd Ay =70,
de forma
(38) UTZ( v, y) dx dy =Py [#(Ly) + 62/ M;) + 1a(NOIH3 Py 92 (G)
."r .
valabila pentru orice polinom g, , (z,y), de ogradul al duile,g si oricare
ar fi triunghiul T, nodurile L, M,, N, corespunzind la o, == 1,
Facind oy =1, In sistemnul de ecuatii (34) obtinem sistemul
Pl 2 Pz S
Il =
(2 +2)2( i42) 3 6
PZ o2 PZ s}
i D N e
(a2+22(2+) 312
care ne da
p_ S (a+22 _ 38w (m=4)
T2 (e —1)% 20 120 e =1
si forma (38) devine
s S [l +2) = ; (ul 1) 4,/
(387) 515?2(1", y)dxdy= 12{(7‘,_‘_,'1);[‘?2@1) 2! My) + (N )] H J —ip * )

Dip formula (38’) vom scoate dousd cazuri particulare interesante.

\
J
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1°. Ficind pe o; 84 tindi citre -+ oo, sintem condusi la formula

J [ o=t 080 1 ex £9 mcry

Care este identicy
tei lueriri,

2%
T = 0:

(1)

cu formula (1), care a fost punctul de plecare al aces-
Observa'm ca coeficientul Iuij

@y (G) se anul
Sau o, =4. In primul

eazia dacsi, alegem
caz sintem condusi

de formula
S

Hatmndeay— S o som s

#

unde A’, B/, ¢’ sin
valabila oricare ar
ar fi triunghiul T,

(39)

t mijloacele laturilor

triunghiulyi
fi polinomul

ABC si care este
¢» (x,y) de gradul

al doilea si oricare
In al doilea cagz sintem condusi la formula

(40) [ % @wdedy= = [%0) +6,0M) + 5]
T

unde L, M, N sint mijloacele segmentelor GA, GB,
bila oricare ar fi

polincmul g2 (2, ¥) de gradul al
Ii triunghiul T,

Formulele (39), (40) pot fi mai utile in bractici, decit Tformula (1),

deoarece in membrul al doiles al formulelor (39) si (40) avem numai
trei noduri, pe ¢ind in formui

13. — Cazul n - 3.
Tinind seama cj

U.M ’I" Az+)\3)d+(?\| f‘ (1)\2 + )\3,‘31‘ ?\| +)\3+U.)\3)3
=(@3+2) (M3 +03) +3 (02 1.2 "1)['\12(?\2-'|'M)-I‘hg(ﬁ;g‘{-)\,)-l—)\?(?n +3,)]
+ 18 o AlAz)\g
lormula (17) se scrie

GC si care este vala-
doilea si oricare ar

3 3
3 s §’ e st 2 3 7
(4]) J‘j x ([.I' (.’y— < {f l(&gié)a (}t‘;’.'l‘ ?\;'f’)\j)
7131_, F'FJF':C{ 1 9 | B 2
= ,*(c;i—_‘*_'*)'é* D\I‘(]\z T.X;;)‘I"}\z ()‘d i )\,) +)\3 ()\| - )\3)}
o

ol )

+18 P'(a_,- 127 1A2 3J
P

e de alti parte, formula (4) ne dz

S i g :
iy

23
FORMULE DE CUBATURA

] tificind Tormulele (41) si (42) sintem condusi la sistemul de ecua
1{;1_10 llli‘llliare Y a? % E
D ity a2y T 10
IZ; “?*“fllﬁib‘_
: 2 P 127 . 30
- F o e
Z Pt 127 ~ 180
i=1

unde i = 1, 2, 3, este

0

[)[
i sistem in —
Determinantul acestui sistem 1 (

@ +2)°
o O3 |
¢ L ‘ RARE
_ | 2oyl @24l f-3+3 52
(44) Ag= 1a3+2 412 2+
1 2
si se aratd cd notind ; y 1
ol '23
Vo, %, %3) = ’x:l; 3 o2
Pt iy 3
( iy oy % ] )
) sl ko A Vsl
i X intknumere diferite intre ele §
5 oy S
Deci dacd o, Oz %3
sa avem ot~ oy Fog) 2 # 0.
(44"") 2

i 1 S PLIn
(43) are o solutie unicad in Py, P, Py

aia] Ml o forma
cistemul de ecuatii liniare o formuld de cubatura de

% e
urmare vom avea 111 acest ca

(0, y) dx (fyiji [eg(L) +pa( M) + 93N |
= EE%(J,J . adul al treilea si oricare
ila, pentru Tm'ice polinom 3 (z,y) de gra
abila
;ila;in Ll'ignghiLll ,T'
= ]‘JGTIIC?LIW.—__ 1. Determinantul .
e e, (az-]-)\%:cll’ez;ina posibilda daca nume-

r o T
(44) se reduce In acest caz 1

i 3 ‘mula (45) este
000 edeste ca [011111_1 .
(u],:ue d;)v 1 sint diferite :intleace;l; FERE
rele oy, oy : i
i i lui (43) 1 ’ 13
Solutia smtemu\ 2 (y—3) S (s 2 (1—3)
et ! PQiﬁf "oty — 1120ty — %2)
Py =80 (a=1Pla—%) Ak
¢ vig (%
- )—Ll (121—3{) A —W]
: ;9§ 1 — 12 _0:) (O!,—l) o, il
P3= %o ta—4) 1

(46)
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Avem astfel urmatoarea formula de cubaturs

(47) J‘J‘(P,‘(U Nidi e S ey +2)3 (o, —3
3 '-1.})(/.1. h = ’_,__,_ 2 ]
i Y DO% (o, — )2(953':05!) (%5 (1) s (My) 4 ¢, (N f

2
+27(1—-3 N _% (%3 3
= 1P (s, )00
valablla pentru orice boli
unghi T,
Tatd doua exem
*1° Si facem o
mula

NOMm. gy (2,9) de gradul al treilea i orice trj.

ple trase din formula, (47)

1=0 si pe oy S& tindd catre + oo, vom obline for-

48 N Ve () die iy S [y |
” B U s \ A F2(B) k25 O)) 18y (A) ) 4 ()]

+2793(G )}
unde A’ . O si ij
3| ZOA, Bs,ﬁ(, sinl, 1j1rJloa.cele laturilor triunghinui ABC
- — »oa alegem in formulele (46) % = 3;, vom m;ea:
P28 _ 98 |

18 b I') U! I:] TS
CEE. C
€€ea € ne ((H]dll(.e Ia l(,llll”a [le CIJ_l)df-LHF!'

(49) ol S
J;J-% (v y) dr dy = 8 {25 [#3(L)+5(M) +a(N)] — 27f{“3(("1')}

. are corespund la « — 3
_' " - e 3 Ty =
Importantd cici eq utilizeazs numai pentru no-
Ifl. — Cazul n—4,

Tinind seama cé

(#hiFhe 0+ (0 + oy dg )i (), 4 A+ ahy)!

= 1 4
: ((:(; 021(1?3,(:)\; FAg)+4 (et 1) [0 (A 4-0g) + B 0aHh)+ N2 41,)1
@ )\I)\g 4+ AE)\2+ ?\2)‘2 L ]9 (a2 2 2/
Tormula (17) ge scrie 28T Al et s “))‘I}‘:ha(h+hs Fhg),

4

(50) fjxldxd = b, @'4-2
s S sy

=]

3
Lap ALt 1 !
(2 Natha) F Ak ) bz 0,7

2024 1
HOR [t A2 A2)2 1 2)2 ;2 4+ 9o
(% 42 (N oAy + AAT) + Izpfﬁm}q?\z?\aml TNt As)}

10 FORMULE DE CUBATURA 25

pe de altd parte, avem

(51) j;j:cufw u’yh; {(A;'Hg ) F NG A) £ M) E(A )]

(M NNE + NRAZ) + Nhada(h | g )

Identificind formulele (50) si (51) avem ecualiile
| y - =
¥ B2 B

< s

3 e B
- ' (g} 2)1 60
(52) Fi e
G 2241 3

Dy it e
- VT =50

=1

éwl,‘ﬂ'-’f‘i‘hr 5

< " '(a+2)' " 180

care determina pe P, P, Py si P,

Determinantul acestui sistem in _F *_l unde ¢ = 1, 2, 3, 4, este
(‘3‘5:"1'2)
a2+ 20 a5+ 20, a? 4 2a; i + 20,
2024 1 20241 202+ 1 203 + 1

(83) Ay = ]
o tu 1 gltaptl  Btayll  alie !
af +2 a2
§i se aratd cid avem
(04)" A, = (deyopor300 — V217913 —2 Yot 5 S —8)Vy (&, 75, ay %)
unde V, (e, o5 o4 o) este determinantul Vandermonde al numerelor
ey, Og, %3 Oy . "
Din formula (54) rezultd ci daca «, &y, oy o, Sint numere dife-
rite intre ele si sint astfel incit si avem
(54°) da,oy032, — Y %@y, — 2, Vo, + 5%% - 8#£0
atunci este posibil sd rezolvam sistemul de ecuatii liniare (52) in By qu.
P;, P, care are o solutie unicd. Deci vom avea in acest caz o formuli
de cubaturd de forma

1
(23) chpﬂ;r, y)de dy = ZP; [#a(Li) Foa (M) +94 (Ni )]
T

=1i

1 4 19 '
“J‘_Z gcfl F< |
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valabilda pentru orice polinom (,,_-1(3:,_1;) de gradul al patrulea si oricare
ar fi triunghiul T.

Caz particular.
Sd alegem o, =1, Determinantul (53) se reduce in acest caz la

Ay=3 (2—1) (ag—1) (25—1) Vy (o, x5, 03, 1)
si aceasta dovedeste cd formula (55) este totdeauna pesibild, dacdi nu-

merele o, oy, «3, 1 sint diferite intre ele.
Eliminind pe P, intre ecuatiile (52) sintem condusi la ecuafiile

3 g
Bftr— 100 b aiis =5,
;S(m+2ﬁ‘%+%F”'20
<

J ’(o’;—l)" S

(L2 ™~ 18

Pia—1) _ S
Zl’ le;F2)* — 180

si dacd notdm

prii Lo (=1, 2, 3)

(o +2)*

din sistemul precedent deducem ci

1

S
Q['I‘Qz‘f‘Q.Szl—aO

S
-+ / ACn =i
Qi + Qgop+ Qg 180
: 5 o D
Ql%‘l’lez‘;—Qs“é: 180
Acest sistem se rezolvd imediat si se obtine
S (g +2) apeg—(agtag) + 7
180 (% —1,% (&~ 0y) (%~ o)
- P S (e t2)* agx— agtay)+7
(a6} P 180 ap—1)2 (o —,) (#3—a)
s (73+2 ooy — (o + o) + 7
180 ey —1)? (t—et3) (2, — )
Ultima ecunatie (52) in care «, =1, ne da
35 o (2 +2¢, Ll il
o g 2 fire Sl o) o it 7
20 = (4 —1)* oz—oy) (o %) |

P, =

P3:

21 FORMULE DI CUBATURA 27

Avem astfel urmatoarea formula de cubaturi

jj%{x‘; y) dx dy

[ 7&14'3)_4 cm:g] (o'z.i_gs) F‘7 , :
180 | == (o —1) (ocq—ccl\fy,j— PaLy) + 24 (M + @ (N, |

+81 ( e Z(“lzfl" 21) [2a% — (2 +25) 1 7) J;o. (@)

: (7 —1)*(23—a;) (x3—2;) J

valabild pentru un polimon oarecare @i (z,y) de gradul al patrulea si
un triunghi oarecare T.

Sa dam un exemplu de formuld de cubaturi de tipul (57).

In formula (57) s& facem pe «, si tindd catre | oo, 51 apol @, =0,
Vom obtine formula

D+ 2M; ) +94(N,)]

s [(a+2)t 1
’,](I’,‘)[ = e n
Lj# Y) A2 dy =355 (0, = ) o (L
__‘3(

[ «(A') oy B) +,(C")]

+ (T—oy) [9(A) +04(B) +9,(C))

31 al“‘qoﬂl ‘—I ((j I

Tl s el )

. (o — J

Pentru a micsora numarul de noduri se impune si alegem a; —17. Obli-
nem atunei formulele de cubaturs

(58) jj%(l y) dx dy= S {2 18 [#alL)+ M "+ 44N )|

1281 () (B §(C7) +5675,(0) |
In aceasta formuld care foloseste numai 7 noduri si are coeficienti ra-
tionali, nodurile A’, B’, €’ sint mijloacele laturilor triunghiului ABC,
far L;, M,;, N, sint nodurile care corespund la o, =T.

15, — Sa revenim la formula (57) si sa cercetam dacid este posibil
sS4 alegem pe a; si «, astfel ca =i avem P,= 0 sl P, =0, adicd si obtinem
0o formuld de cubaturd de tipul (87) cu 6 noduri.

Tinind seama ci formula (87) este verificata de vy =1, avem

Ey=b Py + Py o 8P = 3 si pentruca P, =P, =0, deducem ca trebuie
54 avem 3
S

P1+P2:§'

Utilizind formulele (56) deducem ca o, si o, se determind prin ecuatiile
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(59) d;dz—(ml 4 0(2""720.
(1 +2)! dpdy —(a bag) 7 | (@ +2)! ae —(@+a)t7 .o
(@ —1)% (ag—a) (@ —oy) (@ —1) (o —@,) (a3—a,

In ecuatiile (89) sa Tacem schimbarea

(60) oy — =Py, ay—1=fy wz3—1=p,

FEcuatiile (H9) devin

(61) Bif,-6=0.

(BrF3)'  BaBa k6 (By +3)' By 46
fs—B

i — P B3 By — B2

~ 60 (p2—f1)

54 observam ca f(inind seama de prima ecuatie (61) avem

botS_ 1 Gh—6h__ 6
f3—P B1  Ba—H P
Bapy +6 1 68603 6
Pz — P2 Ba Bz - P [z

astfel incit a doua ecuatie (61) devine

3,4 3)! +31
{ b;rR—l _ (B ;37 — 10 (B B))
2 |

§i ea se reduce la

(By +B2)*—Bi Py
B1fa

4(B+B2) +3
Notind
Br +Ba=u
aceaslf, ecualie devine
ir*—8u+6=o.
§1 ea are radicinile

wy=4- \/1_0, ly—d4— \/1_0_.
Rezulta cd (| si f, sint date de sistemele de ecualii
(62) BiBy—=—6 Bipp=—=6

Bithe=4+VI0 B tB=4-V10

care ne dau

e 4—|*\/170+\/50+8\/ﬁ_
S — =

==4+\uomY50f§M!9=_03msuu

(63) By 79197 .. ..

Ba

22

*——-—_—————--—‘
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sau

el VIU+\2/50_8 VIO _ 90039,
(63) i
e \/‘0“\2/50‘8 VI0_ 9 0662, ..

Py

Valorile corespunzatoare ale lui o, si «, le deducem din ecuatiile (60).
Se obtine

6+ VIOV 50+8 V1)
£ =

= 8,9177 ...
(64) el
B \/10—\2/50+8 V10 _ 0,2424 . |
s
(64) o = 6 — V1 *2\/50"8\/10 —=3,9039. ..

S ﬁ-\/zso-mﬁ
Xy — = V 5 / =—1,0662....
Valorile lui P,, P, care corespund la «, «, sau ¢, ¢, le calculim cu aju-
torul formulelor (56). Penftru a da valorile lor exacte si observim ci
[.utem scrie

pa S (B +3) Bi(BaB3+6)
! 180 B? (Bz—B1) (Ba—B1)
0=, (Bl Ba(BP1 +6)
BN 1R B3 (Bi—B2) (B3—B.)
adica
655 5 (B +3)'

L300 BB —B)

S (B3

30 83 (Bi--62)

Facind produsul P P, si tinind seama de primul grup de ecuatii (62)
vom avea,

Pr= —

P. P ‘_“_Sq “31[]2 |‘3(BI+BZ) i 9]{
Y900 6% (B1—Py)?
adles
sz (5 +V10)*

P, P,=
"7 24.0 50+8 y1p
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sau (a?\l +4- )\g"}‘)\g)?‘ Sl ()\] +“?\2+)\3)5+ (?\] +?\2+G}\3)5
p p, S 1105+ 34410 =("H2) (1 354 )
T 465 +5 (@' Fat1) (4 Ag) +M(As+\) X (M +12)]
P, si P, sint prin urmare radécinile ecuatiei de gradul al doilea . +10 (#*+a +1) D? (AN A3 (A5 +22) +M (A3 +)3) ]
= 20 (@34 2et) M Ay hg (A2 A2} N2
S $2 1103 4 34410 E2D (g W gl (VA4 0)
Ve ?V + 192 ——Fm—_* — 7] ! +30 (2“‘+G) A Ao g O\l)\g |‘?\2}\3 -+ )\3)\[)
' astfel cd formula (17) se scrie;
Se deduce cad valorile P, si P, care corespund la o) §i a, sint
g -1375 — 34410 g (67) /[x dx dy— Z, 127 '+2) AR ALY
P]if(l— = = 3402, \
6 \ 2480 6 altat 1
SilE Mt Ag) FM (A +HN)) N (NN
S 1375 — 3441/10) _ S i ( w) D‘I( 3) $Az (Aath) +h5 (Mt do)]
lOP o -I-?\" LA (AN H\J A2
De asemenea valorile lui P', si P, care corespund la a' si o, sint * ( ) “ (AQ ) ( ) ( )I
oottt e ad4-2a ;
2
P -S4 1/1375+344\/10 e +20Pi s Mhada (24 A242)
J 6 2480 6 ; Sait o 1
10 3 : 30P; — L MAaka (Asha + hohs +Ashy
P, = S(1—V——-1375+344‘/19)=3,\0,c034.... S el e
6 248) 6 Pe de altd parte, avem
Obtinem prin urmare doud formule de cubaturi cu 6 noduri valabild . fir - .
pentru un polinom oarecare de gradul al patrulea. Prima formuli este (6 jjx dxm/:ﬁl()‘fjrhg'l‘?\g)+D\f(?‘2+)‘3)+}‘3(}‘3+)\1)Jr}‘ég()‘i"')\?)]
) [foutodody = (o - [FETEVD) )y +D905-H)H03 H)-H0-H)]
Pulryy) dedy — 248, St Rt + MM 02 02) + M dahg(MdgHAohs +hshi )}
1375 — 344\/10 | ldentificind (67) si (68) obtinem ecuatiile
7 (1 + I/ 2480 ){301(L9)+P4(M2)+9°4(N':J]J 2 w42 o 3
unde nodurile L;, M, N, si L, M, N, corespund la valorile u, sl a, =" e k2 " 21
date de formulele (64). 5 1 a1
A doua formuld este =l Zp a(‘::!;ja e %
a S 1375+ 344110 , . , 5 ey L S
(667) .”‘flod (x,y) da dy zﬁ{(l + ‘——é) P4(L)) +94(M )+fp4(Nl)] ; B T L 8
# e &450 LPlts ; g . ZP' (w+2P 210
1375+344\/10) | L
J R P e E e R Lo (M s s U b
+( 2480 [#4(Ly) 9. (M) +24(N )JJ l {Z:':P’(z,‘—I—ZJ"-’ 220
unde nodurile L';, M'y, N';, si L'y, M’,, N', corespund la valorile e si o’y 5 22 4 x
date de formulele (64'). Z i 8 S
16, — Cazul n = 5. — (0’.5—]—2)" 630

Avem - £ care determini pe P,, P, P,, P, P,
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: : a8
P, Q3 +Qua2+ Qe+ Qi = 1260
Determinantul sistemului (69) in ——{“' %)% unde ; =1,2,3,4,5 395
a! = a9 b ’ ] )
exte : Qad + Qoo + Qyed + Q2 = 1260
Da2 2 2 2 2 care determinid pe Q;, Q; Q3 sl Q4
R e e B et 25 R S5 1 s In acest mod se obtin P;, P, P; P,
a t 20 a3+ 2a, o3 + 20y a3+ 2e, al -+ 2a [ b S (& +2)5 3opago, —(opog+ oy, F0e,%y) +5(ay+ 03+ ) — 39
: : L1260 (&, —1)2 (o, —oty) (%g—y) (g —11y)
= | ad+4e2 41 altad 41 o+ altl al +aitl af + it ! Al P
Ag 1 1 2 2 3 3 4 Tl e 5+‘ \ . S (m2+2)5 3o 00,00, — (otgot, + 0,00 +o,95)+5 (g, + o )—30
4 4 4 4 ‘ 1 GO T
| ! Gl-l_ai‘-l_.l “2+0.2 +-1 u3+“3+1 a4+“-{+l ug'l’ ﬂ5+1 1 (72) . 1260 (“2_1)2 (ml—dz) (0.'.'1—(7-2)((13—112)
i 5 b € 3
, of + 2 @) +2 @ + 2 « + 2 %2 P, S (#,+2)% 3,00, — (o0 + o %y + 06,00) 45 (o0 +y + ) —39
, Calculind acest determinant, se aratd ci ' 1260 (@, —1)? oy —ty) (o0 — 2y (g —2y)
5 = 5 e
, (10) A;=—(5a a0 —2 T ot z0, — o, ot 00, P, — S (et 2)2 B up00 — (00, %y + %005+ o)+ (e +-a, ) —39
| h e 1)V 1260 (a,—1) (o, —aty) (@, — oty) (01— 64)
i 1% o +10) V(o o5, a3, @y, &;,) Ultima ecuatie (69) in care facem «; =1, ne di pe Py,
unae Vg (o), o, , &y ) este det i = |
S ai’ ;3’ i-hfx;ﬁ'\iﬁ ;) €s eterminantul Vandermonde al nume | e “1512 2(205' o )20 — (o 0tg o m4+ala2)+5(a2+a1+al) 391
: v]?i*ﬂ formula (70) deducem cd dacd «;, o, o, o, <. Sint numere | 5h12601 . (ocl-l) (e —0t,) (g —aty) (0t —2) J
e G R L e e B i Formula (72) conduce astfel la urmaétoarea formuld de cubatura.
(710 5o aax — 2 Zajopaae, — 2% 790, + 4 a o,—7 Ja, +10#0, } vl
atunci este posibil si rezolvim sistemul (69) in raport cu P,, P,, P, P, ' 5‘5%("?’?;) FE=
P, si solutia gasitd este unicd., Prin urmare in acest caz avem o formulid
de cubatura de forma = 2(“14‘2 Japeyoy=(2 2“3+“3“ +ato00)+5( 5 Tty +o)- 39 L,)+o,(M,) )teps(N I
R ' 1)6(” (°"'1_1)rJ (oo —ay) (og—ety (ata— %) : ; :
(71) j‘J‘(pa (x,y) dx dy =ZP, [@s(L) + 95 (Mi) + 95 (N:)] ( o;2+17.|) [36&-‘&36{4—(&2(!_]4-&30&1 + o 0,) 4 5(y + Oﬂa'l'ﬂh) _39_| o
T = +243 2—2’ (mﬁl) T S (pﬁ((J)%
valabili pentru un polinom oarecare g, (z,y) de gradul al cincilea, si : =
oicate ax 1 rlunghiul T ’ Ve ase 3,0, N, sespiist bl 2 86 { Lk
Caz particular.
y HE ., = 0,. Vom
AP ‘*ﬁ E_}EgEE‘n_ids =1, In acest caz determinantul (70) se reduce la Iorétltggmulele (72) & Tacem o, 55 Ginda Gt o SlEAROTI
As=—3"a,—1) (ag—1)( (o —1) (ag—1) Vg (oy, &5, 03, @y, 1) e S (2,+2° -5
ceeace -inseafnnﬁ ci o formuld de cubaturd de forma (71) este totdeauna 11260 (a—1)? alay—a)
posibila [dacid numerele «,, o, «,, @, 1 sint diferite intre ele, (S 2)5 5
Eliminind pe P, intre ecuatiile (69) si punind P i E L e O
P 21260 (xy—1)® a,(a,—ap)
P; i =1, 2 3, &) S 3 &= ) +5
( +2 :,‘ Q! ( ! (74) P3 e 32 &, 0y (“1+“_)+
- = : " 1260 (L)
obtinem urmitorul sistem de ecuatii. g
Qi Qi gy Py = fagp %~ (o +aa) 459
g+ Q3+ =
i + = 1260 p. _ 8IS [ (20&1—1-1,] (2—5) (2%,+1) (a|—5)]
b 1V (e, —a) (ep—1)% (00—
| Qo + Q0 + Qazs + Qua, — —556 1260 (@ —12 (=) (z—1?(@—a),
3 — Studii si Cercetiri
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Aceste Tormule aratd cd dacsd lusim &, = 5, oblinem

s S
(4400 14400

ceeace ne conduce la formula de cubatura

P[=O,P2 240], Pg':—

14400 14400

S :
(75) jj ¢5(x, y) dedy= 14,400 {2401 [g5(L) + 5(M) + P5(N 1]
il

+1024 [95(A’) + 95(B') +5(C")]

+ 160[95( A) 4 95(B) +¢5(C)]+-3645¢5(G )}
in care nodurile L, M, N, corespunid la «, =5, iar A’, B, ¢ sint mijloa-
cele laturilor triunghiului ABC,

Formula (75) este interesanti cici in membrul al doilea al ei tigu-
reazd numai 10 noduri, in loc de 13 ca in formula generala (73).

17. — Examinind formulele (74), deducem ci vom avea o formuli
de tipul (73) cu mai puline noduri, dacad alegem pe &, $i a, astfel ca
s& avem P, =0, P, =0, adici

3&’.,052—(05} +a2\+5=0

o oty —5(e; + aty) +39=0.
Aceste ecuatii ne dau

% +o,=8 , a,=1.
adica

(76) % —=4+V15 ,
Formulele (74) ne dau in acest cag

ﬁ2=4—-\/ﬁ

P (155—1/15)

1200
S +
Pi=orp (155 +1/15)
S
Ps= 1200 %

ceeace conduce la formula de cubaturi,

S o3 ey
(77) IJ es(x,y) dedy— 1500 1155 —V/15) [15(Ly) + 5(M,) + 95(N,)]
T

+(155-+V15) [is(L,) +P5(Ma) +95(Ny)] + 27065(G )}

unde nodurile L;, M,, N, corespund la ¢, - 4 + V15, lar L,, M,, N, cores-
pund la o, = 4— 1/15.

Formula (77) este interesantid pentruci ea foloseste numai 7 noduri.
Ea prezintia insia un dezavantaj fata de formula (75) pentrucid nodurile si

coeficientii din formula (77) sint irationale pe cind nodurile si coeficienti’
din formulele (75) sint rationale,

1024, P,~ —5_ 160, Prel D ne
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§ 4. — Formule de tipul (3) cu un numar minim de noduri.

V 1 hig \ fipi 1

18. — In acest paragraf vom trata despre formule de cubaturd de tipu

(3), cu un numar minim de noduri, analoage cu formulele de cuadratura
alellui Gauss, Vom trata pe rind cazurile n = 2, 3, 4 5.
Cind n = 2, formula
: 2
(@ + hoHAg)2+ (N kg + Ag)2+ (N +hpHhs)
—(02+2) (2423 +03) + (dee +2) (Mha+Dohs +haMy)
/ : S22
pune in evidentd doud functii de coordonatele X, ) )3 51 anume \j 1 o o

si A ha Fhohz-HAghg . . . : ’
g .‘zi;e pzuf]e atunci problema de a se determina P si « astfel ca sa avem

identitatea

[§ e v) dady =P L) + oM+ V)
2

s, y) sioovlee twi-
valablls pentru orncare polinom de gradul al doilea ¢, (z,¥) $ orice
unghi ABC.

Scriind ca avem

. S 2 TRL SR Ny 4 Mgt hahy)]
j5 x?dxdy = m‘zﬁ[(“'—?—z)(hﬁ N+ h3) + (4o +2)(MAg + Nohg + Ashy)
) S [OZ4M3+N) + (Mhg +hohg sk )]

avem ecuatlile

)
(@+2)2 6
pz_“ﬂ_.__i
@r2F " 12

in care necunoscutele sint ¢ si P. _
Eliminind pe P se gaseste ecuatia

a2—4a=0
ale cirei radiacini sint : ’
=0 si o'=4
La prima radicinid, corespunde 5
P=——
3
iar la a doua, corespunde 3
P! !
3

Obtinem astfel formulele de cubaturd.
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3]

S ’
(39) §§ o vydady= 5 ) ) 1)
T
ﬁnde A', B’, C’ sint mijloacele laturilor triunghiului ABC 8i
3
(40) J{ oy dady= 5 test) + s+ 0]
)

unde L, M, N sint mijloacele lui GA, GB, GC.
Obtinem astfel formulele (39), (40) care au mai fost deja intilnite la
Nr. 12.

19. — Si trecem la cazul n — 3. Formula
(ahy + Mg+ 03)3+ (A +ohg+23)3+ (A +hg+ahg)?
= (@ 4+2) (224 03)+3(22+ 2+ 1) [N (0 4+00) +03 (03 +2) 423 (i +0)]

+18 Oﬂkl?\z)\g
pune in evidentd trei functii de ), ), X; si anume
3 2
E A] ? 2 ?\1?\2 A }\2A1

S¢ poate pune atunci problema de a se determina numerele 1204 5 Siiass
astfel ca sa avem identitatea

) ) e oty =P gL 4 M)+ P ),

valabila orvicare ar fi polinomul ¢y (z,y) de gradul al treilea si oricare ar
fi triunghiul T.
In acest caz avem

jﬁxdrrh ( +2] (234+2) Y M +3(22 4o DY X4 8 2 Mohs?
g1 1'5 {E M+3Y Nk + 6 Mok}

S :
= 10 1% M+ XA Aok
cecace conduce la ecuatiile
ad 42 P' S
(z+2)3 F 10
P % +7+1 ,Fli _.i
(22 " 27730
Cel AP S
(z+2)* 81 180

i FORMULE DE CUBATURA 37
31

Eliminind pe P’ intre aceste ecuatii avem ecuatiile

J@—1Patl) S

(+2®  1b
sle=1p §
“(er2p T
care determini pe P si pe «. Se gaseste
255 N
’1:3 3 P’ 4‘\ , ] = = 48

si sintem astfel condusi la formula de cubaturd
@9 [[ow, y)dady= 2 {25100+ M) +4NI 277 (G}
T

unde L, M, N sint nodurile care corespund la « — 3, Aceasta formula coin-
cide cu formula (49) de la Nr. 13.

20, — Cazul n = 4.
Formula 1
(o0 H Ao+ ha) (N ohg +HNa) (N F Ao 4 adg)

— (o 42) (MMM 4Bz 1) D20 s) 423 (a0 ) 25 (0 +22)]
4 6(20241) (A N3+ 302+ ME0Z) 4 12(024-20) Mdghg (N 22 + )

pune in evidenta patru functii de ), kg, )y Si anume

Yo, Ban, YNAE,  akls Y

Se pune atunci problema de a se determina numerele P, P, o, o, astfel
ca si avem identitatea

[ § o, y) dmdy = Pl +o,h)+a0N]
: 230 L5) M)+ o (N

. ~ £ A H o a1
valabilda penfru un polinom oarecare de gradul al patrulea §i oricare a

fi triunghiul ABC.
Identitatea

ad —Ea|+1 D:+ 2+

+2
T{ tdady = [ i—i—_2)_1+) (@ +2 }L?\l [ +2) ek E (oc +2 ]E 1?\
..[_

LR el , %20 m2+2u2}?\;?\?\ A
{['( w2 (ot 2) }27\1;\24_12'1 o 21 oy MR

{E M +E;\1 ?\2—1-2 X J\2+hl?\z7\327\1}
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ne conduce la urmiatoarele ecuafii

af+2 = oy +2 5
(@ 720 2 ey £ 0)F 15
: ti‘? +ap+ 1 o aé*"“zf,l, 8
P o +2)0 7 7% (242" 60
20741 20241 :
Ry Ji,‘i +P2_2—.. S
(2 +2) (242" 9
. jc_f-}—Za.l o “g+2aﬁ= s
U (o, +2) 2(ay +2)' 180
care determing pe P, P, e« Si as.
Pentru a rezolva sistemul (78) in raport cu Py, P,, o; 5i ¢, 54 observam
intii ca dacd scidem penultima ecuatie (78) din ultima ecuatie (78) inmul-
titd cu doi, se obtine

P,

(78)

" (o +2) 2(ay+2)
adica
= A It I’
(79) Pl $ Py = L 2
@t k2 (@ +2) (% rO)

5S4 introducem noi necunoscute @, Q, si u legate de P;, P, «;, @, prin
relatiile

(BU) Ql = PZ PI PZ

P
= =5 o=t — =4u

(o +2) % (22 +2)* (% +2)* 7 (%2 2)!

Ecuatiile (78), (79) si (80) permit sad scriem urmétorul sistem de 5 ecuatii.
Q +Q =4u

Qo +Qpea=u

S '
Ql “-? s Q2“§= @U —2u

(81)

e
Ql“% s Qz“g: 0 —5u

Qai + Qs — 1—85 —8u,
care determind pe Q;, Q, @, oo Si 2.
S8 notam sz%)gi sd eliminam intre ecuatiile (81) pe Q, si @, Vom
obtine ecuatiile.

{3 44 1 u 1 1 k—2u
o &y u | =g, o @ k—2u |=0, a; & 3k—du | =0

o a k—2u| a o5 3k—5u @ of 12k—8u |
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care se mai seriu

fe—2u— (o t ap) + 40 0oy =0
(82) 3[(-5[[""(!(—2([)((11 i Gz) t+u U.](IZEO
12k—8u—(3k—5u)(0y + 0g)+(k—20)a 0, =0.

Bliminind pe o, + e, si ¢, «, infre aceste ecuafii obfinem ecuatia in w

! k—2u u 4u
3k—bu k—2u u =0

12k—8u  3k—=5u k—2u
care se mai scrie
54 2—=24 ku-+-k2=0

5i ale cérei radacini sint

10 S 4—y10 S
(83) ”l:‘!li\ilg.j, X ”==_12;/ .

Inlocuind in primele doud ecwatii (82) pe u cu u, si apoi cu wu,, vom obtine

2(5—\/10) — (4 + / 10) (o;+ ) +4(4++/10) @ 05 =0

(3¢ —5 v/ 10) — 2 (5—\/ 10) (& + o) + (4 +\/10) @, 23 =0
5 "=

2(56+10) —(4—/ 10) (o, +a2) +4(4—\V10)o;g,=0

(34 + 5/ 10) — 2 (5+\/10) (& + ay) +(4—V10) @y =0

care rezolvate in raport cu e, + «, si o, », ne dau

(84) a.+a3:6t\/ﬁ)’ 5 a|+az=6—'\/rg
05 =Y 10—1 ayog=—(141/10)
Rezolvind aceste sisteme in raport cu o, si ¢, deducem
641104 \/50-+8Y10
ay = 2
(85) \ e LR
6+V/10— /50+-8Y10
Uy = 2 5
si

. 6—Y10+ 1/50—8Y10
= 2

. 6—Y10—/50—8Y10
2= 2
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a]()l.lle 1 g
5 pl‘ 5

40, —1 1—4
= — e Oy
‘ (SR Qy=u E
adica
g 44110
Q = e e Y
18,180 \/50+8\/ﬁ )
S 4+/10
Qe e g
e T e
18.180 /50 +8Y10 )
si deci
: S 4+y10
PI 7 N e (1 —J.IU, 2 4
S 4+y10

P; =
% i R (4U _1 & 2.4
18.180 \/50 8/10 1= 1) (a2

Tinind seama de formulele (84) se aratd cé

w|

Py +Py=
si

§2 11054-344Y10
192 465

P, = é(1 -—\/Eﬂi ‘iﬂ_\/‘lo
6 2480

S ( 1375—344//10
LI i 13f9—a34 -
asig L 2480

si la lel se arata cd valorile Iui :
atd cd valorile lui P’,, P’, care corespund la o' si oy sint

Pi=— S(l +\/1_375 +344/10
6 2480

Y (R Y TS T
6 2480

Se obtin astfel formulele de cubatura

P, P,=

de unde rezulta ci

35 FORMULE DE CUBATURA A1
5 1375—344/10
(66) jj%(.‘c j y)dxdy=€ {(1”\/_0—2—5—861/) [a(L1) + oMy 94Ny
1375—344Y/10 |
: (1 Sy /r)[%(Lg)-l-ﬂP4(Mg)+tP4(N2)] |

1375 + 344Y/10 , ] :
(66") 5\5'{4{35 ,y)dxdy =%—{(1 +\/-*2+18?L)[(%(L1) + (M) + "P-l(Nl)]
i

(1= VBT )0 0000

~ 2480

are de gradul al patrulea si oricare ar fi
inim de noduri. In tformula (66) nodurile
rile o, sl a, date de formulele
si L', My, N, cOres-

verificate de un polinom oarec
{riunghiul ABC, cu un numar m
L, M;, N, si Ly M,, N, corespund la valo
(85). La fel in formula (66’) nodurile L'y, M, Ny,
pund la valorile o' §i o, date de formulele (85").

Regasim pe aceasta cale formulele de cubatura studiate la Nr, 15.

91. — Cazul n = 9.
Formula

(kg + Ao FAa)P+ (0 + ohs + Ag)® + (A - ha - ohg)®
—(5+2) (8-03039) 450t + o+ 1) M (gtha) Fh g WERHERWI
£10(c 4 a2+ )8 0341305 +M) 13 ()]
120 (03+20) M ks (N +22H03)
430 (20240) Mgk (A dg + hahgHAsh)
pune in evidentd cinci functii de ki, Aa P
T, b, YA, Mk DIRVARE W ¥ ¥ 3 $h ¥

2 se determina numerele Py, o Py tloy B
de cubaturd de tipul

si anume

Se pune atunei problema de
astfel ca sid avem O formuld

[ s ety = s oL 0N
T
+ Py [ps(Le) +%5(Ma) + 5N )]
+ P'p5(G)
valabila pentru orice polinom g5 (2, )

ar fi triunghiul ABC.
Identitatea

de gradul al cincilea si oricare
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e e e s I+2 ol L2 5y . = A3 e in ecuatiile
L’. 2y = (l 1( i 2)5 o 2(UZ 5 + \135) L A Eliminind pe Q, §i Q, intre aceste ecuatil se oht,u: ccu]ai,;ule
1 153 1
_1_5 ('I’i (ﬂ-{:,o‘_.—*-?l o Ezifgi__l E) Z A"] o (g 1 =) r oy Uy 5] =[]
(o1 27 O th, e s & o 39
+10 (Pl %+t o, Gta+l | P o, o _
wF2P TP (2P + 3*5)21“)\2 care se mai scrin
2 P 2 a2 p 3ujap — (01 +0z)+5=0
+ U(P 2 2 7 % ey
(0' +<))5 + 2( +2) ﬂ[ ) -’\l?\zl'} E ?\] Ir s S Uy ((ll —I"‘ J) 1
e ) 202 +(1] 202+ oy . 3 (11—}-0.2:8
-30(F P
' (0 —f—2)5 2 (g T2}5+ 35 Mg 3 Ay )\, =1 . |
adicé )
{Z 7\1‘1‘2?\1?\4 b ?\2+)\ ?\2?\32?“—[—}\ Madg MM, 2} (“;471.4\/15
ne conduce la ecuatnle | . ;4h\/-1r5
0:5+2 o +2 - e >
2 E S r =5 whmn o lui i @, sinl
’| (a -|-2)5 7 (ug—}—2) . 3_525 Valorile coregpunzitoare ale lul Q, si
aitatl L oadtadl p g s 45—11Y/15
(@42 172 (a +2y gs =105 2520 15
(86 P, “1_{_ o+ 1 —f—a2+1 S sz&,_ @tﬂ‘/iiﬁ
4 (w+2F T2 g, 1) o = 519 2= 2500 15
Ul+201 +p i 20 ot S de unde rezultd cd avem
N 128 T2, +_2F+375' ~ 420 ESE 45—11Y15 (s +2° _ S _(155_15)
p 2(11+U1 .?ag—f—uz P’ S o 1= 9520 15 (Uj—'U 120
| = P e 0o e
(o £25 72 (5,25 T 37 = 30 S A5+11Y15 (5 +2° _ S
111 ini Y L . = 4 U 155 15
Eliminind pe P’ intre acestfz ecualltjiai si punind Py= 9520 15 (ap—1)° = 1200 +V15)
oy —1)2 L X %
: : QA=P, (;]Tj)_ﬁ , Q= (u_g__l?j Valoarea lui P’ o deducem din ultima ecuatie (86) adica
se obiin ecnatiile & (“’)+1 -
e 5 g 2di+ o1 ?_“EJL‘?) =S
U {oftoftou +1) 4 Qs (034 640 +1) = 43 st (6%” op 2P~ *(eat2° 1200
| 105 : . : ¥ n numar minim de
Qi (af+a) +Qq (u3+ ) D sintem condusi astfel la f01muld gescibatend: St H43]
s 210 noduri.
5 (M) +o5(N
O i), 213_0 17 “ oo, y) dxdy= a0 120 5 {(155— —V/15) [ps(La) +ps( M1) +5(N1)]
Qiey L Oy o E + (1554 V/15) (a{Lo)-+5(Ma) + ea(Ne)l+270 ps(G)}
care se mai seriu 1260 ¢ te este verificati de un polinom oarecare de gradul al cincelea si pe ca’
e : re am mai intilnit-o la NT. 17.
W = Qo+ Qpui= z%i
) o _
(UU-I’JFQQO'Q* -1%0 Qlu‘lg_l_Qzug: 135

AT R o e et o P e e n o <t T s g T

420
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§ 5. — Formule de cubaturid cu rest,

22. — 8& inlocuim in formula de cubaturs (3) in care presupunem

% = % bolimonul ¢ (z,y) cu o functie f (z, y). Vom obtine formula de
cubaturs

(88) J 7@ ey = STeaswy syt rovx
T i=1

in care R este restul.

Pentru a evalua restul R ne vom plasa in ipotezele urmatoare,

1°. — Triunghiul ABC este plasat in unghiu] 20y, adica coordonatele
virfurilor Iui sint bozitive sau nule.

2°, — Functia f(z, y) face parte din clasa Tunctiilor care au derivate
partiale in raport cu z $1 ¥ pind la ordinul al saselea, acestea din urmai
fiind marginite in domeniul A pe care il descrie un triunghi A'B'C" omo-
tetic cu triunghiul ABC, centrul de omotetie fiind in 0, iar raportul de
omotetie (, variind de la 0O la 1. i

Vom nota

o°f

|
$ J o
(89) bUD 52 g /=K1 (=R G)

(.;C,y)e A

In formula lui Taylor & I i

F Qb vk)=f(u, 1)+ TI_; (l’z % ‘f‘k(%r.-)u )+ 513 (/r 2[, ‘H(%:)(m o

|
1(of of\® 5(1—r)5 OF L\
+m(’fam+“o,-) T Sl el e
0 U+ h~
. V+ ks
sa facem U=0, v=0, h=

T $1 k=y. Vom obtine formula
f (3:, y = (.,',‘ (I’IJ ?]) & 'tl' (IJ ?/)

unde ¢ (z,y) este un polinom de gradul al cincileq

o, y)=/(0,0)+ ]i!(:cdf_F g)m ¥ ] (.rglc d_/)‘z’

ou ovju=0" 21\" au TY gy =0
v=0 v=I
LT o
5 +5!(‘r6u +y0r’ =0
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Datoriti ipotezelor facute asupra functiei f (z,y), avem
1

5 ' 6 (1—7)5 ‘-',_
| (x,y) | < (KeaxS+Cs Kiady+ - « - + Cg K(—;y‘"")jU St
sau : 6
(i}
(91) [y (2, y)| <‘6—!(K0xﬁ+c‘51<.x5y+ .o+ Cs Key®)

Inlocuind in formula (88) pe f(z,y) cu formula (90) deducem ci

5 v
R= | (e, ) dady— 7 PyLUL)-+00M:) (N, )]
T =1
Luind valoarea absolutd si tinind seama de inegalitatea (91) vom avea;

IR| < 61'! j f (KoxS4+-Cs K ady+ - - + + CoKgy®) dxdy
T

: 6 6
+ 57 ) Pl {Keah +ChKialy, o - - +CKal,
=1
~I—Kom§,‘i+ C K‘mii,-ym,-‘l' G0 Cg‘Kay,ﬁ“f
+Koaf, +CiK gy, + - -+ + CERl)
Integralele de tipul

I” S 5‘5 :c”y"’d.rdy :
T

care figureazd in inegalitatea precedentd, au fost deja caleulate in § 1 si
sint date de formulele (11). ; b ‘ - ]

Putem da astfel o evaluare a valorii absolute a restului R, cu ajutorul
formulei

6
1 51
(92) fR|.<aZ CLKAT
=0
unde ’
— T It i

(93) Jo=loy, i+ D | Pr| {alit ot +alt gl +a8 yl )

i=1

23. — Formulele de cubaturd de tipul (3) pot si serveased la calculul
integralelor duble
(94) j j flz, y)dzdy ,
D

unde D este un poligon oarecare, deoarece pol%gomul D se poate dfsc?;;l—
pune in triunghiuri T, la care se poate aplica qu'lnulele d? cgbatulalf l)i
Formulele de cubaturid de tipul (3), pot si serveasci si la caleulu
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integralelor duble. 5 L)

(95) j‘f flx,y) dxedy
A

: i : i un
unde domeniul /A, mirginit de un contur C gste Oaldeocl?qleer;qulgol?giona]
| i ig 3 in domeniul A si Dy, un
domeniu poligonal cuprins 1n : 51 25 pal
care cuprinde domeniul A. Daca f (z,y) > o in domeniul D,, ave

([ st dsay < [ 1w ) dady < [ § e v oty
Dy A Dy

i pri 1 e folosind formulele de cubaturd (88) pL}tem ca_lcula:. 1ntt_a-
Se’;rall)é;g élé}larllsuraelfative la u:lomenii-ledDbll 5,1(519352), ceea ce di aproximatii prin
ipsd si pri aus ale integralei duble .
l]psgéi.gl—plFl:}]u'lriidewle de cubatura de tipul (2) in car'e a}age;m o, m,eazz,o ;;'d g:r,
numere rationale, pot fi foarte utile m ca}cule plactlce_, deo;tlr;ac Ll
natele nodurilor L; M; N; sint funnpfgll .ujaf,m'oaniale de C(?Oil d.oumz.ie f; 5
triunghiului ABC si deoarece coeficientii Pg,_.s;mt numere r.a% ‘.cm\ Ioiinoame
Formulele de cubatura de tipul (3) Tlll’l}d e:gacte pen %ut‘pd e
oarecari de gradul cel mult al cincilea, po't 1i am_phcate in plact 1(1:9,:16 kS
jind restul R, la functii f(z,y) care in trmnghlul.T, luat c_les i111 3 Astrel,
pot si difere cu putin de un polinom gy (:r_, y) de gradul al cincilea. -
dacd in formula de cubaturad (88), inlocuim pe f(z,¥y) cu

flz,y) = 95 (2, 9) +yp(z,¥)
unde in triunghiul T avem
Wz )| <e

si nodurile sint toate in triunghiul T, va rezulta ca

5
IR|<<e[S+3 D |Pil
=1
Se poate intimpla ca membrul al doilea si fie foarte mic, ceea ce permite
. -
si se neglijeze restul R in formula (88).
rare si la dala de 15 Tebruarie 1954).
(Lucrare depusa la dala ¢ S I A
a Filialei Cluj a Academiei R.P.R.
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RPATROE COAEPAAHNE

Dopayan” kyGarypm, B KoTOPIIX cepa unrerpairin
ABIACTEA EARIUN JHO0 TPeNTOJLIHEON

4. B. MOHECKY

Ha oenosamum gopmyunr (1), Aatomeii moaens IHEPTHOCTIT OHOPORHOTO JAHERA
B (Jopwe rpeyromsinka 4ABC, B coornoneninr ¢ HpPSIMOiE A, Horyuaeres qopyyra
ryoaTypsl (2), IpoBepeHnan KARMM-IHG0 MIOTOWICHON @ (x, y) Bropoit crenen,
RAKOB Obl HI 0L Tpeyromoink ABC.

B aroii  padore oGoduniaeres (poprayra  myGaryper (2) caelyommi cmocoioar:
orvewaerest Li, M;, N; capmienrpir sace (o, 1, 1) (1, e 1), (1, 1, o), pacuoro-
MCHHDIE He Bepxymnax ABC, e aBistiores AQUHEIMI QI1CIAMIT ] — | (S
OHPEREIAIOTCA ROUCTAHTAMIL P P, ... Py, IIA 1010 9710651 OCYINECTBITL (JOpM Y.L
kyOaryper T, (3), roflHNe LT TIOOKX MHOTOLIeL0R @ (x, y) erenenn », KAk
Our mr Osnr rpeyroanuni A BC.

B § 1 yeranasiusaeres ocuopuas (hopyyra (4°), e S sBiuseres moBepx-
HoeThlo rpeyroubiika ABC, a (A, ), (Ay Ua)s (A, 1) woopimmATAMI BEpXYITeR
Tpeyroroinka ABC. Ipmw mosougn (opmy.rs (4') Buruncrseres uarerpanr (7) u
noxygatorest gopayant (11).

B § 2 Zewonerpupyeres nensnrominoers (opyyx myGarypn rina (3) s
Te==h,

B § 3 pacemarpusanres eryuanm n — 1, 2,3,4,5. Tast 5 = 9 AeMoHeT) -
pYETCsl cymieeTBoBaune (opamyn (37), ecan umera o, uw oy YAOBICTBOPHTOT Y IO -
Bk (36). Korfta o 2 =1 mueex ¢opay.ry (38°). Omvieuatoress ocofbe caryuan,
fambie qopuyraym (1), (39) n (40).

At m = 3 Jexoncrpupyercs cyiecrsopamie (poparyt mydarypsr (45), ecan
HHCIA ¢ O, 3 YAOBIETBODAIOT YCIOBILO (44”). B cryuae, xorda a3 — 1, oIy~
uatorest  PopMyIB EYOATYphl (47) Rarmyum 00 HiH GpLim oy I oy Rar mpnvepsr
upnBoAsres dopyyaa (48) n gopayira (49) morsro ¢ 4 yaraam,

ATt 7 = 4 JeMoucTpUpyeres CyIIecTBOBALITE (opayx nyoarvpnl (55) ecan
HueTa @y’ og’ og, oy YAOBIETBOpsoT yerosio (54°). B ciyTae worda ay=1 moxy-
dawred (hopyuyrst Ryoaryprr (57) sarmMm Gbl HE OBLTH oy’ 0y 0. B raueerse
lipryepa  faeres (oparyra kybarypur (58) ¢ 7 yamaym i (oparyanr (66) n (66)
TONLED ¢ 6 yamaam.

diast m = 5 Rearonerpupyeres cymeersonaine (hopary:r mydarypsr (71) ecan
Uoera o oy o3’ 0y a5 ylomrerBopsor yeropuo ( 70’). Horla a5 = 1 momyuaen
(hopayry wydarypst (73), RARKEMT GBI HH GLUIH YHeIa oy oy’ 03’ 0y B raveerne
lpmyepa Aaerest  opyyra (75) e 10 ysiamn o ¢ paLmoHATLIEIMIT ROs(IrIIen-
TaMm, & Takme Qopymyrn (77) rorngo ¢ 7 ysmaMiL

B § 4 msywaores qopayan tmima (3) ¢ MEHIMATBIBN wHCION yauoB. Ie-
CAGAYIOTCA 110 owepeln caywam n = 2, 3, 4,5 u Hnorydatores fopyyrsr (39), (40)
st m =2, (49) Mra n = 3 (66) n (66") Aua nw = 4 n (77) dg m = b,

B § 5 mayuatores (opyyrst kyoarypm s (88) ¢ ocrarrom, Aaeres sua-
uerne ocrarra £ gopuyiroii (92) m ykasubacTes uparTHIeCKoe BHAYCHIE (poparyar
ry6aryper Toma (3 ). :
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RESUME

Formules de cubature, le Jomaine dintégration étant un
triangle quelcongue.

par

D. V. IONESCU

En partant de la formule (1) qui donne le moment d'inertie dun
disque homogene, ayant la forme d’un triangle ABC, par rapport a4 une
droite A, on arrive a la formule de cubature (2) vérifiée par un polyndme
quelconque o (Z, y) du second degré, quel que soit le triangle ABC.

Dans ce iravail on généralise la formule de cubature (2) de la fagon
suivante; on désigne par L;, N;, M; les barycentres des masses (&0 1, 1),
(e, S L o;), placées aux sommets A B,C, ol les a; sont des nom-
bres donmés, i = 1,2,..., 7 et l'on cherche & déterminer les constantes
P,, Py, ... P, de maniére, qu'il existe des formules de cubature du type
(3) valables pour des polyndomes guelcongue de degré n et quel que s0it
le triangle ABC. ; g

Dans le § 1 on établit la formule fondamentale (4) ol § est laire
du triangle ABC et (A, w1) (Mo pa) (Aa pg) SOmb les coordonées des sommets
A,B,C. A l'alde de la formule (4") ou calcule les intégrales (7) en don-

nant les formules (11).
Dans le § 2 on démontre 1’i-mwpossibilité'de-s formules de cubature du

type (3), pour n > b.

Dans le § 3 on étudie les cas n — 1.2,°3, 4, 5.

Pour n — 2, on démontre l'existence des formules (37) si les nom-
bres o, et «, vérifient la condition (36). Lorsque ®, — 1, nous Aavons la
formule (38). On signale les cas particuliers donnés par les tformules (1),
(39), (40).

Pour n =
si les nmombres o, %, %s
a2 les formules de cubature (47) quels que soient o, et «,. C
ple on donne la tormule (49) avec 4 noeuds seulement.

Pour n = 4, on démontre l'existence des tformules de cubature (55}
si les nombres oy, &y %5 Fi yérifient la condition (54"). Lorsque o4 — 1,
on obtient les formules de cubature (57) dquels que solent o, % %3
Comme exemples on donne la formule (58) avec 7 noeuds et les for-

mules (66) et (667) avec 6 noeuds. {
Pour 1 — 9, on démontre 1'éxistence des formules de cubature (71)

si les mombres o, %, % %4 05 vérifient la condition (70"). Lorsque
o; = 1, on obtient la formule de cubature (73) quels que soient o, %
g, o, Comme exemples on donne la formule (75) avec 10 noeuds et

la formule (77) avec 7 noeuds.

3, on démontre lexistence des tormules de cubature (45)

yérifient la condition (44"). Lorsque o3 = 3, on
omine exem-
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m'niIl):é]S le § 4, on ctudie des formules du type (3) avec un nombre
foi'mujle;n(;])e I(}??g;ldsz- On étudie les cas n = 2, 3, 4, 5 et T'on frouve les
: , (40) pour n = 9 o :
i e & W) SPORECRISER, . (G0 Gt (3597 sHouE
bont agf] 1: § 5, on étudie les formules de cubature du type (88) avec
l’im. : un.e 'evaluatlon du reste par les formules (92) et on montre
portance pratique des formules de cubature du type (3)

4 — Studii gi Cercetri




