DESPRE FUNCTIILE UNIVALENTE (II)
DE
G. CALUGAREANU

Comunicare prezentald in sedinja din 29 mai 1954
a Filialei Cluj a Academiei R.P.R.

In teoria functiilor univalente este bine cunoscutd teorema ariei (L.)
RBicherbach), conform céreia, daca functia f(z), definitd de dezvoltarea
n
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este olomorfa si univalents inafara cercului unitate, 2| > 1, atunc'
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Aceastd conditie necesard pentru univalenta functiei f(z) in domeniul
2 > 1 a fost completati de Bieberbach [1] printr-o infinitate de alte conditii
necesare de aceeasi naburd, insd fard a se obtine conditiile necesare §i
suficiente.

Scopul acestei lucrari este de a stabili condifiile necesare §i suficiente
pentru univaienta functei f(z) in domeniul [z >1, printr-o exploatare mal
completd a principiului demonstratiei lui Bieberbach.

1. Vom face in prealabil citeva observiri de naturd geometricd asupra
corespondentei planurilor () si (Z) prin transformarea Z=f(z), datd de
(1), unde f(z) este olomorfa in domeniul |[z|>1, fard a fi §i univalentd In
acest domeniu. Fie 1, curba analiticd inchisd ce corespunde cercului |z|=
=r>1 prin Z=f(2). Se stie ca pentru r, destul de mare functia f(z) este
§i univalentd in domeniul |2|>T,, deci [, este o curbd simpla. Cind 2 descrie
cercul |z}=r, in sens direct, Z descrie curba I, in sens direct, o singura data.
Curba I', imparte planul in 2 domenii simplu conexe dintre care unul,
D2, contine punctul la infinit al planului (Z), iar celalalt D, este marginit.

'S4 facem acum pe 7 S descreascd, prin valori r>1. Domeniul D/ aco-
perit de valorile Z—f(z) pentru [2/>r va creste in dauna domeniului D,
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pina cind, pentru o valoare r<r, r;>1, curbal. va prezenta puncte mul-
tiple. Aceastal poate avea loc in doud imprejuriri:

I In punctul multiplu @, curbal, este tangenti la ea insési, fard
ca o si fie un punct de intoarcere.

II. Punctul multiplu a este un punct de intoarcere al curbei I',,. (Atunei
avem f"(a)=0).

Fﬁ ‘[1-'"'*‘ I‘fl F"l_f
Fig. I Fig. II

In ambele cazuri, pentru o valoare ¢ >0 destul de mica, curba Bl
va avea puncte duble si va descompune planul in mai multe domenii
marginite, dintre care cel putin unul va avea o arie negativd, in sensul ci
Irontiera acestui domeniu este descrisd in sens indirect atunci cind 2z
descrie cercuil [2[=7 _e 1n sensul direct. De aceea integrala curbilinie

/xf_nfimx (Z=X +iY)

aplicatd arcelor de curbd I', . care limiteazi acel domeniu, va avea o va-
loare negativa.

Agadar, atunci cind f(2) nu este univalentd in domeniul [|>1, existd
valori 7>1 pentru care curba 1", determind arii negative. Rezultd ci peniru
univalenta functiei f(z) in domemniul iz|>1 este mecesar §i suficient ca
nici o curbd 1., r>1, sd nu determine arii negative.

2. Acest fapt este utilizat in demonstratia teoremei ariilor scriindu-se

fXdY—YdX>O e |

Iy
$i obtinindu-se astfel o inegalitate necesars pentru univalenta functiei f(z)
in domeniul |z/>1. Putem da insd conditii necesare si suficiente de o naturd
asemandtoare, in modul urmator. Fie F(X,Y) un polinom oarecare. Vom

e
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i . (2 xF+ 2 vF) 7"( oF  voF L o5\ .
[Fx Y)(XJY--Y«!X)—‘{./(‘QX XF + -9 YF)axa¥ — | X O3 + Y24 +2F) aXay
I'r r r

Integrala dubla se ia aei in diferitele domenii marginite, determinate de
curba I', , afectate fiecare cu cite un indice intreg, pozitiv sau negativ,
dupd o reguld cunoscutd?). S& determindm polinomul F(X, Y) astfel inecit
sé avem -

oF QL

XETX%Y(?Y

unde P(Z) e un polinom oarecare, de gradul 7. Aceasta se mai serie, notind
¥ (2, 2)—=F(X,Y)

+2F=| P(Z) |2

700 + Z oy +9F, =P(Z) P(Z) .
9z a7
Seriind
P(Z)P(Z)r:ﬁ] %*CP,(Z, Z; oo J CPQ;, IZ, Z)
unde ¢, (4, Z) contine omogen toti termenii de grad k ai polinomului din
primul membru, apoi

F(Z,Z)=y+W(Z, Z) + « + + +an(Z, Z)
cu aceeasi conventie, vom avea, (inind seama de omogenitate,
. — A
7o g ol
0Z Az
si ecuatia de mai sus se scrie

2n 2n

2 (I'~ + 2) l]nk:Z: P -

k=0 =0

Ecuatia va fi verificatd luind

= ; e N1 wlZ 2)
P = 2 ’ deci ) F, —% e :
In definitiv
@ J Rz, z)xay —Yax)=|| |P@) 2 axay >0.
Lr (Tr)

Conditia este evident necesard pentru ca ', si nu determine arii nega-
tive, céci dacd I', descompune planul in domenii de arie pozitivi (netinind
seama de D), si ,aria pogitiv ponderati‘ de mai sus va i pozitivd ori-
care ar fi polinomul P(Z).

Dar aceastdi conditie este si suficientd. Dacd f(z) nu este univalents

2 — Swudii gi Cercetdrj
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in domeniul |z>1, integrala (2) nu poate fil pozitivd oricare ar fi polinomul
P(Z). In adevar, in acest caz puteny gisi o valoare r=r,_, pentrw care ) S
determing cel putin un domeniu de arie negativid. Un punct al frontierei
acestul dormeniu poate fi unit cu punctul co din planul (Z) printr-o curbi
continutd in intregime in domeniul D, In aceste conditii se gbie insd ci3)
putem alege polinomul P(Z) asgtfel incit in domeniul de arie negativi el
s aproximeze oricit de bine o constantd A>0 cit voim de mare, in timp ce
el aproximeazi pe zero oricit de bine in celelalte domenii marginite, defi-
nite de curba T',. Vom avea deci

|P(Z)—A| <e

in domeniul de arie negativa, si

| P(Z)

in celelalte domenii. Asadar contributia domeniului de arie negativa la
inteizrala (2) va fi negativd, oricit voim de mare in valoare absolutd, iar
contributial celorlalte domenii marginite definite de curba [, va fi cit
voim de micd. Rezultd cé integrala (2) va fi negativi pentru o alegere
convenalbild a polinomului P(Z).

In definitiv, condilia necesard si suficientd peniru univalenia funcfiei
f(z), olomorfa in domeniul |z| > 1, este ca integrala (2) sd fie pogitivd ori-
care ar fi r > 1, §i oricare ar Ji polinomul P(Z).

3. Aceastd conditie se traduce farad dificultate intr-o infinitate de con-
ditii necesare si suficiente de univalentd, care fac si intervina coeficientii
u, ai dezvoltarii (1), sub o form@ care e analoagd celei sub care se prezintd
teorema ariei. Si scriem

*‘::E

n

P(Z)=ag+ @1Z+ « » + +asZ", | P(Z) |2IZ ap ag ZP ZY

ng=0
Fi(Z, ZJ—Zf-:‘{’jlff"‘—i— 2070, XdY—YdX—do=3 (ZdZ)
p.g=0 4 ;
(R @2 0= X001 [z70a0.
.r'r Pyq=0 P A q = 2" 'y

Notind

T an / 2,20 do=| Z0 20 I (ZAZ) =g,
i T
conditiile necesare si suliciente de univalenta sint
n
= 2 @p 'd(, ) 1S
- ntg+2
oricare ar fi'intregul pozitiv n, si coeficieniii a,. Pentru ca aceastd forma

E

=0 n=1.2, 5
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hermitlan® sa fie pozitivi, e necesar si suficient s avem

Hoo Mo Hop
Hoo Mop | 2584
23583 ‘ Wg M ;
s >0, |[Ho Pu M2l 4
(3) Wan 0 3 m E'—l e ; 3 5 — '
Ey | Moo o oo
4 5 ©
Primia conditie, j,,>0, care se scrie
/ dag >0

I'r
este aceea care conduce la teorema ariei. Dealtfel, conditiile p,, >0, evi-
dent mecesare, au fost scrise de cétre Bicherbach!).
Conditiile (3), necesare si suficiente pentru univalenta functiei f(z),
olomorfsd in domeniul 1zj‘>1, se mai serin sub forma de integrale curbilinii
multiple, akifel

] I ,e
L el
l‘ s g (= =z |1 1 i ol .
. do >0, 7 1 (foidcrz>0,/j122 Z3 3—1122.522 doydaydas =0, ..
r I'r - 41.zz o0 tl ek
2
“Z y 5 Z3,€Z‘;

Aci, punctele Z,, Z,... descriu independent conturul I' , si s-a notat
dog=XdYr—YdX;. Sub aceastd forma, conditiile necesare §i suficiente
sunt valabile i in cazul cind X -+ iY nu formeazd o functie analiticd de 2,
transformarea X = X(z,y), ¥ = Y(z,y) fiind continud in domeniul [z > 1,
si avind jacobianul pozitiv in acest domeniuw.

Pentru a introduce coeficientii ¢, ai dezvoltérii (1) in conditille (2),
vom calcula momentele p,,. S& notam, punind 2= el ,

0
: 2' Ok i ;
A= _?_}" ek g =1, (10=0 -

k=—1

Avemy, pentru m intreg pozitiv,

@ B k41
Zm = -F# e~k | BE’=2 OpOpye- o Gy o Prtpat o Fpm=k
e = m ;
do—XdY —YdX—3 (ZdZ)— —FJ(Z e D1 e—m'e) dy—
], =] -
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o
2 /fa,qu;; 1 / o
— — (k= = 2 Y i i(fe— T
@(h 'rﬂ+5 et Q) (l‘e -2- ,;"l;—I [U.n(lk C(U‘ 1)) {- RO el(n’l—k)lj] de —

K==1
oo
1 h+k 1 h+L
ey _4_ h+k [ahﬂk eltk—ni + Ok elth— km] (6= = ?Jl—1-_1-" D pllk—/) do
"'.'r.l'=-—1
A 1 ~2T 0o oo q
Hpg :./ 2" do= —f./ 13? i Z_j B {; ' l aua om0 o= -
I 0 i=—p == ni.‘-:rl i
= —1 y B+ B B} ”"'Uk, —sti+i—=h=0.
NT-’,I!J( ( / ~+!-|-h—{ k + 0

Vom lua s+h=(+k=n, h=n—s. k=n—(. Punind

p=max (p+1, ¢ +1)

avem
- @ n-+1
BB oo
b N SF el sO Op—sOp—t
oy = m (=n N .f) = —1‘2” e ey ,‘2” S () L= *lz)B Bjﬂ”—sl.’".—,i

n8, ! n=—p §,t=—1

Avem insd
n+-1
> (2 == ﬁ"') B Bf Upp—sUp—p = 2“ BpUqu 2 , B.’ Tp—t —
§ .f'*—l

i y Bs”u—s 2 Bfﬂ‘q—r T 2 Bwan—s 2 fB! Op—p =

-1 741 -1 ;
= 2:‘!3}‘,+ TRl ZSB::“”"” =Bt § {Bio,_;.

5
S& notam
n-+1 141

3 -S.’ p = S’ 2 Pl :
Enpi1 = By ap—s = (n—iy) G By o i +tig b oA tp g =m
- :

§=—1
Putind permuta aci indicii, avem
n+1 n-+1

: v .
Enpy1 = 2, [n_'?l)a,-l' 2 E (1n—1y) L T +
i p ?7

—I
Asadar

oo

1 ; - 5
o = = D 5 (nBEVBIM — By BYY — Brgyy BYH) —

H=-F

t) 0
= —1T (R B:'-: |‘-|B(f+] o (__ S0 p1 o+
n=—¢ 7‘2"( p+ +1 941 ) n-1 o r/—]-l\z 2nB B,
deci

oo

4 Hpg oot Ju Ll 1yt
¢ pta+2 T (pFD q+1)n=2_1_ ,,an P
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Avem Bi = «,, deci conditia u,, > 0 ne da

/] T
7"‘“11'\ <0
n:—]?

care exprima teorema ariei. Conditiile p,, >0 ne dau inegalitdtile

6 >, S‘ BiH 2 /02 < |BIHE < (p 1)+ B2 Py g2 | BPYT,

"____,,_1 =] o

obfinute de Bieberbach. Se vede ca seriile Y,y Bj|> converg, oricare ar fi
|

p > 0. Avem in special

oo 0
. . [N
27“8;?2;;2. E‘H|B13,‘2\<3 -9l A
I i
Ins# conditiile necesare si suficiente se obtin seriind inegalitdtile (3).
Avem

Hoo Mot sl
i £ LY B! | e
2 3 n? mng |0 "2 glpe _T mn, -
o =S ny Bng _8‘ Tr-‘D”'"Z
2 (n1 +ng) 1
| Wio Myt 4 Z;;. (ny +no) Bn] an' 14 ng
a8 4
notind
Bn[ Bral
Dn no —
: L0 9
B}, BY,
De altfel avem, pentru s < ft,
| e B -
23+2 n'i"t_l' A ___E; v 774')1‘:1?7‘2 n i \2> 0.
Mes Mt 2(s+1) (¢4 ”_‘l/,__f_”'rz("l Ty | l 2

sti+2 26+2
Asaidar a doua conditie este, facind r = 1,

: 12 ik
niz | Dy | =0

M

(6)
i'!,"llgz-—'l
In acelagsi mod se vede ca avem
Hoo Mot Moz
2 3 4
| i 0
Pro Bu M2 | m” Miltghs | pi23
R ER 4 :72_]_62 2ty ) Diynany >U
‘ J <=
| Hao Har M2z |
|4 6 |
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deci condifia

) 2 Mgty D231 <
sttt g p 20 gty | 7t
1afiasfiy =
notind
n g r
[ Bm Brrl Bm
pgr ) ] r
Dn[n._.r = Bi B?;:, B
)
B"’-"L B:{'n B:;r:

In definitiv, conditiile necssare si suficiente pentru univalenta functiei
-. R »
f{z) dati de dezvoltarea (1), holomorti in domeniul |z > 1, sint

(02]
; N 1 Tyt el
3 __qnp 1tigep 12.p 2\ .
(8) (—1) 2 et | Dl >0, 72>
Tyl =

Am notat in general
5189
nm_, np | B”z

4. Sa analizam acum aceste conditii. Deoarece de'tmmumn.tm D sint nuli
orideciteori 2 indici inferiori sau 2 indici superiori devin EP‘adx in suma
(8) pute,n‘ lua indieii =, , .., n, diferiti, si chiar n,<n,<n,<..n 1,. Conditia
(6) se scrie

7.6 12 n 2 T v I . # 5
Y, [ 2 . 12 |2 2 N 9 2.
2,0 | D—2.~ ““0 4 t\ D_'_,n J — \ |D- [nl o5 T .'ihm i

cotrrad )jn I = ,,.Jn )(rh+n )
. n=i =T T, Me=]
deci
v £0 <o
NI Ts) B / | i 2 !
Al Lz 12 2 i 2 ARG
2 o) an | Duz,u +r .,,l | D In | < 2 | Dv,g —1 l Sl 91 - D,l,f? 2,
> = 2(nef-ns) e
n=j l 1y te=1
Avem
12 12 12 2
D,_g‘_g ===l D_?,n = He=rIlnty D—I,N == Bn
deei
o0
1’ b, n 2
9. 5 7 2 i
; 3 A h 1tia l 2 |2
S ] | Cu + 2 &_I, ~in B, < 2r0 - S P +”) rhﬂ«! 5

e rlw

Aplicind o generalizare a identitatii Iui Lagrange, avem

<o (o7 w o
Ny .' 5 T 7| 5 5‘1 N |2 o) =2 2
D R | o S5 B_. ‘2 ’ i . 2 |2
9{" Fray | an | & : ) ~op | Dp | — | ¢ on Yn Do
Ryt < n=r ! n=1 T n=] o

r s 5 - - e - |
Tinind seama de (8) pentru p — 1, vedem ci seriile sint convergente si
pentru r = 1, deci obtinem

el

(9) .,}: Ty My D}l“?h fz = 2 nl ; — 2(1 - _):’u | o 2

Ryiie=|
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Aplicind direct conditia (3) sub torma 8 |y [* <9 uggy,, Obtinem

| 0 (2 o3 £
(10) Z nop By | < (L— 2 n|an [*) @ — 2 n|Bal*)
n=| n=| n=l1

De aci, cal si din (5) rezulta

Asadar, conditia (6) ne duce la inegalitatea (10), al carei inconvenient
este ca miArgineste superior modulul unei sume infinite. Sub forma (9), ine-
galitatea ne poate da conditii in termeni finiti pentru coeficientii ¢, dacad
membrul II este powitiv. Trecind la inegalitaiea (7), putem obtine insé
inegalitati in termeni finiti, si tot astfel in cazul general (8), pentru p im-
par, Facind r 1, avem

02] [22]

: a N P 2" g e

— 6 Dl_é,i =] | + 6 ? 7.\ ..q _f; ,, —{» 2 Z 7 | D—2 —1Ln - 3 " ID_:;,_],,,.
1 1

0 oo
1 [[xI28 % 1853 e S D23 2
—3 S iy |D=3,n,n, ["—2 17y 'D-5,n,m, e D= ™
i ] i

0
123 o
+ E 1y ighia | Do, | 0

3 123 123 12
Avem D_I,_g i')-l =—1, D__g o ==i=millny D= Bn! D——’? Sl = B” '
{93 123 123 H 23 neadar
D——3 Moty Drm' D5 2mlls — T D!n.ngu D_inn. = Do » ajadar

2‘h1f’62113|Du,1;m ‘2 <611 — 5 n \ G | ) i 3( x> = Madta D"l" (_2“ I B” )
!
Dn B+ Dwum, Did,

Generalizind inezalifatea lui Lagrange, avem

2

: N1 13 |2
& 2!\ = 7?11"’2“:)”1"': G

=<

21 g |2 2ﬁ 2z oK) v g
7 | Df[r:;'r;,i e ny | B, [ 2 o Bu.\l ! n By Bn |
|

1 I L '

< I» —
‘ ZIHB'” i Z’,‘” Bﬂ B,{{ > ( B Bn ‘
) |
Y pagr |2 | = N | 12 - 7 ;
> mimgns | Dhir, F = Swptme >on|BIE DwBig, | et

1
> BrBr D BIB! O BiE |
D'nBIB] 2" B}B! Al

[o

care aratd cd toate seriile $’ ity = lip
I

o =1 ' |2

$ oo Sp2 et g
Piae sint convergente,
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Obtinem astfel

}1 DL23 2 . -/'1 9 . & ’2
"71”2”? Dnnn, | 3(1— S |y (P /; | B? 'QJH H', B2
] < - / | "oy Dy —

o . @® ' | © 2
—2 “_211"’"’-”[3)2”Bﬁz—zgzﬂ‘”nBﬁ “4‘2/ B3 - u’BM ‘anB m

1
deci, majorind membrul IT,

o

2 o 123
MmN | Dﬂ.ngn,

1
din care rezulti, oricare ar fi Intregii pozitivi n,, n,, n,

2 o 22 il o f)

S
o 71975

2 ~ € )
<6 - )+2@+09 @ | = 12(1 + o /)

lFz3
l Dn.r.'g.vr_r.

é;rf:;tiﬁé 0 11]t1mttatte de inegalitati in termeni Tiniti pentru coeficientii

iy area: consecintelor acestor inegalititi ) iecr i

by va face obiectul unej alte
9. Sd ohservam ci metoda indicats mai sus me poate da si conditiile

necesare si suficiente pentru ca reprezentarea 7 :,+EL+ - - 52 se Tacd pe
un domeniu stelat. E necesar si suficient s§ avem :

_ do = XaY — YdX > 0

dealungul curbei I', , deci

2T

/ P (cos 0, sin® * do = 0
iy,

oricare ar fi polinomul trigonometric P. Luind

= i 2 [
P = ag + a6 + apel0 .. 1 o0i0

E b . ~Y L
e / eP=90 dg =0 sau 2 aply Vp—y =0

i N
"y s 3 pq

avem

unde am notat

g7 —
Vi = / KO g —vy_
s
Conditia e gi suficientd, cici daicd do ar fi negativ pe un arc (h,, By
] 2
al cercului umtatc am puteal alege polinomul trigonometric aga incit sa

aproximeze o constanti A >0 oricit de miare pe arecul (B, 8,), si sa aproxi-
meze pe 0 in restul intervalului (0,27). Integrala ar fi negwalf;i;rfz pentru A
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destul de mare. Deci, forma hermitiana de mai sus fiind pozitiva, avem con-

ditiile necesare si suficiente
| vo vi Vo

an S0 |

=0, | v—1vg v |[>. ele

=t | ‘
‘ Y—1 Vg |
V—2 V—i Vy

Acestea se mai scriu

/ do >0, // | e — ¢y 2 doydo, >0, /”l ¢lly — gty [2 | gy — 10y |2 | gi0) — gty |2
; A M

doydo,day —= 0,
In general putem scrie

U / V(e , e, ... ; )2 dodo, « .. doy >0 .
e ‘l‘ '
De altfel avem
{0 V)
1 gt 24k :
BT ZTN t.t.qm‘,/ il a il r!efvrr PR ek Ot

sit=—1 0

Pentru 7 = 1 avem

o

1
Vg = —T Z (2!6 + Iln) U'H'H‘ Uy

o |
si aceste formule permit explicitarea conditiilor si studiul lor.
(Lucrare depusid la dala de 6 apr. 1954).
Catedra de teoria [unefiilor
Universitatea ,,V. Babes™, Cluj
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KOHETHOMY UHCIY KODPULCHTOR ¢ pAsBHTHA (1) st wegernnx p mon yuaarrend
TARIM  00pas0M HEPABHECTBA B KOMETHBIX wieHAx /i ATNX  moa(ihmenTos.
AHANOTIIHEL MeToX mpiMensercs Kis pyarnmit f (z), I PHMEHAIONNIN  O0IaCTL
l2] > 1 Bre sBesiuaroii ofmactn.

RESUME

Sur les fonctions univalentes (II)

par
G. CALUGAREANU

Ce travail contient les conditions nécessaires et suffisantes pour I'uni-
valence de la fonetion f(z), représentée par (1),holomorphe dans le domaine
[2/>1. On arrive a ce résultat en exploitant complétement le principe qui a
conduit L. Bieberbach & son théordme de Paire, et en y appliquant une
propriété classique des formes hermitiennes. Ces conditiong necessaires et
suffisantes d’univalence prennent la forme (8), les déterminanis D conte-
nant chacun un nombre fini de coefficients « . Pour p impair, on en déduit
des inégalités en termes finig pour ces coelficients. Une méthode analogue
Yy est appliquée aux fonctions f(2) qui représentent le domaine \zj>1 sur
Pextérieur dun domaine étoilé, ;
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