R

26 : G, CALUGAREANU

12

KOHEYHOMY 1mCIy KoD(MpuLueHTOR :
0 ] ) : e passotua (1), dmr wegernpx TAAT0T!
TAKUM  00pasoM HEPABHECTBA B KOHETHEIX L et

WICHAX [ng srax  goadi ;
A ‘ : c JTHX  ROB( (DI NEHTOR.
[ ranorimﬂmﬁ METolt uprmengeres Aia  (yasnmi f (2), up[-meHmomJir]-\r JLn‘w (V)
‘2! > 1 BHe 3Besfuaroii oGracT, ' R

RESUME

Sur les fometions univalentes (II)

par
G. CALUGAREANU

Valegﬁetéa‘\?llfcont‘ient les conditions nécessaires et suffisantes pour I'uni-
'é'>1 Onf;ﬂ-:;ﬁfﬁ-ﬂ;tégunir é(z,it ﬁf‘pn'ése!ntée par (1),holomorphe dans le d#o\méin-e
[z/>1. On arriv € resudialt en exploifant complétement le prine
‘ ' e b 5 i le principe qui a
C-?om;-;léieL. quheu.ba'clh a son théoréme de Pajre, et en y appnliqul;sn-tq une
;ﬂg}l : rcl‘a?saq‘uew des formes hermitiennes. Ces conditions nécessaires et
naﬁ ;-sg}?;is. d -unwalegce- premnent la forme (8), les déterminants D co‘nte‘
L cllacun un nombre fini de coefficients ¢«  Pour » i i 3 Tt
s s ni our p impair, on en déduit
geseﬁlniifga};.pés- ’Ern. termes fl'_nl'S pour ces coefficients. Une m.étﬂolde analogue
|], b ¢ PP 1qy:ee aux fonections f(z) qui représentent le domaine |?i“\1 c;'ur
extérieur d'un domaine étoilé, I,
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CLASIFICAREA SUPRAFETELOR PE BAZA GEOMETRIE]
: LOR INTRINSECI

DE

E. GERGELY

Comunicare prezentaid in sedinfa din 15 [ebruarie 1954
a Filialei Cluj a Academiei R.P. R,

1. Introducere

Scopul articolului de fatd este clasificarea suprafefelor din punciul de
vedere al proprietatilor topologice ale geometriei lor intrinseci.

Clasificarea topologica a suprafetelor in spatiul cu frei dimensiuni este
o chestiune rezolvatda, Viom da aici o clasificare cu alt caracter. Nu echiva-
lenta topologicd, ci geometria intrinsecd ,, in mare® va fi punctul de vedere
al clasificirii.

Vom intelege prin suprafatd o multime de puncte in spatiul euclidian
cu trei dimensiuni, in care orice punct are o vecindtate omeomorfd cu inte-
riorul unui cerc si in care doud puncte oarecare pot fi legate de un arc de
curbd continud. Arcul de curbi coniinuid esfe imaginea continud a unui seg-
ment de dreapts, iar curba continud inchisd este imaginea continud a wnui
cerc. Clasal de suprafete, astfel definitd, o restringem prin conditia ca intre
doud puncte oarecare ale suprafetel si existe o curbd continud de lungime
finitd. Mai jos vom admite incd doud ipoteze respective.

In aceastd lucrare notiunea de geometrie intrinseci este intrebuintata
in sensul creat de A. D. Alexandrov, Cohn-Vossen si al{ii. Ea a fost elabo-
raid pentru chestivnile fundamentaie ale suprafetelor convexe.

In cercetirile de geometria suprafetelor, care lucreazi cu metodele
geometriei diferentiale, instrumentul matematic intrebuinffai determina
limite naturale. Cu aceasti metodd se studiazs in primul rind proprietitile
in vecindtatea unui punet, asa numitele proprietdti ,,in mic*, iar in al doilea
rind se limiteazi la o clasd de suprafete relativ restrinsi, deoarece se presu-
pune ci functiile care intervin sint derivabile de citeva ori si astfel numai
suprafetele destul de ,,netede“ sint cercetate. Proprietatile ,,in imare®, relative
la toatd suprafata sau la o parte mai mare a ei, sint accesibile numai intr-o
misurd mici metodelor geometriei diferentiale si cu mari greutdti. Geometria
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::Eﬁ;?im da.,ju-n;g'e‘ltlua. anumite rezultate in aceastd directie cu mijloacele
Zcl, dar multe clase de suprafete, importan c :
pra-et‘m. lram_ﬂn in afara sferei de ce-rcej-taure, gaf dglgiel%;lupl;lol?lgﬁédl"jeie szggrt;}
n‘jﬁir]a _mtirrnseca in mare a poliedrelor nu se iwnm‘dreftzé in IC‘e'oﬁle:tr?'
s;;erfélﬁ};ilaéul\/fqif de_parte, rdmin nestudiate suprafetele ;:u_ mwcl?ii dreptg
- e, cu vir | fete curb ! fet i
s lenti:ielo?réﬁfiléef;f.niLuﬁl.Le saw cu fete curbe si plane, de exemplu
: Matematicienii sovietici, care lucreagi in acest domeniu, pornesc di-
rect de {a delinitia suprafetei 5i Tolosese numai -continmta‘tea ct“ﬁ';bel'or
care le?_J‘gua doua puncte de pe suprafatd, lungimea lor finitd si echi-valen‘(a,
topologici a vecindtatilor eu un cerc. In Feometria astfel dle'fiﬁité not;iu‘néa
fl}n-daimentallé, este distanta intre doui puncte ale s‘uprafeté-i Pl:én aceasti
distan{a se intelege marginea inferioars exacts a lunwgim-i]oi' éutu.ror curhe-
gor de pe suprafatd, care leagi cele doud puncte considerate. Prin a\c'east,ﬁ
nhlltrodlicere‘ a distantei suprafata devine un spatiu metric si Iu‘eome-tria- in-
b seca a suprafetei este totalitatea p‘rolp«rie-téti"lor spatiului b-m-etri-c' astfel
deffmt. Notiuni ale geometriei intrinseci, ca 1.mv,'ghi-u:l a-ri'a curbura et-cl se
definesc numai cu ajutorul acestei distante. ' , ’ b
A l.E-s:te‘ evfde-n‘t.uc-é, prin aceasta, pe de o parte se atrage in eimpul cercetarii
elig-eiii ;;aé ifsz:dgil s»‘w%Jrul'af;altii,“ pe de ‘altﬁ .pa‘rte cerc?tarﬁea geometricd se
g 3 §1 cercelarea globald ,in mare* devine
. Ipr lucrarea de mare importantd a lui A. D, Alexandrov din 1948 pre-
Erlr:;lta«ta ]cu premiul Stalin, , Geometria intrinseci a suprafetelor c‘o-n{rexeu“
- - 9 = ] ¢ :
co-n?r::;e,C?{gegg?:acedﬁl T:;:;; I;]Jlgn?t_d-? fV?‘del-e in primul rind suprafetele
o b ia vol releri la aceasta operd prin: Alexan-
Est.e‘ necesar sa vedem pe scurt cercetirile lui Alexandrov, deoarece
vom utiliza rezuitatele lui. Prin corp convex se infelege o multime,de uncte
in s.p‘atiu! euclidian cu trei dimensiuni, care are puncte interioare 51,31 care
conf,,l-ne.flecare punect al segmentului determinat de doua puncte oa’-recare
'1] multimii. Suprafata convexi este frontiera corpului convex sau o parte
qln aceasta frontierd. Linia cea mai scurtd intre doud puncts ale mlmra--
fetei este aceea a cérei lungime este egalid cu distanta celor dml:i q;u nete. In
ceead-ce Prrver;te existenta liniilor celor mai seurte si conditiile lou‘l de e-::cis-
te=n_!;a ma refer la lucrarea lui Alexandrov. Deffinitizf u:mohimi-lui liniilor celor
mai s-cu?'te- se bazeaza pe notiunes de distanta, c'le‘ci sen 'f-unid‘a-nmnlfeazé pe
geom_etz_*la intrinsecd, fira utilizarea tangentélor si unghiului lor., Misura
muu(:fmullm‘ 'd'e- puncte de pe suprafati este o not.fu-ne importantéj inheo—
metria infrinsecd. Bazindu-se be ea, trateazi cm:-hmra multimii de mgllotr-
pe .sjuq?rjan“ata 8i prin aceasta curbura partilor de su-m'afaté,‘si a flwpgafete}
1'§-m_1nﬂnﬂ in cercul de notiuni al spatiului metric def i‘nit. Da -c’oncli;ii pentru
reaivz_a-rea Suprafetei convexe, care are o metrici dati pe vfe‘ré“ ( e it .
detalii vezi Alexamdrov). : i
Se vede deci cid cercetirile de geometria suprafefei in directia aritata
g‘?eAci D Alheof_androv. Si]:l!tl im nrf,)rtante din:_ pnhn‘r_:t de vedere practic 51 Leoretic.
| escopera proprietati, care nu pot Ti gasite prin geometria diferentiali
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5 CLASIFICAREA SUPHAFETELOR
si astfel contribuie in mésurd considerabila la realizarea scopului geometriei:
a face cit mai completd cunoasterea proprietdtilor spatiale ale materiei.

II. Clasificarea suprafeielor pe baza geometriei intrinseci.

& 1. Puncte eu vecinidtate convexa Portiunile con-
vexe si neconvexe ale suprafetel.

Punectele suprafetei, care au o vecindtate cu metrica convexd in sensul
lui Alexandrov, sint numite puncte cu vecinitate convexi. Vecindtatea are
o metricd convexid a Iui Alexandrov dacad doud puncte oarecari ale vecina-
tatii pot fi unite cu cea mai scurtid linie si dacd condifia de convexitate
este satisficutd (vezi Alexandrov).

Aceastd definitie a punctelor cu vecindtate convexi are un caracter de
geometrie intrinsecd purd, deoarece utbilizeazi numai astfel de proprietati.
De aceea este valabild si in acel caz, cind facem abstractie de spatiul in
care se afld suprata si considerdam suprafata ca un spatiu metric

Putem insd defini punetele cu vecindtate convexd si cu ajutorul spatiului
cu trei dimensiuni, in care se afld suprafata, deci cu elemente spationale
din afara suprafetei. Aceastd definitie e mai in tuitiva, dar nu intra in cadrul
metodelor pure ale geometriei intrinseci. Un punct al suprafetei este cu
vecinatate convexd, dacd are o vecintdtate in care fiecdrui punct il cores-
punde un astfel de plan, ca celelalte puncte ale vecindtatii sint pe
o aceiasi parte a planului sauw in plan.

Un asemenea plan va fi numit in cele ce urmeaza plan loecal de sprijin,
gpre deosebire de planul obisnuit de sprijin ,fatd de care toatd suprafata
se afld la o aceiasi parte.

Cele doua definitii mle punctelor cu vecindtate convexa sint echivalente.
Dupa rezultatele lui A, D. Alexandrov vecindtatea care apare in definitia
cu planul local de sprijin este o parte din suprafata unui corp convex si
astfel se bucurd de toate proprietatile metricei convexe. Deecl punctul cu
vecindtate convexd in sensul definitiei a doua este cu vecinataie convexa
si in sensu! primei defini{ii. Pe de altd parte intr-o vecinatate convexa a
primei definitii este valabilda metrica convexa si deoarece suprafata in gpatiul
cu trei dimemsiuni poate fi realizata numai cu o parte dintr-o suprafata
convexd, la care corespunde un plan local de sprijin in fiecare punct, iar
partea de suprafati este asezatd pe o parte a acestui plan sau in plan.

O multime convexd de puncte cu vecindtate convexd se numeste dome-
niu convex.

Teorema 1. Ovice domeniu conver este un domeniu in cens obignuil
(o mulgime convexd si conlinind numai puncle interioare ale spatinlui
metric). :

Teorema este o consecintd imediatd a definitiel domeniului convex.
Fiecare punct al domeniului convex are o vecindtate convexa, iar aceasta
pe haza definitiel contine numai puncte cu vecinitate convexd, deci fie-
care punct al domeniului convex este punct interior.

Suprafetele canyexe au numai puncte cu vecindtatea convexa,
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Punctele fard vecinatate c a, &
-ohvexa, formeazi domenii i i
‘ P A ; i Inechise, i
puncte izolate. Totalitatea lor e multimea complementars il s
e L tara a domenillor con-
Exemple; i tor b i
Sl :a'd-e‘rns" E?Jafl)t l?e _Loi punciele cu vecinatatea convexs sint punctele elip-
e I ..p\ '. e,lel_-gdnla la cercurile paralele de separare. In aceste -u-nwclge
obi;‘r-ﬁ itozawl‘ de sprijin este planul tangent, care e totodatd si plan de I;,prijin
ylUllL, deoarece intreaga suprafats se afls | . : ity
. t afli pe o part i i
e e . 8 ; barte a planului. Multimea
douﬁ{a ‘cecn:&]rtialda sre f:ofml‘pune’ din punctele iperbolice ale torului si udu'n] ceﬁe
i ‘ae separare. Punctele cercului de separare au un Dlé:nf tangent
fie‘care‘l plﬂllc]zu‘n{:t al cercului, de separares nu are nici o vecinatate, in care
i ‘ CL ar poseda cite un plan local d i S 1
. ic; € sprijin si la fel i
plan local de sprijin pentru i i . ol
) punctele iperbolice. Deci 5
Singur domeniu convex: mmultin i ' e
; x5 titea co ‘ |
o { lui complementari este un domeniu

Fig. 1 Fig. 2

2) Iperboloidul cu o pinzi ici
er i ] bli¥za nu are niciun pu B ina
Nu are niciun domeniu convex, : el
3) Asezdm pe supraf i sf
; prafata unei sfere o altd ster a
saw egald, si DAstrET Al o R g secantid de razad mai mics
1 g;lalrs:1 1:s.ltpaustl.efm ‘d;ml suprafata fiecarei sfere partea exterioars ce‘léi';:llt?ea
o prafata cub‘tmuta‘ nu este convexd, ea se compune din doud dowmel‘nii.
e l:rlet-:;{liePunrt:rtelllte-llor sind, cu vecindtate convexa. Multimea complementari
uitimea puncielor fara vecindtate convexs )
[ fime 4 vexd) se compune din i
intersectie al celor dous, ] a A
¢ oua sfere. In adevir, punctel ‘el
sint fara vecindtate convexi. P it} 9 il deiceon g
L - Pe ele conditia de convexitat i
cutd £l ele nici nu au plan 1 ] ijin 1 s
: ocal de spr intr 3 i inai
g é Sprijimn in sensul infrodus mai inainte
ce-m:;%l);ll Icrlljlllboli}llﬁné.unab dii]- fii,;ele unui cub prin triunghiuri avind ca virf
1l si ca baza laturile fetei inlocuite, Supr btinuts
¢ i 5 t . rafata obtinuta t
convexa. Conditia de convexitate ificats I ' s CsD
L nu este verificata in tel il
It celelalte puncte ale su i ifi s S
i prafetei ea este veriticats. Multi ’
e - ale ! ; itimea complement
;etcogn.plunue _nm}ma; din punectele A, B, C, 51 D. Domeniul convex gste gu ?::é
ata Intreaga, din care se indepérteaza aceste patru puncte e

g 2 Frontierele domeniilor convexe.
Teorema 2. Frontiera wnui domemniu conver se compune din curbe

- continue si puncte ieclate.

Teorema 1 aratd ci punctele cu vecinatate convexad formeaza domenii
deschise pe suprafatd.

Punctele-frontierd ale acestora pot avea vecinatdti continind numai
sunete cu vecindtatea convexa cu exceptia punctulvi considerat, precum
aratd exemplul 4, din § 1. Aceste puncte vor fi numite puncte izolate de
separare si existenta lor aratd toemai exemplul amintit.

Daci punctul A este un punct-frontiera neizolat al unui domeniw con-
vex, atunci toate vecindtdtile confin si puncte cu vecindtate convexd i
puncte fara vecinitate convexa. Punctul A fiind pe suprafatd, are o vecina-
tate omeomorfd cu un cerc, Intersectia acestei veecinatati cu domeniw con-
vex considerat fiind iardsi un domeniu va avea ca imagine topologicd pe

Fig. 3

cerc de asemenea un domeniu. Avind in vedere proprietatea frontierei dome-
niului plan de conexiune n, putem afirma cd imaginea intersectiei are o
frontierd compusi din n continuuri. In cele ce urmeazi ne ocupédm numai cu
suprafete, la care aceste continuuri sint curbe continue, Vecindtatea punc-
tului A poate fi aleasd in asa fel, ca intersectia ei cu domeniul convex si
fie un domeniu simplu conex si astfel acea portiune a frontierei domeniului
convex considerat, care se afld in vecinitatea noastrd este un arc de curba
continug, ca si imaginea sa topologica pe cerc si este un singur arc de curbé
continud, care trece prin punctul A. Astfel, frontiera domeniului convex
considerat se compune din arcuri de curbe continue care se racordeazi intre
ele si deci frontiera se compune dintr-o singurid sau mai multe curbe
continue. Prin restrictia facutd am eliminat numai suprafete cu o structurd
cuw totul deosebiti.

Frontiera domeniului convex marginit se compune din curbe continue,
unele din ele putind fi puncte singulare izolate. Domeniul convex nemirginit
are o frontierd deschisd, continind curbe continue i eventual puncte izolate,
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Curbele si punctele izolate, care compun frontiera domeniilor convexe,

vor fi numite eurbe de separare respectiv puncte izolate de separare,

Observatie. Din definitia suprafetei re-
zulta ca suprafetele moastre nu pot avea
linii multiple, nu se pot taia pe ele insele
8i niei nu pot fi tangente la ele insele. In-
tr-adeviar, un asemenes punct de intersec-
tie sau tangentd n-ar avea 0 vecinatate
Omeomoria cu un cere. Din acelasi motiv
suprafetele noastre sint bilatere, deci orien-
tahile,

Curbele de separare se pot intretiia sau
pot fi si tangenie.

Exemple: 1) Descompunem un parale-
logrami in triunghiurj prin cele dowd diago-
nale. Vom pasira doud din triunghiurile

Fig. 4 opuse cal o figurd plani, iar pe celelalte

doud construim semicercuri perpendiculare

pe planul baralelogramului, taing planul pe cele doud diagonale, Pe supra-

fata astfel obtinuti diagonalele sint curbe de Separare si ele se intretaie
(fig, 3).

2) Asezam pe doud cercuri tangente K, si K, ale unei sfere, doui calote
sferice. Pe Suprafata obtinuta liniile K; si K, sint curbe de separare si sint
tangente.

Teorema 3. Curbele de separare nu sint inldnjuite si nu au noduri.

Doua curbe sint Inldntuite, dacid nu putem restringe niciuna din ele
brin transformareg continug la un punct exterior celellalte curbe. O curbi
continua inchiss atunei are nod, daeca nu poate fj transformata in spaiul
cu frei dimensiuni intr-un cere, printr-o transformare topologica. Portiunile
de suprafatid marginite de curbe inlintuite sau cu nod se taie neaparat si
astfel pe baza observatiei precedente nu apartin clasei de suprafete conside-
rata.

§ 3. Clasificarea sSuprafetei prin curhbe de separare.
Notarea bordurilor convexe §i necoanvexe ale curbelor
de separare, Clasificarea Suprafetelor prin sisteme
de curbe de Separare.

S-a vazut in § 2 ci suprafetele noastre sint bilaterale, Astfel, fiecare
curbd pe suprafati are doui borduri bine definite. Am vazut de asemenea
cd in gemeral la un bord se atageazi un domeniu convex i la celalalt unul
heconvex, dar nu este exclus nici cazul, cind la amindous bordurile se ata-
seazi domenii convexe.

Pe baza acestora putem introduce urmatoarea notatie pentru curbele
de separare: se noteazi cu h, bordul curbei de separare h, la care se ata-
$eazd un domeniu convex, cu h, acel bord saw portiune de bord, la care se
atageaza un domeniu neconvex, Penfru curbe sau portiuni de curke de sepa-
rare, la care se ataseaza la amindous pordurile cite un domeniu convex vom
utiliza notatia h,, Curbele de Separare afectate cu acesti indici de bord
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7
or fi numite curbe cu indici. Punctele izolate de separare din do-menhl}?
:onwexew se noteazid cu L. Domeniile convexe si neconvexe se noteazd cu
respectiv N. : :

Din definitia suprafetei rezultd, cd doud puncte oarecare ale ei pot {fi

i D inuE lungi finita.
unite cu o curbd continugj de lungime Fregiinie w8

S8 consideram un punct O pe suprafata noastra §i fle P uwn punxctbéal
suprafetei diferite de O. Notdm cu (Igp) mfunlt;l-mealuvn‘lglmllor tutvulror curm‘r
lor continue pe suprafata, care leagd punctele O si P. Numérul 1:.!02
15 = inf (1op) este distanta superficiali a punctelor O si P. La fiecare
I;Je-rec'he de puncte a suprafetei apartine un astfel de numér, care este o
functionald a perechilor de puncte. )

Raza interioard a suprafefei relativié, la punctul O se defineste prin

lo=sup IE .
ol

Raza interioari este un numar pozitiv sau co. In sfirsit dacid punctul O
parcurge suprafata, expresia

= supl,
0

este numitd diametrul interior al suprafetei si poate i iardsi un numar
ozitiv sau co. % )

P Toate aceste definitii se bazeazi pe luflgim_ea curbelor 1_’1mte trasgt?ai):
suprafata si nuw aw nimic comun cu s-pat‘;m.l- in c-?re se gaseste suprafat
no-as'f:-ré,.= Décui am introdus notiuni de geomeftrie intrinsecé, : oY ety

In planul euclidian avem 1, = c. Fiecare %'azﬁ mtezjlos.vre_m esrt(.e-_n.l'ﬁ.mta ts;
astfel si diametrul interior al planului euclidian este infinit. Situatia es
an'ama-éﬁ la orice suprafata infinita. ; ;

Obsegvatie. Notiunea. diametrului inte%'io%' se deosebeste fzsen.tla] Se not;lllé
pea obisnuitd de diamefru al unei multimi, care (Jpereaza\‘cau‘ [{?S ante 2
spatiului inconjuritor si nu cu lungimea curbelor .I;e o s‘u-}?la:fa.t -

Perechile de puncte pentru care avem 1l —e < 1 << ‘ 1, sing E:u‘mli‘:e pm:m:;
tele suprafetei la distan{d maximald cu eroarea ¢, La orice numér ¢ aparfi
astfel de perechi,

Sa prl;eswpu-nemw ca existd pe suprafata dqmenwii convexe si .pecon‘ve:ctg.
Prin aceasta excludem suprafetele convexe si cele fira domenii convexe.
Aceasta vor forma clase separate de suprafete. . ) :

Fie O un punct al unui domeniu convex si I, raz.{a’t in-ter'l(lara relativa
la O. Pentru orice¢ > o putem gasi puncte P, astfel ca 1, < lp—e. ik

. Unim aceste puncte P cu punctul O prin curbe continue, alle E‘,é.l()l -u -
gimi aproximeaza pe 1(‘; mai precis de;:it ¢ . Astfel de curbe existd cu sigu-

& pe baza definitiei numérului 1, . : ]
ranltgbl.;ervaﬁe. Dacé, ¢ — 0, atunei portiunile curbelor uqn;side_ra?g, Sut-L;Jate- 1?
domeniul convex continind punctul O, vor -c=on\vtf=rge catre [ill’.l-l.l!llla" c:ee ‘mi
seurte ale domeniului convex, pe baza proprietétilor domeniilor convexe,

3 — Studli 8i Cercetdri
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1 Restringerea definitiei suprafetei. In cele ce urmeazi admitem, ca
szstemld curbelor de separare nu este micdieri dens. Prin urmare supm'rata
noastrad nu va avea puncte, in a ciaror vecindtate arbitraryd existd o infinitate
de curbe de separare sau cu alte cuvinte: orice punect al suprafetei are o
vecindtate, prin care nu trece decit un numir finit de curbe de separare.
: In acest caz, toate curbele detinite mai inainte taie numai wn numir
finit de curbe de separare. In caz contrar curbele de intersectie ar avea un
punct de acumulare pe curba de lungime finitd, ceea ce este flm contradictie
cu ultima restrictie, ' :
Sa pn-i:m cite un punet al fiecarui domeniu convex si neconvex cu punctul
O cm ajutorul curbelor de mai inainte. In Jurald (i ‘,O existd un domeniu
ca:re satisface conditile de convexitate si astfel unghiul complet din jurui
lui O < 2m (vezi Alexandrov). Fiecare domeniu convex are frontiera comuné
cu df)men'ii convexe si neconvexe in multime cel mult numerabils (pe baza
restrictiei definitiei) si astfel puterea multimilor curbelor L, care trec prin
punctul O este cel muilt numerabila. Intr-adevir, pe pertiwnéa de suprafatd
deme_r.minsarté de punctul O si numirul . pot si existe domenii convexe sau
portiuni de domenii convexe in multime cel mult numerabild pe baza faptu-
h;: cé doua puncte oarecare ale suprafetei pot fi unite cu o curbi de lun-
gime finita si pe baza restrictiei facute suprafetelor.

: 1 .
Fie e,;zsh—. Pe portiunea de suprafati determinati de punctul. O si de

nuwmarul €y Sint deci curbe de separare (sau arce ale lor) in multime cel
mult numerabila. Numarul curkelor de separare determinate de O Si ey
esie mail mare sau egal cu numirul celor determinate de O sie, , dg.r
creﬁerea lor e numerabild. Dacd n —s oo muliima de puncte deterl’ninlzti de
O si ¢, acapera suprafata intreaga §i astfel obtinem toate curbele de sepa-
rare. Puteny enunta: .

Teorema 4. Mulfimea curbelor de separare este numerabild,

I_.,a fiecare suprafats apartineé deci un sistem bine determinat de curbe
continue afectate cu indici §i puncte izolate in multime cel mult nume-
rabil. , ‘

A,seatﬁar_z' in aceeasi clasa loate suprafefele, la care sistemul curbelor si
mfn.ctelor izolale de separare poate fi transformat topologic unul in altul cu
pdstrarea indicilor. ' '

_ In acest mod am clasitieat suprafete cu ajutorul proprietatilor topolo-
gltie ale sistemelor de curbe 51 puncte de separare. In cele ce Urmeazi vom
arata insemndtatea acestei clasificiri dip punctul de vedere al gzometriei
Intrinseci si vem arita proprietdtile clasificdrii noastre.

Vom caracteriza in mod simbolic suprafete cu ajutorul curbelor de sepa-
rare, a domeniilor atasate la ele si a punctelor izolate pe domenii convexe
prin urmatoarea notatie simbolica.

Vom nota multfimea nwmerabild a curbelor de separare cu h;, hy, hy...,.

, Domeniile convexe care se ataseaza la curba h; se noteazi cu K;‘] Kz
Kizg.o... » cele neconvexe cu Nii, Nip, Nig, ... .. Am vazut, ¢4 la flecare curba
d_e separare se afaseaza cel mult o multime numerabila de domenii convexe
§1 neconvexe, deci notatia noastrd este posibild. Simbolul domeniilor convexe
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ge scrie la stinga lui h; si cel al domeniilor neconvexe la dreapta lui:
... Kia Kip Kip by Njg NiaNiz . ...

Notim cu H; ansamplul acestor domenii si al curbei h, Daci pe un
domeniu convex existd puncte izolate de separare, de exemplu pe Kij, atunel
acestea Tilnd de asemenea in multime numerabild, le notdm intr-o
ordine oarecare: [, Lijp,..... Aceste simboale se scriu la stinga Iuik;; si
continuim enuinerarea, 1;;, -urile apartin de asemenea la sistemul H, .

S& considerim fotalitatea sistemelor H

Vom reprezenta suprafata prin acest sir,

In notatia noastri un domeniw convex sau neconvex figureazs de atltea
ori, de cite ori se atageazd la vreo curbi de separare. Fiecare punct izolat
figureazi de atitea ori de ecite ori fizureazi domeniul convex, care il confine.
Pentru a caracteriza aceasti situatie trebuie sa introducem niste relafil de
identitate. Dacd acelasi domeniu convex se afaseazi la h,. §i h,, figurind
odat#d cu notatia K; si a doua ord cu cuw K atunci trebuie si notdm ca
Kg=K;=..... extinzind relatia de identitate la to}i indicii, care repre-
Zzinta acelasi domeniu, dar in racordarea lui cu diferite curbe de separare.
In mod analog avem relatii de identitate si pentru N si L

Astfel carecterizarea structurii geometrice intrinseci a unei suprafete este

data de sirul H,, Hy,..... . e , de structura diferitilor Hisi de relatiile
de identitate relative la B N si 1.

Exemple:

1. Notatia suprafetei convexe este: K, '

2. Suprafata din fig. 1 se noteazd cu K;, K| h,

3. Suprafata din fig. 2 se noteaza cu I, Ij; I, I;; K,

4, Suprafetele din fig. 4: K, K;; h; K;, K; hy, K|, = Ky

Any dat deci un procedeu penfru caracterizarea suprafetei cu ajuforul
curbelor de separare si un mijloc de notare caracterizind geometria Intrin-
gecd. Din punctul de vedere al proprietatilor geometriei intrinseci ,,in mare*
suprafata este caracterizati prin sistemul curbelor de separare, dat topologic
81 cu indici de hord, ceea ce am descrisi prin sirul H. Sirul H, impreund cu
structuma: multimilor H si cu relatiile de identitate exprimé structura topolo-
gicd si de indice al sistemului curbelor de separare.

Obseivatie, Curbele de separare figureazi intotdeauna ca frontierele do-
meniilor atagate de ele. Astfel, indicatoarea de bord a aceleiasi curbe continue
variazi pe ambele borduri in conformitate cu caracterul domeniilor atasate:

Este evident, ca modul clasificarii suprafetelor pe aceasta bazéi intrinseca
e mult mai complicat decit clasificarea topologicd. Suprafetele aparfinind
la clase topologice diferite apartin cw sigurants la diferite ciase geomefrice
intrinseci, dar g suprafetele care apartin la aceeasi clasi topologici pot
prezenta o mare varietate din punct de vedere al \geometriei infrinseci. De
exemplu pe o suprafatd omeomoris cu sfera, domeniile convexe $i necon-
vexe pot fi asezate in cele mai variate moduri.

Prin procedeul nostru de clasificare am redus problema clagifirarii supra-




e

S

36 BUGEN GERGELY 0

letelor pe baza geometriei intrinseci la clasiticares topologicd a sistemelor de
curbe afectate cu indici de bord. Din paragrafele urmitoare va reiesi ci
aceastd clasificare poate fi incd rafinati,

Clasificarea curbelor §i a sistemelor de curbe e o problema incé nere-
zolvaitté, Procedeul nostru aratd ci clasificarea geomelricd intrinsecd a supra-
fetelor coincide in linii mari cu aceasti problema. Este incd neindoielnic,
cd fiind datd o suprafata coneretd, putem desemna acea clasi de supra-
fete, la care apartine din ‘punict de vedere al geometriei intrinseci si lai fiecare
sistem de curbe de separare bine definit putem construi supratata care ii
apartine.

§ 4. Proprietatile curbelor de separare.

1) Punctele de intersectie ale curbelor de separare pot fi eliminate.

Sd presupunem cd intr-un punet al suprafetei se taie doui curbe de
separare. S& deosebim doud cazuri: curbele separid doud domenii convexe
sau domenii convexe si neconvexe. In amindous cazurile considerim taiate
ramurile curbelor de separare in punctul de intersectie si le impreunim
intr-o altd combinatie in asa fel, ca in punctul de intersectie initial cele
doud curbe de separare transformate si aibi punet comun fard intersectie
(Tig. 5).

Fig. 5

2) Un punct al suprafetei poate fi comun numai unwg numdr finit de
curbe de separare sau numai wn numdr finit de domenii se pot intilni intr-un
pumnct,

In adevar, dacé o infinitate de domenii coneureaza intr-un punct commun,
alunei acel punct este punct de acumiulare pentru curbele de separare, ceea-
ce e in confradictie cu faptul ed sistemul curbelor de separare nw e nicaieri
dens.

3) Prin eliminarea punctlelor de inlersectie, curbele de separare formeazd
un sistem de curbe continue nesecante. care pol avea contact intre ele in
virfuri sau puncte de tangenid.

4) La o curbd de separare de lungime finitd se poate atasa numai un nu-
mar finit de domenii comveze §i nmeconvexe.

In adevar, in cazul contrar punctele de racordare ale curbelor care separa
domeniile atagate cu curba de separare considerats ar forma o mul{ime
infinita, da la un punet de racordare poate sid apartind numai un numar
finit de curbe de separare in conformitate cu 2). Pe curba de Separare
de lungime finitd ar exista un punet de acumulare si intr-o vecindtate a
acestuia ar fi o infinitate de curbe de s€parare, ceea ce e In contradictie cu
faptul ea sistemul curbelor de separare nu € nicaieri dens.

5) Curbele de separare inchise sint de lungime finitd.
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Orice curbid de separare e frontiera unui qOmemu.- r_:o«navex. In -cafz Ela::.
curba de separare inchisd ar avea lungime infinité, ar EXISEL pe s:t;:iu:t:tz,: de
i arui vecind 0 de separare ar trece de o in
net in a cirui vecinatate curba Ie : ,
g;li Iceea‘ ce e iarisi in contradictie cu faptul, cd sistemiul curbelor de separare
nic@ieri nu e dens. - - _
) La o curbd de separare inchisd se ataseazd wm numar finit de domenii
nwere §i neconveze. ' o e g :
¥ mgu'rb; de separare inchisa e de lumgime flrmja st as.tfe'} din 4) rezult® 6)
7)Existd curbe, de separare de lungime finild g descms;. PR
Exemplu. La fiecare punct al unui segiment de dmea;:ft ls.. 6 - e
un plan perpendicular pe segment o c-ml*bi, dli;e f;}rmitrcggit zlﬁ..ea ,mai e
i s& fi . ion distanta la exire:
diametrul curbei si fie proportional cu I T o S
piatd a segmentului. Suprafata astfel genxerats} fuormeaaz-a .um glgj;u;s‘grzrsﬁg—
convex. Punctele segmentului nu sint cw vem:'ﬂ'n‘ata_‘te_ -901}&*::5{0&{18& | |
mentul este o curb# de separare. Ea este lungime finita §i A

A

Fig 6 Fig. 7

8)La o curbd de separare, deschisd, de W”gfm-"*' fi-rlitq. t-ntf-oeanumzw
vecindtate a capetelor curbei nu se pol atasa decit cuto'memz goln1J§:§wﬁ YOI
In adevir, si presupunem contrariul, La un capat se ratavgea% i S
niu convex si neconvex. Acestea trebuie sd se racordeze .mtl—o fectl 8
capatului si ,‘cu- ale puncte de separare, deci ‘aunnba;cfjue ;epaml';l;e [-go.i.aeuw S
5 dir & i, cee imposibil. Rezulta, la
tinuatd dincolo de capatul ei, ceea ce esme_w 1m|p_ 1bi . ; hr
al unei curbe de separare deschisa, de lungime finita, se ataseazd :ln\ &Tzni?-:
convex, care se leagd de curba de separare si pe celdlalt bord dealung
cite un segment in vecindtatea capetelor. el = .
: 9) Pe gibaza propriettilor stabilite rezulta ca c-}l'nbele de separare ale
clasei de suprafete cercetatd pot Ti urm a.tomglq 1;=1-p111r.1|. ¥
a) curbe continue inchise, de lungime rm}tg, Hfara noduri.
h) curbe continue deschise, de lungm_qe finita.
¢) curbe continue infinite, fard noduri. ; _ .
(13())} ;;b;n domeniu convexr putem, avea o infinitalte de puncte izolate de
separare (de mulfime numerabild). ; . gl
mE:zemplu (vezi fig. 7).Punctele A, B, C, D, E, F, G si H sint puncte
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izolate de separare. Celelalte puncte ale suprafetei sint cu vecinitate con-
vexa. Suprafata se compune dintr-un singur domeniu cenvex. Suprafata
ardtati e un domeniu dublu conex cu 8 puncte izolate de frontiers.

Putem construi o suprafata analoagd prin scoaterea unei prizme triun-
ghiulare san atagind la partea scoasi o suprafata piramidald cu virful in
interiorul corpului. Prizma scoass poate avea oricite fete si prin aceasta am
aratat proprietatea enuntats.

1) Sistemul complet al curbelor de separare ale suprajefei se compune
din curbe continue de tipul a ), B), ¢), care se racordeazd in anumite puncte,
farg a se inldnguwi sav dintr-o mulfime cel mult numerabild de astfel de
sisteme, izolate umnele de altele §l {arasi fard a fi inldnjuite.

12) La o curbd dg, separare inchisd pe un bord se ataseazi un singur
domeniu convex, pe celalait bord un numar finit de domenii convexe si
neconvexe. .

La o curbd de separare infinitd, pe un bord se atageaza un domeniu con-
vex, pe celilalt o multime cel mult numerabils de domenii convexe si
NECONVexe, : i Ty

La o curbd deschisd de lungime finitd pe un hord se ataseaza un dome-
nuw convex (care se extinde in jurul capetelor si in celilalt bord), lar la
celalalt bord un numar finit de domenii convexe si neconvexe,

§ 5. Proprietatile sirurilor .

Ardatim urmétoarele propriefdfi mai importante ale siturilor H si ale
relatiilor de identitate corespunzitoare:

1) Indici de acelasi caracter pot fi permutafi in mod arbitrar dar in ace-
lagi timv in girul H, in sistemele de suprafele si puncte notate ale diferitilor
H; si in relatiile de identitate. Mai precis, prin aceastd permutare obfinem
0 suprafajd din clasa suprafetei inifiale. :

In adeviir, penmutarea aratats a indicilor nu schimba decit ordinea de
enumerare a curbelor de separare si a domenillor, care ii apartin, dar lasa
neschimbat caracterul geometric intrinsec al domeniilor, precum si sistemul
racoradrii lor la curhele de separare, la punctele izolate de separare sia
racordarii domeniilor inire ele. ]

2) In loo de constructia sirului H, aritata la § 3. putem lua urmitoarea
notatie: scriem la stinga Iui B domeniile de pe un bord al Ini B , la dreapta
cele de pe celdlalt bord, de la un domeniu oarecare, dar in asa fel, ca tot-
deauna s continuim cun un domenin atasat nemijlocit dealupeul lui H .

3) Curbele de separare vt fi prevdzute si ele cu indici, care aratd
ordinea de comstrucfie. Pornim de la o curbi de separare oarecare H, si
continudm cu curkele de separare ale domeniilor atasate lui H; in ondinea
atagarii lor. Dupf) aceea luam curbele de separare ale domeniilor atasate la
primul domeniw de mai inai nte, apoi la al doilea, al treilea, ete. intr-o ordine
oarecare si continudim pind cind am epuizat foate domeniile supratetei.
La acest procedeu de enumerare sinf ined arbitrare: domeniul de pornire
§i totdeauna alegerea primului domeniu din cele atagate unul la altul.

4) Numdrul relotiilor de identitate este independeni de alegerea indi-
cilor,

In adevar, relatiile de identitate arati domenii la care curba de

.
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separare este atagatd si numarul lor arata la citevcurbe se ata:}elaza.t sz:
niu] considerat trebuie si figureze la figccare curba de sep?;a;gesigﬁoa:n eiiu
i i relatii ds identitate, la care apa j ;
astfel numarul acelor relatii ds i entitate, Care . >
$(:11epinde numai de structura seometrica intrinsecd si este independentd de
alegerea indicilor, , . A0
( gﬁ Multimea relajiilor de identitate esie cel 7;’1“;‘,” {aifmi{gf;ité. I B
fulti 'belor i te numerabild si la -
Multimea curbelor deé separare es n 5l GEshliieh, a3
i ila de domenii. Rezultd de aci propriel
cel mult o multime numerabila : ! BT
‘ ‘ otatic de structurd, cidm
6. In sirwl nostru H putem rafina m € & Mol Yot
i ) i ca ‘ Arginit saw se intinde la infinift. ;
fiecare domeniu dacda el este mirgini 5 ! . o
;Z face prin htercalarea literei f 1'espec-t1\j 00 Ila not‘a.ilalt- Idl?lmiﬁuilrtgﬁ-cele
exemplu K,,f inseamind domeniul convex marginit, apalsa A g - ,1 :3 ;
2 si N., ~ domeniul neconvex infinit, atagat la _H\s, cm ini t:eh d{feu-ite ")
y T dIlJa: un sistem dat de curbe de separare existd posibilitati d ;

otare cuw indici. : e e L
7 La o curbd de separare finitd se poate efectua numal un mim

| - v finita

schimbari de indici, decarece in sisteam:udd dat, la cu-rbfl dledsfgigﬁforhata-

ine un numéar finit de domenii. Dacd n este numaru 5 i

ggizrtde'-a furizul unor segmente, deci dacad n este n.u;fn-g,x:ugﬁegmirgtme A
tate cu diferiti indici, atunci avem cel muli 2, posmlllta»,? e. :

i

e ii i i mult
dlcuﬁa o curbd de separare infinita se pot ‘ata&} vd-omemi.l_n _ﬂ;ltil-nilz critlrareua
n:umerébi-lé. deci avem o infinitate numerabild de posibili { r
indicilor. e

8. La umn sistem dat de curbe de separare avem cel mult o infini
numerabild de posibilitali in notmeg mldzcelc;;r
a a7 ai inainte, la 0
Dupa cum am vazut mai inainte, S g
pos:ibilifiti sint numerabile s1 avind mrvede} e f?, multimea ¢
rare este numerabild, proprietatea este aratatd. & e
9.La un sistem de indici de bord oairecare nu apar tine neap:

ba de separare data aceste
belor de sepa-

£ i i nei : separare
fﬂmbe exemplu la segmentele de termmamgt a}ledilé?zle ggggid;fe- oo%avecsi
i inita n t pune decit 1n ‘ 5
chisa lungime finita nu se pot I L : it
?aeszg;isﬁdgﬁlaw bigm'umi-le' Daca 1h un bond al unel c-unlfb;) ‘:32 :f:m:?e@ctat -
1 y 3 v i ;i
: 4 nici A ‘ha d arare. atuneci acel bo :)
o 3 nici o altd curbad de separare, ROt i Ly
tt‘;C?;ieg?lzr indice pe toatd lungimea lui. De aceea am infrebuintat

¢ puterile date sint
tarea proprietéiii anterioare termenul de ,cel mult®. Puterile

umai margini superioarel ' _
num§a16. EIB; emente geometrice intrinsect
i le suprafetelor. £ gk
t lesimfafetedi din diferite c-l‘a.s.e- -g.en‘me-t.rl-ce i “
clementele de constructie mai simple. A-c'z—,:‘ste;a 8 g
pentru toate suprafetele ori cit de ODH:I-DUC-‘H -le it:' iy .

Elementele de constructie au ur.matoa‘ae.e p f e

1. calota sfericd, ca tipul unui d‘omenju gonve)'(, g s\(-:ot MR it
de curbe de separare inchise, ca tipu | ]

de construc-

nitrinseci pot i consiruite d'i_n
t elementele de construsctie
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3. domeniile constind din punctele cu vecinatate convexd ale unei su-
p}lﬁfe)‘ge de conexiune n (forma unui covrig cu 2 n curbe de separare in-
chise),

4. domeniul convex al unei suprafete de tipul torului,

0. domeniul finit, neconvex din fig. 9.

6. o portiune finita dintr-un iperboloid cw o pinza, ca reprezentantul
domeniului finit neconvex,

1 7._ o. Po?tlune dintr-un iperboloid, finitd intr-un sens al axel imaginare
§1 infinitd in celalalt sens, ca reprezentantul domeniului infinit neconvex,
atagat la o curba de separare inchisa,

Fig. 8 Fig. 9

Afara de aceasta, din fiecare tip de constructie luim suprafata, care ra-
mine in urma detagdrii uwoui numédr finit de portiuni mérginite de curbe
inchise ale suprafetei. La suprafete infinite portiunile detasate pot fi in mul-
time numerabild.

Obiservatie. Aceste tipuri de constructie sint reprezentanti ai domenii-
lor convexe gi neconvexe si nu irebuiesc concepute in sensul ca si cum de
exemiplu an domenin convex finit ar fi intotdeauna o calot#d sfericd. Si con-
siderAm o suprafatd construitd cu elementele noastre de constructie si
sa punem aceste elemente la deformari, care pistreaza. totusi proprietatile
geometrice intrinseci esentiale, adica pistreazi, caracterul convex sau necon-
vex., Suprafata deformatd apartine la aceealsi clasi de suprafete in clasifi-
carea noastra ca si suprafata considerati.

§ 7. Constructia suprafetei care apartine la un
sistem dat de curbe de sSeparare.

Fie date: un sistem de curbe de separare cu indici de bord, care satis-
face proprietédtile enumerate in § 4, clasa topologici a suprafetei, care apar-
fine la sistemul dat de curbe i sistemul punctelor izolate de separare sau
ceea ce e acelasgi lucru: sirul H, structura sistemelor H si relatiile de iden-
titate. T

Sirul, H impreund cu relatiile de echivalenti caracterizeazd clasa topo-
logicd a suprafetei, precum se vede usor,

In concordantd cu indicii de bhord construim pe curbele de separare
elementele de construetie corespunzitoare, dupéd o eventuala deformare topo-
logicd convenabild (§ 6). La diferitele curbe de separare (§ 4, 9, a, b, ¢,)
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corespund anumite elemente de constructie si caracterul lor e determinat
de indicii de bord.

La un sistein de curbe de separare cu proprietdtile din § 4 in toate cazu-
rile putem construi o suprafats, in care curbele de separare coincid eu sis-
temul de curbe dat. Punctele izolate sint date impreuna cu sistemul si dupd
cum am vazut, fotdeauna se poate construi o suprafata, pentru care punc-
tele date sint puncte izolate de separare. Dar, prin punctele de separare
n-am determinat incd caracterul topologic al suprafetei, precum arati
exemplele date mai sus. Suprafata din fig. 8 are opt puncte izolate si e
dublu conexd, in timp ce cu atasarea unei piramide putem construi o supra-
fata simply conerd, care de asemenea are 8 puncte izolate si contine un
singur domeniu convex.

Am stabilit deci

Teorema V. Unui sistem de curbe si puncte izolate de separare cu pro-
prietdtile ingirate in § 4 §i 5 @ aparfine intotdeauna'o suprafajd, al cdrei sis-
tem de curbe gi puncle izolaie de separare eslte tocmai sistemul dat. Tipul
suprafejei poate fi consiruii din elementele de constructie date in § 6.

Fiecare sistem de curbe s pumncte izolate de separare poate fi caracie-
rizat printr-un §ir H g astfel la flecare, gir H cu proprietdtile ingirate In
§ 5. aparfine cite o clasd de suprafete din clasificarea noastrd.

Daca transformdm topologic sistemul de curbe in asa fel ca sa putem
atasa domenii corespunzdltoare indicilor de bord, alunci sistemul trans-
format ii coregpunde o suprafafd din clasa suprafefei inifiale.

Sistemul curbelor de separare ale suprafetelor din aceeasi clasd sint
lopoldgic echivalente. ‘

. Astfel am ardtat cd o clasa de suprafete este determinata din punctul
de vedere al geometriei ei infrinseci prin sistemul de curbe si puncte izolate
de separare cu indici de bord (prin clasa topolagicad a sistemului). La ace-
lasi sistem de curbe si puncte de separare apartin suprafefe, care coincid in
privinta proprietatilor geometrice intrinsece esentiale, iar la sisteme diferite
suprafete cu proprietati diferite. Este esential, ca sistemele curbelor de sepa-
rare ale suprafetelor din aceeasi clasid sint omeomorfe infre ele.

Probleme care se deschid.

Clasiticarea fara indoiala poate fi continuaté, rafinatd. In forma ei
ardtatdi nu caracterizeaza suprafata din punctul de vedere al geometriei
intrinseci decit in trasaturile el mari.

Din problemele care se indicid cea mai importanta este elaborarea detai-
latd a geometriei intrinseci pentru domenii neconvexe si cercetarea proprieta-
titor importante ale domeniilor convexe si neconvexe in racordarea lor. La
racordarea a doud domenii, proprietitile ,in mare* ale acestora se schimba.
Astfel se schimbd liniile cele mai scurte, domeniul perechilor de puncte,
care pot fi legate prin cele mai scurte linii, chestiunea unghiurilor, mai
ales in vecindtatea liniei de racordare. Problema curburii domeniilor de su-
prafatd, care trec peste linia de separare, este de asemenea o problema

degchisa, ete.
Cercetarea celor mai simple tipuri geometrice intrinseci, care corespund
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la 0 anumita clasa topologicd de supratfete, este iarasi de cercetat, apoi pro-
prietatile geometrice globale diferite si caracteristice ale diferitelor supra-
fete din aceeasi clasd intrinsecd, rafinarea clasificirii in subclase, efc.
Se vede deci cd sint posibilitati marl in directia cercetirilor incepute de
A, D. Alexandrov si se pun probleme mari, Cercetarea in aceasti directie
va conduce la cunoasterea acelor propriétiti generale ale suprafetelor, care
nu pot fi obtinute prin mijloacele geometriei diferentiale si care intereseazi
suprafetele intilnite in practici,
(Lucrare depusa la data de [8 dec, 1953). Universitatea Bolyai, Cluj,
Catedra de geomelrie.

KPATROE COJMEPHRAHULE
Briacrenne 1nosepxnocreii ma ocuopaumy upueymei um reomerpuu

B. TEPTEIN

OcuoBeiBasch 1a  paGorax A, ]I Anercau/poBa  aBrop RIaccHpuImpyer
[IOBEPXHOCTH COTTACHD NPUCYMIei ny reoMerpun. Brolares moumarTus o BLILYKIOi
U HEBBIIYRIOH 00MacTHX HA IIOBEpXHOCTH. BHTYRIBIMI 00IACTAMEI ABIAIOTCT Te
MHOECTE TOUCKE MOBEPXHOCTH, MMEI0Ne BENYEIBE coceficTBa B cabicae A, [
Amekcaifiposa. HeBEITyRiLe 0612CTH CYTL JONONMHOTCILEEE MHOKECTBA BRLILY -
IbIX  ofaacreii. B OHOTHUTEIRHOM MHOGKECTES MOryT OLITh I T30IU)OBANHEE
TOYKH W EPHBBIE. ABTOD paceMaTpUBAET LOBCPXHOCTIH, Y ROTOPEIX Tpanunsl
BLIOYKIBIX  OOXactTell ABIIOTCA NENPEepLIBHBIME  KPHBEIMI 1T Y NOTOPLIX 9TH
KPUBLIE, HASBAHILIE KPUBEIMU OTACUCHNA, COCTABIAINT MIOKECTBO, HE ABIAIONTCECH
HAIAe IMOTHEIM. YKABLIBAETCH, 9T0 HA  TAKOMN LIOBEPXHOCTH MHOKECTBO KPTBEIX
OTAEIGHILT TPEAMYIIECTBEHHO cdernoe. 00a ORANMICHNA RPUBLIX 0TICTCHIA CHAG-
/REHEL KA W0 OAHOMY IVKASATENI0, YKASEIBAIOIIENY OTHOCHTCA I BEIITYIIa5
UIH HEBLUIYRIAA 000301 K 9T0MY okatsnenumn. [losepxHoeTI GIACCH(YHITEPOBAHE
ABTOPOM ILOCPEACTBOM CHETEMBl KPHBLIX OTAGIEHN, CHAORPHALIK IORASATELIMIL
B ofmom npneymes PEOMETPHIBCROM RIACCE IIOMEUIEHRI BCE ITOBEPXIOCTH, BCE
EPUBEG  pasfiela KOTOPRIX MOTYT OBITH IpPROOPABOBAIET OfHA B Ipyryio Iyrem
TOOOTOTHY0CKOI0 IPeo(pasoBAHHA ¢ COXpPAHEHHeM NORAZATETS ORATMIGHIIL, Tl
Opucymei TeoMETPHTECKOH XAPAKTEPHCTAKM TOBEPXHOCTEH BBOLHTCH aBTOPOM
0003H9YeHN ATI KPEBHIX OTASIGHEA, OTM29ISTCA KIKHE O0IACTI OTHOCATCH K
BpUBOH OTIBNBHAA I B BOIATCH CIODTHOM SHUA TORTICTEL MeRTy  00IacTAMI,
OTHOCALTAMUSH K H3CROALKAM RDUBBIVM. K VETIA MIBB)ITHOITH XAPARTSPUIYOTCH
CHCTSM)H EPUBLIX OTATEHAA, CHCT2M 00142130, OTAOZII 156 & oLH0i KpHIBOT
G YEA3AHABM HX BLITYREIOSTH WIN HEBBHIYRIOCTH W COYIHOMLZHUEM TOARTCCTBY.
YerauaBrIinBaores BLKHEEe XAPARTCPIEIE CBOICTBA KPUBEIX orAedeuus i BeelleH-
HBIX TlOMETOR. HpuBuoie orAefeHus MOLYT OLThH HEIpephiBHEIMIL BAMELY TEIM
KPUBLIMA KOHEUHOIT MIHHE (63 Y3I0B WA HEIPEpLIBHLIMIT PaBOMEKHYTHIM KpPHBLIMH
ROHEYHO /MIMHBl IIM* HAKOUEI|, HCHPEPEIBHBIMI KPITBEIMH 0 OBCKOHETHEIME
BeTBANE Oes yauo. K pmBoii oTAereuns KOHEUHOI IIMHEI OFHOCHTCH KOHETHOR
THEI0  BRIIYRIBIX W HEBLIIYRTBIX o0nacreli, & GeckoHevHoli Epmpoil  oTlesenms
MOTYT OTHOCUTBCH O0JACTIT U B CUETHOM MHOKecTBe, Oumpelersiores HEROTopbe
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DHEMEHTEL HOCTPOCHUT OTPAHITYSHHBIX I (ECKOUETULIX, BHIIYKIGIX I HEBBITIYRILIX
ofracTell M IpH MOMONTE UX UORASHBAETCA, 9T0 MIA KamAoil CHCTEME LpIBLIX,
YAOBIETBOPHAIOIIEHT YCIOBIAM KPUBBIX OTAGTCIHIA, MOAHO IOCTPONT TIOBE)XHOCTE,
cueTEeMe EPHBBRIX OTACNCHMS KOTOpO coBmallaeT ¢ salalHOil cHeTeMoil KpuBHIX.
(CmereMBl EpHBBIX ITOBEPHOCTEH OXHOIO W TOTO Me KIACCH TOLONOIMYSCRN HEBM-
BATEHTHBL. BOBHHE&IOT CIefyIOIIHE eme HepaspelleniEe BOUPOCH: TOApodHas
paspadoTka IpHEYIneH reoMerpun IS HEBLITYKIEX [10BEPXHOCTEIH, I03BOIAIIIAS
A3yYEHNEe KIACCOB TMOBEPXHOCTEN, CHOMHBIX ¢ TOTRN BpEAs DPHCTYIIEH TeoMer -
pun “B ofmux geprax‘. B TakoM cyyuae HECOMHEHHO OYAET BOSMOKHO YTOUHE-
Hme FaHHOK Rraccmpuranmd.

RESUME
La classification des surfaces sur la base de leur géometrie intrinségue

par
E. GERGELY

En prenant pour base les travaux de A. D. Alexandrov, 'auteur classifie
les surfaces sur la hase de leur géometrie intrinséque. Il introduit les notions
de domaine convexe et non-convexe sur surface. Les domaines convexes sont
ces quantités de points de la surface, qui ont des voisinages convexes dans

.le sens de A. D. Alexandrov, Les domaines non-convexes sont les quartités

complémentaires des domaines convexes. Dang la quantité complémeantaire
peuvent exister aussi des points isolés ef courbes. L'auteur s'occupe des sur-
laces, dont les frontiéres des domaines convexes sont des courbes continues ot
oft ces courbes dénommies courbes de séparation forment une quantité cui
n’est dense nulle part. L’auteur montre que sur une pareille surface la
quantité des courbes de séparation est tout au plus numérahle. Les deux
bords des. courbes de séparation sont affectés chacun d’un indice, qui montre
£l un «domaine convexe ou non-convexe se racorde i ce bord., Les surfacos
sont classifiéed par I'auteur a l'aide du systéme des courbes de séparation,
pourvues d’indices. Dans une classe gdéometrique intrinséque sont mises
toutes les surfaces dont le systéme de courbes de séparation peut étre trans-
formeg un dans l'autre par une transformation topologique avec la conserya-
tion des indices de bord. Pour caractériser les surfaces a.p.v. de la géometrie
intrinséque 1'auteur introduit une notation pour de systéme des courbe; de
séparaition, il note quels sont les domaines qui se raccordent & la courbe de
séparation et il introduit des relations d’identité entre les demaines, qui se
raccordent a plusieurs courbes. Chacque surface est caractérisée par le
systéme des courbes de séparation, par le systéme des domaines qui se wac-
cordent & wne courbe avec 1'indication de leur convexité ou de leur ron-
convexité el par les relations d’idantits. IL'auteur établit les propriétés carae-
feristiques importantes des systémes.de courbes de séparation et de nota-
tion introduits. Les courbes de séparation peuvent étre des courbes con-
tinues fermées, de longeur finie, sans noeuds, ou des courbes comtinues







