ASUPRA UNEI PROBLEME DE PARTITIE
A NUMERELOR

DE

TIBERIU POPOVICIU
Membru corespondent al Academiei R. P. R.

Comudicare prezentalda in sedinfa din 24 Septembrie 1952 a Filialei Cluj o Academie; R.P.E,

1. 84 considerim ecuatia
(1) G, Ty O Ty ous i G n—1i,

unde a,, d,, . . ., &, suni n numere naturale date. Presupunind ci n este un
numar infreg nenegativ, vom nota eu N(n;a,,a,,...,a,) numirul solu-
titlor in numere intregi nenegative z,, z,, ...z, ale ecuafiei (1). Pentru
n infreg negativ definim simbolul N(n;a,, a,, ..., @,) ca fiind egal cu de
(—4)™=1 ori numdrul solutiilor in numere intregi negative z,, z,, ..., .
ale ecuatiei (1). N(n;a,, a,,..., a,) depinde, in afard de n, si de coefi-
cienlii a;, a,,..., a, Este clar ci funclia N(n;a,, a,,...,a,) esle sime-
tricd in a,, a,, ..., a, pentru fiecare valoare a lui n,

Dacd n este un numir inlreg pozitiv, numédrul solutiilor in numere
intregi pozilive ale ecuafiei (1) este egal, pe baza celor de mai sus, cu
(—1)™1 N(—n;a,, a,,..., a,).2)

Gand nu este nici o ambiguitale asupra coeficientilor a,, a,, ..., a,,

!) Bolutiile in numere intregi nenegative se pot elasifica dupid cum 0, 1, 2,..., sau

m—1 dintre necunoseute se anuleazi (o == 0). Rezulti atunei ci dacd n este un numir natural,

2

numiirul solutiilor in numere intregi pozitive ale ecuafiei (1) este egal cu

N(ﬂ:a],ag",»-.,am}--EN(n;a[-l,u,-ﬁ,...,a

im—1
: n—I1 « ;
+32Ni(n;: Qi s Bjpre oo a,jm_zl + e (=1 sNn: a; )
Insumérile succesive fiind extinse la combiniirile 41 cate 1, iy, ip clite 2, ... 41, iz,..., 6,

eite m—1 ale indicilor 1, 2,..., m, deducem
N(—nia,a2,--0, 0, = EN(n;ail)—ZN(n:a,'l,a,-g) +o
-T-(“l)m_ZEN(n:afl.a G )+ (=" I Nn;ar, @z, R I

# fiind un fHumir natural.

fg? "
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o ma pentru m==2 i
3 wzolva, complel. problema p Sk
. , . a ‘ le ce urmeazi vom rezolva : altfel in lreacdt. Vom
Y0 £80 B douri g it san ohins ou Nig), numirul Incce,lel c; mi uste(hana.l si va fi reaminlit de d]tfl‘;l in lred
E i —3. Cazul m= posle ¢ . s ri mai generale,
N(n;av ek :g-ce comgidenapnn 51 asupli?f ifn?llof;fezrltlmle ur'm?“},Loau‘e IT si 1I%) ]Jerlrnliuhi'..1
. S S5 ; s : . : : . a si de altfel pr T Tl » proprietili
Nolalia cu indicele m, va fi Infrebuinfaty mai cu seami atunci Problema I (ca si Idf{[ Tl“”’? iimplv ale ei, enunlarea unor I“(H”-L”sra b
cand intervin simultan, atat ecualia (1) cu coeficientii Ay, Ay, ..., 4y cil prin anumife solulit P“rpului soluliilor in numere intregi “E"“DD‘.‘“\Uj (1)
$i ecuatii analoage cu maj putin de m necunoscute, avand cg coeficienti inleresante asupra m‘[m?iilm' S intregi pozilive ale et(:]-l1l-:l'[1—'%9 r.}ra
lermenii dela Inceputul sirului @y, @y, ... De ex. indicii m §1 m—1 deose- asupra numarului SO't“', loldeauna posibild. Cu alfe cnymut-e_,_ (ltll' e
besc cazurile respeclive cand considerim simultan ecuatia (1) si ecuatia Problema I nu este &J deci ecualia (1), nu l;‘,,\’lﬁ{-ﬂ._loj‘( 8?7 ﬂi(nit:«“i
4T, +az, ... An—1Tm—y = n. Vom infrebuinfa prescurfiri analoage i coeficienlii a,, a,, e on?l,i’ria cerutd de problemd si f ig Ind ?1'19:'1[' o
st pentru alte funclii de 7 care depind si de coeficientii ecualiei (1). CGand polinom P(n) astfel ca P(n) si verifice condilia ceruti este necesar
va fi necesar vom spepifica toldeauna, pentru mai mulg claritate, la care Peniru ca un polinom I :
din ecuatiile (1) se referii notaliile prescurtate intrebuintate, suficienl si avem i
1 < —_—
Sl ) ; 2 . — <P (n) = N(n)<
2, — Pe baza cercetirilor lui |y | er [1], studiul numarului N(n) (4) ) <P(n) E
se poate face folosind funectiile generatoare ;
sau 1
1 ©» ) — N (n) | << -
(2) F=pip . .~ A E N (n) (7, (5) | P () (n)] 2
(=8 (18] (1 =Cam) = i A
‘icare ar [i n. ot m totdeauna s
X ! | i lm[l)lbca“nl 1[r; gcest caz cunoaglem valoarea lui P(n), pute
- et ¥ - ‘(1 E' s -’ - . c LraYs i ( -
(3) ﬁF(c)—% N{=m) & deducem fird ambiguitate valoarea lui N(n) :
. R o : T . , in stransd legilurd cu problema I.
care se oblin  desvollind funectia ralionald Ry ) odald dupj puterile 4 Alte doud probleme sunt in sirinsi leg i
crescatoare si odaty dupii puterile descresciitoare ale lui 7, bleme esle urméiloarea: o
. o n H TEES A A ’ IIna din acesle proble Y olermine un ]'JUIL'H-U)’“
Metoda lui Euler, bazats pe formula (2), a fost adineiti de diversi i . Riind dald ecuafia (1) si se delermi Gl orie s
cercetitori si in special de J. J. § Ylvesterp [Ra]. Aceastd metods folo- PROBLEMA II. — F ”:fﬁ( fﬁt-',,”pPgat cu intregul cuprins in Q(n) oricare
seste proprielifile functiei rationale F(Z) i, in special, descompunerea Q(n) de n astfel ca N(n) s fie . A
sa In fractij simple, precum §1 diverse proprietifi ale riddcinilop de dife- ar [i n. a se delermine un polinom Q(n) astfel ca sa ave
rite ordine ale unitifii, Se poate insd studia numgry] N(n) si prin consi- Cua alte cuvinte si se del
derafiuni elementare de teorin numer

elor, metods care reuseste bine, cel ! N(n) = [Q(n)]
putin in cazurile ny prea complicate. Metoda aceasta a fost aplicati in (6)
special de K. Weihr auch [3g, 30] si, mai cu seamd in ce priveste aricare ar fi n. schivalenld cu inegalilitile
problemele de care ne ocupam aici, de Th. Sko]e [4]. Ambele me- Egalitatea (6) este echivalenti c

tode au avantagiile lor proprii, i\

(7 05 Q{n) —N(m) <1,
3. — In lucrarea de fald ne propunem sS4 examinidm urmiltoarea I 3 unrins in o
problems : i @pioane BE 1. A notat ca de obicei cu [a] intregul C""'fr m?"la:n[a]’
PROBLEMA 1. Fiing dald ecuatia (1), s@ se determine un polinom 2 Torn;lui![la(((:‘zl :ﬂllui @, sau cel mai mare infreg < 'o;ﬁ]rflin?ﬁeg .
P(n) de n asifel ca Nin) s lie egal cu iniregul cel ma; apropiat de P(n). Sﬂlt part‘ggsﬁgm ?;nregu! care cuprinde Pet % sau %Lf;glci problema:
oricare ar fi n, puisin cOns1ae s G putem pune g
Aceasld problemi a fost studiatd in cazurile particulare eant TUMATyesle e'gal cu‘” d[dat f\; ecuafia (1), si se determine un Polgﬁf
m=3 a,=1,a, —2 d.-—=3: PROBLE?}[;: I(;Ia 1;7‘(17?{1)”?& fie egal cu intregul care cuprinde pe 4
'_11’_’2"3‘ ] . %(n)deﬂas el . o
et = vz s il ; - VeI
S e o ity DEEIYO G {5 e i se determine un polinom S(n) asifel ca sd a
de catre Sylvester [2a]. Th. Skolem [4] a studiat afari de aceslea si Lo f e s el S(n)]
cazurile : &) . N(n) = — [ S(n)],
m=3, al,zl,az:?,a_.i:!'i; ;
m:zi.al—;i,a,n‘,?.a: = 3,a;, =25,

oricare ar fi n.
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Egalitatea (8) este echivalenty cy inegalitifile

®) 0 < N(n) — S(n) <1,
oricare ar fi 7.

Daci problema T aré o solutie P(n) §i problemele 1] 51 II’ au o

pentru cy inegalitiifile (7) si (9) si fie verificate, deoarece acest luern
rezultd in mod simplu din (4), Vom vedea maj Jos cd daci una din pro-
blemele I, II, IT" ape o solufie, si celelalte doud, au o solutie, precum Si
care sunt legdturile dingpe solutiile acestop probleme.

solufie cici e destu] si luim atunei Q(n) = P(n) -l-%, S(n) = P(n) — :

5. — In fine sj considerim problemg mai generali:

PROBLEMA III. __ Fiind datg ecuatia (1), si se delermine un Po-
linom R(n) de n asifel ca diferenq Bin) = N(n) sé fie uniform mgp-
ginitd,

Cu alte cuvinte sj se delermine up polinom R(n) astfal ca si avem

(10) |R(n) — N¢n) | <K,
‘oricare ar fj 7, K fiind un numgp independent de n,
Din inegalititile (5), (7), (9) se vede atunei cg
Conditig (10) este necesarda pentry cq, problemeie L IL IV sg aiba
0 solufie,
Vom vedea mai jos cum se pol deduce solufiile problemelop I, II,
IV, cand ele existd, din polinomu] R(n).
6. -— In cele ce urmeaza ne folosim de céleva proprietili elementare
ale polinoamelor, Unele din aceste proprietili rezulty in mog implicit
din proprietatea importanti ci un polinom daf egle complet determinat
€ un numér finit de valop ale sale, Din faptul ei variahila barcurge
numai valorile intregi nu provine nici o dificultate §i nici o confuzie,
Deasemenea ne folosim de urméaloarea :
-LEMA 1. _ Dgeg diferenia a dow polinoame in n este uniform
marginitd, aceste polinoame diferd prin o constanidg,
Proprietatea aceasla o putem accepta aici firg demonstratie.
in lema 1 rezulty cj doud solufii oarecare ale uneia din problemele
L IL, 11 san 117 diferd totdeauna prin o constanti. Se mai poate vedea
usor ci semisuma a dous solutii esle totdeaung 0 solulie. Dacy deci P(n)
este o solutie a uneia din problemele I, II, TI" sau III, toate solufiile
acestei probleme sunt cuprinse in formulg P(n) +, unde este o con-
stanta aparfinind unui anumit interval, In cazy] problemei III inter-
valul. de variatie a Juji este, evident, toaty axa reald. Proprietitile
acestea vor fi Precizate mai jos,

7. -0 observalie se ridica, In mod firese, Si'anume daci nu cumva
‘problemele I, IT, I, TIT devin maj generale dacy consiringem pe 7 si ia
mumai valorj nenegative sau numaj valori negative, Réspunsul este ne-

i g st uatn
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D

rmeazi. Este clar dea-
nsi ii eazi. Este clar

cu i di sideratiile care u : : g
oativ, dupd cum rezultd din co derailile ca o

g cd lema 1 subsistd si dacd ne limitdm numai la valorile nen
semenea ci

i 1 in.
gative san numai la valorile negalive ale lu

§ '1-
8 I Nn acest § B 4" ﬂhllE‘ﬂl& III. Dll]. I‘BZU“
cunos J

1 Aoy oney Om SU

. P Nt ca numerele CEJ, s oo ey a'

5 aiba o solufie este necesar S1 suficie i g Sstol

: el ] dlv §tl EIIDU‘VLS pl'ime intre ele. Vom da tl)tl1§l demonstrs lla ac e
fie doud cate a P

LR e o
i iei trebue s fie ¢
: necesitatea condit el : b
S ece, pe de o parle, L Ou( N ndtor
el '(Eleecl}'lat[&ec]:l’epcle alta parte, demonsiratia 5ufrlg;zd}3 RS By
ai 1 C | ke ] '
ey i?ﬂec\;irerl,ﬁontru caleulul polinomului R(n), p
procedeu direcl pentr i
s i mnditiei ici ne vom baza pe
sil J’IF 1 m ocupa intdi de necesitatea C(_}llll.llt.l?lt.. ﬁ}i; %) I oasurie
g Vorllerea in fractii simple a funciiei 1:1{.}__.10 ale ;
ﬁ',esfo;glaljiom da mai jos si demonstra,'tud dlf'eg E.SP ey
Ve i aci :
7 >4, afari numai
Vom presupune m > 1,

i tunctiei I ridacini ale
9 Toate rddicinile numitorului functiei F(7 ) sun

”]lll(ll[ 8 ‘”il I lI l“] |i|3 mMulirplil 1“ Ao e D ) 2 3 [ o
itatii -)‘ s 1 [l. C kl g . [ /\‘;BH] atunc

Il ; J.t C 1( I Iflda.cllld [ ES'Lb [le 01 d[n m d'(’ ]ﬂ]l”.l []llbl ale, &

1 pa rLcula -., L b

descompunerea in fraclii simple
< T (e, 2)
(11) F(Z‘):Zf%‘ =
; =15 (1 :
adacini iferite ¢, cel pufin de
insumarea > se refera la toate ridacinile diferite ¢, cel p l
e 11S Lt e 1 .‘le
Ly d l(t)'p!icitate ale numitorului fractiei ¥({). Constanie
ordinul ¢ de mulli ;

I el ST‘]EI I(Jﬂle 1’8? t,j m r ? ( fI‘ﬂCf.lﬂ.
3 - Le df? .,6’?'0, |dllpa Cl ; s o
esie 1 h l p

i functii rationale esteuunicé.
lmBIDin (2) ;1 (11) rezulta ci

m n_l_.__l
unde i : A
. — P (e:4)e? 4=1,2,
(13) Ci(n) (!Z)‘

penfru orice n nenegaliv. ]
Penfru preseurtare vom pune .

3= a, a'l2 LT T
" an'=n" od §) pentru toate ra
ci e =¢" daci n'=n (m ’” n! =n” (Imf)d a)r
Dﬁver(];:%?nilr;dlugem atunei C; (n) ='q' (“ ) p(lantfu
i — e T g '

(14)

[t]
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Sirurile dubly infinite .
Ci(n
{Ci( )i ...,C,-(_—I), Ci (0), C:(1),.

?.:1,2,....'”’1
sunt deci periodice ey i
pe * CU perroada comung § 2
; numh‘l p&rtlcul%r Numerele C;(n), n =@ +)i 52 :
al un numdr finit de valori distinct?e_- R e i

10. — Vom demonsira acum

LEMA 2, — pey
4 . eniry ca P?‘Oblt?"' n LAy
pentru fiecare i — ma UL sa aibi o sotupie o :

%8, ..., m numerel Ci(n) sd ia o si?’lyfuﬁ??{f(gff -
a0 singurd valoare.

p g e ca r.'l 0 i d I]I e 0 SOl 16 dﬂ ca (}I“il a
nu Gstﬂ S('lh nl 1 U tl‘l. .] 1e ﬂt“ neia r cea m ‘ |

numerele (. : d ai mare valoap i

Fi e G;(n) iau cel putin doux valori diferite. A & lui i pentru care
o erite. Avem atunei 2 < r < o

(15) st

Cr(a) 2 Cr(B).
este o solufie a problemei III, avem in particular
|B(a+ ns) — N{a +ns) | <K,

Dacd R(n)

pentru orice pn intreg.
Insg

N (a-+ ns) = j‘c,-(a)(“ﬂﬁiq)
=1 Y=

asle I i i
un pOl]]’]OlIl n n s ELLHH‘CI, pe baza leimej 1 avem
H

. Ra +ns) = N(a +ns) 4 X,
oricare ar fi n, ) fiind
Rezulli atunci ci

<= Seprtis o

In mod analog deducem

0 constants.

(16)

17 m _
() R(W)EZCf(ﬁ)("ﬂ_‘) +N
A" fiind o constanty, =1 i~1 )

Din /16), (17) deducem

= C,- oY Lot ; : r
2 [Ci#) Ci(B)] (7 +i- 1):§[C:(1)~C;

pentru orice g

fﬁ)] ("=

2 In loe de & Se poate 1 nLm.m ¢, gl numerelor G ...
) poate fua e, + s & G,
» )

ey .

A T T TR, e
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Acest luern este insii imposibil cici, pe baza lur (15), membrul intai
este un polinom in n de grad efecliv r—1 = 1.

11. — Vom demonslra acum

LEMA 3. — Peniru ca problema 111 sd aibd o solufie esle necesar ci
numitorul [racfiei (2) sd nu aibd nici o raddcindg mullipld diferita de 1.

S# presupunem contrarul. Exisld atunci cel putin doud ridicini cel
putin duble §i avem

Cy (m) =T (1;2)+ D I'(e;2)e"
©)

el
pentru orice n, deoarece una din ridicinile ¢ este egala cu 1.
P
Dar, dacid ¢ = 1, avem E g” = 0, deci

n=u

-1

ZC, (n)=38T(1;2).

n=u

Insii, pe baza lemei 2, numerele C,(n) sunf toale egale si rezultd
atunci G,(n) = (1;2) arvicare ar fi n. Deducem de aici ca

ZF(E;'Z)E":O, e i B
0 ;

ceea ce alrage dupa sine, pe baza unei proprielatli bine cunoscufe a siste-
melor de ecualii liniare, ci I'(¢;2) = 0 pentru toate riadéicinile ¢ = 1.
Acesl lucru este insd, pe baza unei observalii dela Nr. 9, imposibil. Cu
aceasla lema 3 esfe demonsirati.

12. — Necesitatea conditiel urmarite este acum demonstrata deoarece
faptul cit numitornl fractiei F(g) nu are nici o ridicind multipld dife-
vitd de 1 este echivalent cu faptul ci coeficientii a,, a,,...,a, sunl doi
cile doi primi intre ei.

Trebue observat ci suficienta conditiei rezultd din cele ce preced.
Dacd numerele a,, a,. ... ,a,sunl doud cile donii prime infre ele formula
(12) se reduce la

N ST1 (154 (i
(18) N(n)—gl (l.z)( o )+C,(n)
3i se poate lua
. E gy (nti—1
R(n)ﬁigl (I ,z)( e )
In definitiv avem deci
TEOREMA 1. — Condifia necesard gi suficientd ca problema 1 sa
aibd o solufie este ca numerele a, a,. . . .. Ay 84 fie dowd cdte doud prime
intre ele.
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3

Un rationament analog cu cel dela Nr, 11 Tacut
aici lui C,(n), ne araty cy numerele C,(n), n — 0,+1,+2,
loate egale intre ele decat daci 1 este s
fractiei (2). Acest lucru este echivalent cu
sunt toate egale cu 4,

In cele ce urmeazid vom da o demonstralie direc
difiei.

Singura riadicing g numilorului
faptul ci numerele Gy @y sy O

td suficienfei con-

§ 2

13. — Deoarece vom Tolosi funetiuni de variabila n relativ |g ecualii

(1) cu m si m—1 necunoscufe, vom intrebuinta nota liile prescurtate in
sensul explicat la Nr, 4. Astfel,

Nm (ﬂ) = N(n;al) a‘g) pECEG) ,!a'fl‘l)) Nl’??‘l (n) == N(ﬂ’;a'l) ag) oo

£y am—l )
precum si alte notatii analoage care ge infeleg dela sine,
Vom demonstra intaj
LEMA 4. — Avem formulg
k
(19) Nn; (n I kam) o Nm (i’l) = 2 Nm—-l (TL e iam)
=]
oricare ar fi numdrul natural k, numdry] intreg n gi numdrul naturel
m > 1,

Demonsiratia se face numdriand solufiile ecuatiei (1) intr'un mod
bine determinat, Vom distinge {rei cazuri-

1°. 0 > n. Atunci solufiile in numere inlregi nenegative ale ecuafiei

(20) Mot G, A ool U 2m = n + ka,,

sunt de doud feluri. Unele se oblin din solutiile in numere intregi nene-
gative ale ecuafiei

(1) B L T, e +anx, =n,

adunand k la Zp. Celelalte sunt solutii in care Zy <k. Formula (19) se
obfine dand lui z, in (20) succesiv valorile 0, 1, e o )

2. — ka,<n<0, In acesl caz exisld un numsp natural k' <k
astfel ca

—ka,<n< __ F—Da,-
Solutiile in numere intregi nenegative ale ecuatiei (20) se obfin dand lui
Tm SUCCesiv valorile LN [y e 7 si rezulti cg

A7 k
(22) No(® + kan) = SN, (n -+ ia,),
=K

Deasemenea, orjce solufie in numere intregi negative o ecuafiei (21) se
obfine dand luj succesiv valorile —, —2,... & +1 si rezulti ci

asupra lui C,(n), aplicat
.. nu pot fi

ASUPRA UNEI PROBLEME DE PARTITIE A NUMERELOR

Kl
(_ 1 )m-—l Nm (n) — (___1) m—ZZ Nm—-l (n 1 "’am)

=]
sal s |
23) —Nn (1) = Z Np—1 (0 + iay) .

=1 i " .
| ind membru cu membru egalititile (22), (23) deducem for
Adunéan - 3

e 0 evident Ny (n) = 0,

{ azu = ( e i an aven
e th u ] 1V

I ie 1 e inlregi negative
- < ka,. In acesl caz orice SOl.l_]!.IeAln DLIDJ)BlB 111111-e§ uega.l.ive
b ﬁ?i)‘ gla-u se obline din solufiile in nunll_r_.rem c'a,r‘z Dogalive
k di g solutie in 8 T = —Kk.
pie ecuuafﬁiaeil(éO) scizind pe k din z, sau esl.eoo bOll-ljk lcared
111)131165 in (21) lui z,, succesiv valorile —1, —2... ., —F, d

K
Y ) = (—1)m=2 Np—y (0 + iap)
(=1)"! Npy (1) — (—1) "~ Nn(1 + k) = (—1] Z
care revine ot la formula (19).

. este complet demonstrala. _
Egii';lpe;ﬂ(:icularg importante ale formulei (19) sunt

(24) Np (n + ”m) — Np(n) = Ny (2 + ap)
care se obftine ludnd k = 1 si "
S !
= Nm—1 (0 +iay)
(25) Ni (7 + 8) — Np(n) % net (M Fid
unde 4 este definit de (14) si |
(26) =waiay .- -Am—iy O =10,

i & e
| urmeazi vom continua si intrebuin{im notafiile prescuria
In cele ce x
(14) si (26).

14, — Putem acum demonstra

s s e LI
f doud cdle doud pri
LEMA 5. — Daca numerele a,, a,,. .. 0, suni

inire ele avem, peniru orice n inlreq
(27) Na(n) = Rp (?’L) + Gy (n)a

. 2 l 1 Fy )

i ; eStB un pOlHu)ﬂL ll!e g! ad.u . m— w‘ n

!.fnde ]?,m)(n) (R-(ﬂ.,a.l, aaz’ O ;)fl;[) ‘ ‘ ) i‘i' i I ft‘ %t (n) }
1ar Gm n) =G ﬂ.,al, a’g’ B ormeaza, U ] {

periodic de perioadd 6.

mula (25). : e .
o Ohseg'vﬁ)m intai cd, in condiliile lemei, avem

(28) 2 G (1) = ) Gu(n) = Hp (0, 04y 85
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unde % se extinde Jg un sigtem de § valorj ale lui n formand un sistem
complel de resfurj (mod §). Suma (28) este independenti de pn,

Sd presupunem acum Ci proprictatea esfe adevirati in cazu] ecua-
fillor (1) cu m—1 necunoscule i si ardtim cg va fi adevirati si in cazul
ecualiilor (1) cu m hecunoscute. Avem atuncj
(29.} Nm—l‘(n) = Rm-ul (‘)2) ‘i“ Gm—-[ (”’)l
cei doi lermeni dip membrul al doileg indeplinind condifiile leme;j.

Exisld insi un polinom R,,(n) de gradul m-—1 astfel ca sy avem

a
(80)  Rp(n + ) — R, (n) = DRy (n @n) + Hy_ (a,,a,,. .

i=1

Tinadnd seami de (25) si (29) deducem

=3 am—l)

N, (n + d) — N, (n) = R, (n 4 —R, (n).
Punind atuneij
(31)

Gn(n) = N, (n) — R, (n)
proprielatea esle demonsirati.

In fine, pentru m — 1 lema este adeviirats, Peniru a vedea acest
lucru e destul si lugm R(n;a,) = 0 $i vom avea atuncj G(n;a,) = 1 sau
(0 dupéd cum a, divide Pe n sau nu divide pe n,

In cursul demonsirafiei faptul ci num
cdte doud prime intre ele intervine
suma ¥*(3,_(n) se extinde aiei 1
lui n, valori care forme
numerele q,,,

erele a,, a,, .. . Sy sunt doud
prin aplicarea formulej (28). Si anume
a valorile n + ia,,, § — 152 ... 8 ale
Aza un sistem complet de resturi (mod &) cilei

a, @, . .. a4, ;sunt prime intre ele. De altfe faptul cd nu-
merele Ay, @y, . .., @y sunt doud cate doudi prime intre ele este echivalenl
cu faptul ei numerele @i, @& @,...« , sunt prime intre ele, oricare
ar fi 1=23 . ety T,

Cu aceasla suficienta condifiei leoremei 1 egfe demonstrali.

15. — Si presupunem deci cj humerele @,, a,, . . . , @, sunt douj cite
doud prime intre ele, In formula (27) polinomul R, (n) nu este determinal
decat afardi de o conslanty aditivd oarecare, Consideratiile noastre din §§
urméiloare nu sunt influentate de aceasti nedeterminare a termenilor

m(n) $i G,(n), insi fa tul cd dispunem de aceastii nedeterminare sim
(1) m{n), p
plificd in anumite cazuri expunerea,

Pentru a aprecia structura lui N, (n) si mai ales peniru a caleula
pe B, (n) este ulil si fixiim convenabi] constanta adilivd din acest termen
Pentru aceasta vom »normaliza polinomul R (n) prin conditia
(32) Rn(0) = R(0;a,,a,,... a,) - 0, (m=1).

Prin aceasts conditie polinomul R

im(N), deci si termenul periodic
Gm(n) din formula (27) suni complet determinati. Dacd m > 1, polinomul

¥ YD) D
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G (n) este de formas3)

m—|

I e,
Rm (n) = —5— 2 A$ }??J'
=1

. L L
B AP — BTGt W)y ] =

sunt niste coeficien{i independenli de n.
O el unt doud cdle doud prime
LEMA 6. — Dacd numerele Oy Ugs . - 5 O Su ’3 b
le, coeficientii polinomuluy R.(n), presupu i e
i(gg)g f;re,cum i Gp (1) sunit funcfii simelrice de a, @, ..., 0y
s =g )
' o~ i i t idenl destul sd
G c; lﬁfiveste coeficienlii polinomului R.,(n) este eV]dent il
- - AiAM™ j =1,2,..., m—1 sunt simetrici. DGHIOI’]S.IE; ) =
3 = ] e - : = ; < & ]
denlionsetirzgn;g(obéér;zafia cd N, (n) esie simetric in raport cua,a,,...,
aze {
¥ Din (27) deducem, pentru un n dat,
m—1
) 1 1=0,1,...,m—1.
(33) O Nm(nt+i8)= Affm)('f?-‘i'ﬁ 3) +38Gn(n), 1=0,1,
m(n E
: £
i ii liniare cu m necu-
Aceste relatii formeazi un sistem de m Ec'llaiil-l. lmm;e. i e o
Alm m A, G (n). Toli coeficientii aces gz}lvarea el
E LR i1 — ! 4 .
nosclfitie Sil‘netn“.zce’de t’ll.ﬂ;.,. censGm §l leima ‘bﬂlegultat prg;g:mulm Gl
f?l?l(iu Este de altfel usor de vizut cid determinantu
I . B |
s e a & 32), funclia
S lu-ne la formula (28) vedem ci, 'dac(l_auvem (32), f i
e ) este deasemenea o funclie simelricd de a”alz'}“i’dilri
Foreichuts ro ' : 1 v mai jos, si diree
];lxn((etgls’L?mpr‘op’r'ieTabe rezulld, dupid cum vom vedea mai jos, §
ceasli
x5 : (m) .
imetria coeficien{ilor A;™. ) L P ) : R (b
Slmegilsate?nul (33) permirte sd, calculam Um?ﬁme?g}éhj%?éllgog;respun;;(itoare
i P il sd scriem e Ccore zatoa
funclie de numerele N,,,(n)._ Inutil sa : i costicion; e ajutorul
deoarece nu vor [i folosite aici. Vom CalCli ﬂ.ﬁl(}iﬁ?im SRl
i i insi este necesar si stab 2
formulei (30). Inainte i
zale mai jos.

§ 3.
16. — Numerele lui Bernoulli sunl definite de relaliile de recu-
renla [5]

1B, = —=2,3,...
(34) B.;]:‘,Z (V) By,=B: s y
v=u
. E implifica nerea, dupa cum
3) Punerea ih evidenti a factorulni— = —simplifici expu .

5 ﬂla2‘-'am
vom vedea mai jos,

2 — Studii gi Cercetiiri




Se stie cd toate numer
Mai precis

B4I’—2>Ol BJ.:'<Or V‘:.],?,.._
Galculand diferenfa

S=1

By L By
2\1!(.?-—‘21_1 _82 vl(s—}-l‘:—_‘a_l,séz

V=0 r=()

§i lindnd seamy de (35) deducem

1 S (v—1)B B 5
36 e Tl ==ty g=73
(84) (s+1)1 :gvl(s+l—-vl! sl e

Vom mai avea nevoe gi de evaluares sumelor
o
By. By
k’—-—\—l, §=0, I, .
y={) hv (S—V)

§i anume vom demonstrg oy

i =

dm ci, dacj finem seamy de (35) si dacs presu-
Punem s > 0, dedycem

B, B, B, Sp [ B
l.¢——_. — e P _,u_ lad e
g{]' vl (s—v)1~ 51 e v[[ﬂ:ZH M'

33|

v=0 T’T - (7_"‘T)T(‘:'FI:E_II

1T s=1,2, ..

tie ) NUmel _ alli cu indjej imparj gi > ¢
sunt nuli, iar cej ¢y Indici pari gi > sunf, ivi gi

18 TIBERIU POPOVICIY 12
De aici deducem 8i
B B
35 By=1, Z—_ VT e e S
3 LT e Ao =La
Aceste formule permit si caleulim Succesiv numerelo B, . Obtinem
astfe]
By=1, B, xe_ Jf,B,—%-l‘,B :_i,B EL,B v
LR 30T agt Ba==

?f——

4 = < n ]g
ASUPRA UNEI PRCBLEME DE PARTITIE A NUMERELO
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in i ie completi, Este destul sa

reaza prin inductie completd. Esfe Al sk

a (37) se demonstreaza pri t | i

O~ aci pentru s = 0,4 formulele se verific ] ime.

supunem § > 1, céci p osle adevirald pentru Ly, I, ..., Iy, :

o Gt “t " I;. Acest lucru rezulti din for

e Pti”ei Jmi ea va fi adevirata si pentru I;. Aces

4 aratam ca ed :
?gula (38), observand ca

S==

| B —j1)B;
s—1 . ] | iE ,B'r_l + (__
Z(s—;{i— D1~ (s+1)1 Z(s—j—lﬂ)ll(g-—-l)l gl

si {inand seamd de formulele (35), (36).

17 Sa consideram acum polinoamele in ¢
8 Bv 1 = l, .
=@y (6) = D % s=0,

: St adiea
- = . * 5 in pollnoml]l L
= ; neficientul lui ¢ = i 1% In
opunem si calculim c ; nful lui ¢
N‘e P}Oplucoef (I)'?*I'I convenind a nota cu COBfk(_D COBflC]e
numiru Bl By,

inomul @ de {. L e wis i le
pmui"(-)entrn aceasta si considerdm gi polinoame

S 1.
E‘ngS(E)ZZﬁ’ s=0

y=u

Dacé observiam cid B, — -—-lz si dacd finem seami de formulele (34
(ﬂs‘;‘;m P;Es =1+ D (mod ¢5+1)
B ot e
Dar : e (mod t5+1)
?li()d)educem coef, PiT' = — coef,_, d5_, + coei:s Gt ER. &
Tinédnd seamd de formulele (37) deducem (®; eslte derivata lui &)
r 1 Oy = Dy (1—i— D) (mod ¢+1)
lar dacd (inem seama si de (35),
fd,—, = —DiIE (mod +1)

de unde LD _ @ = _@tHE, (mod ¢+1).
s s it
Avem prin urmare

£ e s+1 E:s
coefs [t D DI~ — @f] = —coef, D}
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Dar membry] intdi este nul cfej § Dy di ogte derivata polinomuluij
@S Deducem prin urmare din (40)

coef . 2Ft o coef,_; S,
De unde, in definitiv,

(41) coefy byt = (_gys . _ 04....

18. — Si notim cu Lo Yoot ke funcfia simetricg 3 ol ut.., 0%
relativ 1a variabilela Qs Qyy ... 8. Avem dec
(45) [T[r'f_:s-;"fj]m;:xrih&'g ]..f

Alei exponentij T2Y2,...,;8unl niste numere naturale (j < m) si
putem, pentru fixarea notatiilor, sj presupunem fotdeaung Y= =

=...=v,

In cazul cand ny este nici 0 ambiguitate asupra variabilelor ale cirop
funelii simelrice vin in considerare, putem nota maj simplu cu
| e »¥i\ functia i ey s ilm , Suprimand indicele m,

Sd considerim funclia simetriej

(43) 957 (1y 00, ) =
_ﬁ.%_“.&_ﬂz _Pis_ns[ll 1,2 2 A :
—< \ir) (o) () AL T 8 s
© ; o, oy os
unde insumareg %‘ se referd la toate solufiile in numere intregi nenega-
tive g, Ugs-.., &, ale ecualiei @, + 2o, + .., + sa;=s. Avem evident

$i o, 4 +...+a, =< m. In particular

()
. , %o (lsazr---vam)= ’
oricare ar fi i,

De altfe] in consideratiile noastre ny vor interveni decat funcfiile (43)

Funeclia (43) este un polinom simetpie $i omogen de gradul s in
U @y, . .., Oy, Avem formulg imediaty

: S B' o
(44) ch_rr)(al 103,.,., ffm) = ‘v% afl;! qb.(»-lp” (ﬂ, 125444, am—l)

=)
Dacd nu este ambignitate asupra variabilelor ale c#ipop funclii sime-
trice se considerd, putem nolg mai scurl cu g, funciia W (a,@a,... a 1)
Putem atunci serie

(45) %—;g(%)al(%)%...(f—:)us[l,_!_,..;,_l 222ty ]

L S—— N
tx, -12 4%

(‘PO:])

21

IS 37 I PROBLEN )JE PAR MERELOIR
\SUPKA UNE!I PROBLEME TIE A NUM ELC
¥, INLL

jhe]

! p - ] CPQ- 8 aza ec

ce B,

Deoare 1 . :
Fs nu figul'[ aza efecliv decat termeni In care

mn 2 avem

L i1 in
decat termeni o
dacd s este 1Pz e T

] stiilor (45) rezulti o reguld practica, ;
1 >[())in Stl'UCh[g‘&b]fugglLlltlﬁglfc(';;j)l)a;;a funcliilor s din funcliile precedente

S i suma
er : 3\ = i —1, ludm numai s
B Beninu acoasta, dlin ¢ (U'_T' : %é(fﬁt numere > s—i. Com-
2 s AR ”“%ﬂcl{-n‘e parantezele [ ] nu confin ze si inmultim rezultatul cu
e 1or n oore, fiecare din aceste paranteze si g .
plectim cu un s—t : s tioular of— :[S]. e hThE
: io" . In particu N
Bs—i_. Obtinem astfel o sumi @ ] s

y s—1

(S =1 Py = 2 q);k F

1=
- a y 3 € .l
m i ¥ =0 daca i este par 3
; : g m evident g L 1 " o
< s esle impar aver _ ) i :
Dac; IaCUTILS:ul e —JO S ]mPa[r] $£n<ngm tlo(fa te numerele si
o cu o paranlezi in care toale
jigureazi nici un termen c )
ke le impar avem deci
i —i, Daci s esle imp
fie = s -
Ps —Ps—-1 » : ;
= i impar s1 < §—
i ¥ =0 pentru i impar
a ar evident ¢f =0 pe =
Daca s este par avem ? s e o Sy
menea avem ¢ = 0 penlru i par si < — ; i
easeme i 5 : P e
X ntezi, [] In care si avem numal nume
i ici ara
in ¢; nici 0 p

eazul lui s par avem deci
3
=

2

® ok
e P2; + Ps—1 -
s =G0 + Z‘
= l%ll 41

. . . » --l .
I 0 j S[:Ul !Bguh []11 em 0 SL[ 111 SUCCES ur CP\
ail ace v t con u sucees1v I ]Gt]] e
f ﬂu.,St u 3L p4 ru g
Dd“l 18.1 08 cesie I 10 C It S 9

p=1, a—=—2l1 e=15@+3[L1,

3 ==

— L ([42] + 8 [14.4]),
24

L (4] +5 [22) 4+ 15 [L,1,2] + 45 [14,04]),
e

1, 5 (1A14,1]),
L [M4] +5[1,22] +15 [14,1,2] +45 |

ST 561 iy B

P 35 [2,2,2] 4 105 [1,1,2.2)] +
1 (26] —7 [24] —21 [1,1,4] + 35 [22,2] + 105 |
=T L8315 (1 A4,0,2] + 945 [1,,1,1,1,1]),
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P = o1 @ I T8 2 oty o o [1,222] +

405 [1.44.2,2] + 815 (104,04, 2] + 045 [14,4,4,1,11]),
B ml_l(Ha [8] +7 [44] + 10 [2,6] — 35 [224] + 30 [1,4,6)
TAT5 [2220] 105 11,194 g5 MAA,1,4]
525 [11,2.22] + 1575 [1,141,29) 1

i

+ 4725 [144,0,10,2] 1 14955 [1A14,4,4,1,0,4]),
o 2_1%{}_,(—-3 (L8] +7 (1441 4+ 10 126) _ 35 [1,2.2,4] +
' + 30 [1,4,4,6] + 175 [1,22,2,2] — 105 [1,1,1,24) _

— 3815 [1,4,14,14] + 525 [11,1,222] +
4575 [1,4,0,11,29] 4 4705 [1,444,1,14.2] +
+ 1475 [1,140401.4.1),

Cu ajutorul formulej
ajulorul funcfiilor simetpic
Daci facem a4 =a, =

(42) toate baranteze
¢ ale variahilelor (
2o =&p = 1, avem

le [] se Pot exprima ey
& care depind functiile @s.

. m |
SR L2200 2y iy Bie i e S S G ey,
e R S—— i '5(2 it Jt.‘.f(.n“—-txl —0ty— .., _ﬂcg_s)[
CCI tx2 “.&'

8i deducem
M1, ... 3 1) =

—5 Bl %1 B2 Os Bs)a_g ml m
*% (1 1 (zi) (: “ Lol T (m—z —ty— ... —ay)] 006l &

Tindnd seamy e (41) avem decj -
(46) Fmss (4, d) = (—q) mor ym=12
formuld care vy fi utilizali maj Jjos.

§ 4.

19. — S& revenim la caleulu] coeficientilop polinomulyj R, (n).

Prin o simpli identificare sp poate stabili, pe baza formulelop (34),
identifaten urmiloaret)

4). Avem

i=v
gitl—y (T —@p)iH1=v — (—1)i=vr—u <j+l—-v ahg)Hl—v—n
m g @ @& m

$i membrul ) doilea a} formulei ge 8crie

23
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17 _
IJ+1—V—-(3:—-am)'+|_v

e D R R

v=u

' ' 2 ...,8 si adunand
d lui z succesiv valorile n 4 ia,, i =1,2,...,8
pDand lui ‘
membru cu membru deducem

i n_}_s);iﬂl—l’_—ﬂj‘l‘t_j

i " N (
j‘(’%'l'mm)jzz:(_l)v (?#) By o) g l=y

im prescurlarea (26).
m prescurtarea ( L
undepigé?ls[lunfijnd m > 2, deducem de aici

v

a
m—2

Fian) =5 > AT in X (n-tiany] =
ZRm—l ('ﬂ i S ) n

I

1=y f1—v m—2 r Lo
= ! j (n+3) 12— ] (-1)'Byak AC™D+
S [S (et S
J=l : m—lu;IU jm-—f"‘j ) Bu i (+V 1)]A(ri—])l] [(ﬂ+8)f—nll_
i Th (=1 gan(+v— v —
i3 g,;i lg v
Avem apoi 3 |
o | (" [(n+8) —w/]
Rm (”ﬁ}‘s)"Rm(”)‘:_rSf AJ [(”"l )

e =8V —
I ; lor [n-8)
IdentificAnd in identitalea (27) coeficientii polinoamelor (

4 1 i liniar independent,
formeaza un sistem
=20, an—1, eare
—nN = ] ]
avem Py S
: A=) + Hpi(ay, @;, .- . G
| Alm) — (—1) B, a!, A",
(47) g;
" =), §=23,...,m—1.
1 (=B oy (jy—1)1 A=),
) A= ST B -
=y

Daci m = 2 formula (30) se reduce la

y =Y 1o 3+T:mv) P aj'*"”‘“} —
Ly i\ B v—I{ 5 A m
st () mes [ S |
2 j’l“ l—V( ) v vV %m =) T . i 3
_#2:;;] (j+1—p)l =y :

N5 7l+1__f"‘) B, este egald cu 1 resp, cu 0 dupé
deoarece, pe baza formulei (34), suma 2( " 3
' v=u

cnm [ =j Tesp. l"-<j-
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R,(n + @y ay) — R,(n) = H,(a,)
iar formulele (47), (48) se redue la singura formu]y
(49) A@ — H (a,).

Se poale vedea acum ca simetria Iy H (a,,az,...,u,n_,) rezultd

din aceea g coeficien{ilor A}m). Intr'adevir dip (47) se deduce
(SOJ H.'n-ml (al) a2! L Ja’m—l) = A‘(m) (a‘i’ a’z) tee by, 0)
20. — Rezultatul final al caleylyj coeficientilor A}"ﬂ $i a functiei

Has (a,, oy vvoy By )se enun(i astfe]
TEOREMA 2, __ Functiile Ajm’), it (8 oM—1 deaq,aq,.

Sunt polinoame Simelrice §t Omogene gradele respective m—1—j,
T=42 . M—1, Deasemeneq, H.,_, (&, Qoo y_y) este un polinom
simelric g omogen de grady] m—2. Avem

x ol

— 1 )n—1—f
(51) A}v)(al, Qs oo, Q) = (_jll_ﬁ ‘fgl;_j (@, a,, ... )
F=1,9 oy M —1
(52) ”—m—-l (av gy e v vy Apy) = (__1) ”"zqfﬁ':-g” (CE], LT W)

Demonsh-aﬁa se face prin inductie completd bazindyu-ne

de recurenfd (47), (48). Pentru aceasta observim intai cg
(53) H,,,(i,l,...,i} =1, m=1p2

[ TR

pe formulele

Ini..r’adevﬁ.r, in acest caz din (28) rezulty
(54) Gy, (0) =1, (Aot oo 1)

Insi N, (0) = 1; R.(0) =0 si din (R7) rezullg deci cg Gr(0) = 1.
Tindnd seami de (54) deducem formula (53),

Din formula (49) deducem ¢ H,(a,) esle independent de @, cici
lrebue s§ fie o funetie simefricy de a, si g, H,(a,) se reduce deci la o

conslants care, pe baza formulej (93), este egald cu 1, Avem

AP (@, 0,) =1, H (a,) =1,

Aceasta Insemneazyi cf formulele (51), (52)
-Sa Presupunem cj formulele sunt adevirate pentru A¢n-1) =1

J
1 M—2 (m > 2) $i s ardtim cj ole vor Ii adevirate si pentru A}’“)

) =1,2, Al Wgme i RIS o Qys v, @py).
Prin ipotezj avem

sunt verificale pentru

( —i )rn-«Z—-j

20, Uy ) = ﬁ__j'ifl- gl (@, TR a,_;)

(7i~—1)
Aj ((.I, ) @, m—2—j

PR :LOR 95
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‘ i i i ’ le
: J medial ¢a Ifmmul(}
infind seama de formulele (4;), (48)ﬁdec11u(§§ﬂmgne s
Tind : e gg ) = i B , stabilin
A ntl"Ll,— 3 Byiree ey " 4 : le [ . =
1) gt Ve)lmcaltreu pje_ 1 {’om stabili aceasta formuld deodali
a (b1) pent —
formula (
2)
mula (52). oh
; 51 de urmatoarea
1 Pentru aceasta ne vom folosi deU1DJ)dL;[(€l]Jfﬂ.zaﬂ.nd o
L V T [1 i (x M o ) —1/, el
. funcfia » Xy ! S e
B ey T 1, esle o funclie simetricd ({e
; o o el ¢ reduce la o constantii.
e miabi!p a s, , alunci ea se 1 ) L el
P le T, Ty ey et b 7
cele m va >oi tunetia ¥ (%, %y, 4 oo T sim £ e
i eslie Cla!.aﬁ?lgur r Z (,1:.;'” - Deducem apoi, din celela
1—A1 vari S Ky L
cu cele m

ditii de simelrie

e
x(.‘L‘i 11‘-’,‘...3:’"_1):1(‘1'1 y L2y ey Byp—2

gi ficand aici z, = @,

o 2 4 (45 ]
(55) v X («'1711 Loyenn, it',,,_i) = (1‘1’ Ty oo ¥us )

: aabilelefa s
iind una din valorile pe care le pot lua vz;nilill)me ? Ty T T |
g [iind una (55) ne aratd ca funclia ¥ nu depinc e
L Repetand ralionamentul se gésesle ¢
T 5. B ] |
2

le m—=2

piabile z,,x,,... . ; .
V&se reducei la o conslanta’). Avem deci
; '7'7":4—1) Z'X(a‘aa)---)a’)'

{56} .X(J:l)'TQ,-- pe baza formulei [/L”_'{),

o g a ca
Revenind la problema noaslrd observim cd,
avem

n—1)( I el
m—2 v(&ul)_q'(i ‘Jr)\a’l’ai’ et 1)}

2 (_ )"Bu O‘-',‘,,‘ As,iikl}:( — 1] )m*’d[q’ffziz (al 1 3y e s =k
=

Formula (47) ne di deci

"= 4 AP P
) — (—1)" 240 (ay, @,
AP (@, 8y, ..., @, ) — (—1)" s, 0)* R Gr(B,, 6yy1 5 Baet)
= Hu —1 (a'p a-p DN | L“'m-~|) - (r“ ,.-,?_2 .
i ai de variabilele a,,a,,..., =1
\ici membrul al doilea depinde tIll_.lelfJ[.jb e e B o
: intéi ie simetricd de a,, a,,..., o ines
iar membrul intai esle ObfL'mCl[BeSuG la o aceeasi p,onstan[‘,_]_l}“b% tpen[;u]q
| : = 514 60 i 4 cl for a
cd ambii membri s A e
7 vedeﬁﬂr (46), (53), aceasta constanta e‘-)ste ei?lgdpvémte,
fgli‘?l]ljlenlru il Ly precum si formula (52) suni ade

- T : ceosiv
2). Astfel: Din (55) se ddduce su a, @)
: a;) = x (%1, Ty .. . ’ 5;31—3 Lipd
X(:r:l,fn‘:z. = "xm—'_’, a, @)
a,a) = Y (@, %9, T, 4,00,
X (371, T2y coey mm'—-a o s g

X (z,a,a,...,0) = Y (g,a,...

de unde formula (56).
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Cu aceasta teorema 2 este complet demonsirati.

22. — Formulele (51) permit si calculim explicit polinomul R, (n).
Avem

m—1
(_,])m-l (__T) )
(57) R (’l'?) == _;3___ g_JT_ Pin—1—y 1/
unde este clar care sunt variabilele de care depind funcliile $Pm—1~;. Cut aju-
torul tabloului de valori date la Nr. 18 se pot forma explicit polinoamele
R (n) pentru m — 2,3,4,5,6,’7,8,9,10,11

§ 5.

238. — Nie ecualia (1), la care se vor referi notaliile prescurtate.
Vom presupune ci Dumerele a, s ...,@, sunt doui cite douj prime
Intre ele. Si reluim formula (27) si sy punem

M =M (a,, Ay e-.5a,) =sup G(n), M” — M~ (@, a,,... sy ) = inf (i(n)
1) (n)

sup si inf referindu-se la toate valorile infregi ale luj . Pe baza perio-

dicitatii siruluj {G(n) ! avem atunci

o

M = max G(n) = max G(n), M” — min G(n) = min G(n)

(n) n=0,1,,..,8—1 (n) n=0,1,...,5—1

3
max si min referindu-se la un sistem de & valori ale lui n forméand un
sistem complel de resturi (mod §),

Avem
LEMA 8. — Avem inegalitateq
(58) M — M >
unde egalitalea are loc dacd si numai dacg &G =a, =...= q, — 1.

Inegalilatea (58) esle o consecin(d a definiliei 2nmximului $i mini-
mului. Riméane sj demonstrim proprietatea relativi la egalitate,

Condilia este evident suficientd, ciici daci ea e indepliniti, avem
d = 1 si foate numerele Gn), n = 0, + 1, & 2., sunt egale,

Gondifia este necesars. Inir'adevir, dip (18) rezults gi

G(n) — 21‘ (158 + G,(n) .

Din M’ = M” rezulij cd numerele G(n), deci numerele Ci(n),n =0, + 1,
+ 2, ... sunt toale egale. Pe baza unej observalii ficute la Nr, 12, acest
lucru insi nu esle posibil decat daca e =@y =, . =g, —

Lema 8 este complet demonstrats.

24. — Pubem acum demonsira

TEOREMA 3, — Condifia necesarg st suficientd ca problemele I 11,
1" sd aibdg o solufie este ca si avem
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M — M” < 1.

] fram teorema penfiru p}'oblgma 1. ’ '
gﬁnﬂiﬁgnjsg necesard. Intr’adevir, fie P(n) o solutie a problemei.

Atunci

(60)

ii o constanta.
i fmﬁ?n (4) si din (27) deducem

(59)

!
G(n) < 1+_%, =S Ak

i=

oricare ar fi n. :
Insa exista valori n,, n

, ale lui n asifel ca M = Gny), M” = G(n,).
Avem deci :

1
M'<A+—é~,gM"<.—1+ >

i i -5 itdti gdsim condifia (59).

d membru cu membru aceste meuga.hta, _ Lo

églalcllllétlg. este suficientd. Inir'adeviir dacid inegalitatea (59) e verifi
catd, puteﬁn gisi un numdr ) astfel ca

I e g M
(61) MU — o < A ME s

Se verificd alunci imediat ¢i polinomul (60) verifica 1‘??5311’&3.[3& (4).

La fel se demonstreazi teorema pentru ]?l'ohlemele II,' - faat

Daci avem (59), toale solutiile problemei T sunt cuprinse gl ‘glggm,
(60) unde constanta % verifici inegalititile .(61).ADe?semelnea ac )
(99) toate solutiile problemei IT sunt cuprinse in formula

(62) Qn) = R(n) + A,
unde constanta ), verifici inegalitifile

(63) M <) <M 1

§1 loale solufiile problemei 1T’ sunt cuprinse in formula
(64) S(n) = R(n) + A,

unde constanta ), verificy inegalililile

(65) M —1<3, <M

25. — Orice numir )\ care verifici inegalititile (61) este de forma

1 Thades e
8(M'—+;—)+(1—6)(M"+~2—)-—M T o= i — M M

sau de forma
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(1—8) (N]I; _;_) ) (M” +?‘) = M'__?l +0(1—M + M

unde ¢ este un numér Poziliv subunitar oarecare,
Rezulti ci forma generald a soluliilor problemei T este (polinomul
R(n) fiind presupus normat prin condifia (32))

7

(66) Pt =Rm) + M7+ Lo 4 _pp
sau

(66) P(W) =Rim) + M — 4 614 — w4+

DT e <)

0<8<1)

La fel se vede cii forma generald a solutiilor problemei IT este

(W)MM:RM%A@+1«9JL_W+MW

0<8, <1)
sau

(67") Q(n) = R(n) + M’ + 8, 1 — M + M), <9, <1)
lar forma generalj g solutiilor problemej 17 esle

(68) S(n) = R(n) + M* — 1 + 8, (1 — M + M7, (0<0, <1)
sal

(68) S(n) = Rn) + M~ — 0, (1 — M + M”), 0<8,<1)

Se vede cd problemele TI i II” au solutiile exceptionale

Q) =R(n) + M, Sm) = R(n) + M~

Afara de aceste solutii exceptionale,

celelalte solutii ale problemelor
I IO, 11’ se corespund doud cile doug

astfel incat
(69) 0i{a)— P(n) =2mi, P(n) — S(n) =2i, Q(n) — S(n) = 1.

Cu aceasta legitura dintre solutiile celor {rei probleme este complel
clarificaty.

26. — Teorema 3
problemelor 1, IT I

Astfel, de exemplu, avem

LEMA 9. - Dacg exisld doud valori n', n”

G ~ G > 1,

problemele 1 11, I’ ny ay solufii,
Demonstralia este imediali ¢

vermite sd gisim usor criterii de imposibililate a
[ 8

ale lui n asifel ca
dci in conditiile leme;j avem

4 =" |Ginl) =X Gn")] <M’ — M~
$1 e destul si aplicim teorema 3.

: A 29
ASUPRA UNEI PROBLEME DE PARTITIE A NUMERELOF
23

icalii i Deocamdatd vom face
i multe aplicalii ale au-ceste'l leme. ‘ i
Vom_rgt'g g})alllogll}le Pl‘e}supunﬁnd ci poFl{I(r(L)())mulORgéLie(s}!J?O;wimftI;Jaca
o : m'to'icleauna N(0) = 1, = 0, ] = i
i s evid 1) = 0, deci
), o a, sunb toate > 1 avem evidenl si N( il
nﬁmmaﬁﬁ@ﬁﬁmmemm—iﬂ%;i+RMJMMMC
Ll el - I, II, II" nu au solulie. : . A
R(1) = 0 pi?bézigeéegaf cu suma coeficienlilor pohnon_lullmﬁf(’;i(;zgﬁg.séum
Irt}sa}mf}](lei (457) si ale formulelor dela Nr. 18, acegti coe
b_&z& qul' ozitivi pentru m = 1,2,3,4,5. Avem deqld )
i U'IR%‘.‘\/LL\ 4, — Dacii m = 1,2,38,4 sau 5 ¢i dacd 1 Oy
_gEgun,‘maxg'> 1, pr-ob{emelebl,bﬁ[, III;:E:;.E? ;iohiiit:l.h‘u W
" proprie asla este probabil ac atd si | 9 I
Pt:?llljirg:egilllggoc?fr?lg ':m m&}iq este insi valabili deoarece coeficientu
monsiral de

1 m
Af’lﬁ Z(JVH?—f)ii.q(L ) (c(,, gyvaisy am)

poate si ia i valori negatives).

§ 6.
927. — Sa considerim ecualia
cTN—N
i i tunci
y = 1 si avem atu
¢ fiind un numir natural. Suntem deci in cazul m $

\ ( 2 ) 0

clu ('_'| p) solulia, cuprinsd intre 0 gi p—1, a congruentei

! gr =n (mod p) |
Noi vom presupune ltotdeauna cd p si ¢ sunt p-rime intre ele. Atunci
numirul (7~ | p! este in mod unic si bine del.erminat: = Lo

In par'{?icular (n]p) este egal cu reslul nenegaliv minim a .
(mod p). Avem evident
(71) (£| ;,)= (n—" | p) , dacd 7’ = n” (mod p)

b q

atunci
%E(I:\}II:IA al(l}. — Numdrul N(n;c) este dal de formula

™ N =+ (5 1) = (716))

U

oricare ar fi numdrul intreg u prim cu c.

a 1nsi {41 an =|: lell 1 pa]t are al (‘,oeflclen ilor Ay
) 8ta nu eamins, & pent. u nmite a10T! lcul & t

6 ACB ;

ra.t.ion.u.mentul 82 nu ramina valabil,
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Intr’adevir, din
n—u "
(;— | c‘) u= f—u (mod c), (—ﬁ | c) u=mn (mod ¢),
u U
in eonditiile lemei, rezultd imediat
n—uau 77
( lc) - (Hl() = —1 sau ¢—1 .
\ ?“'.‘ 3/ i
Al doilea caz are loc dacd si numaj dacd sau ¢ — 1 sau ¢ >1 gsi

e . : < o
e\’-‘ c) = 0, deci numai dacg 5 se divide cu ¢,
U

Lema rezulli imediat,

Rezultatele stabilile Pina acum se aplicd ecuatiei (70) si proble-

mele I, II, II’ ge pol complet rezolvg in acest caz. Rezultatele sunt
banale si este inuti] si. fie detailate. Avem N(n:1) — 1, oricare ar fi 5.

28. — Si considerim acum ecuatia

(73) br + cy = n

unde b, ¢ sunt doug numere naturale prime inire ele. Suntem aici in

cazul m = 2, Notaliile prescurtate se vor referi la ecuafia (73)
Vom demonstrg urmétoarea

LEMA 11, — Dacg b, ¢ sunt prime intre ele, avem
i 7 G
Th = s D (# )
(74) ; i be b \e¢ | b/ ¢ b '€ i

oricare ar fi numdrul intreg n.
Cu alte cuvinte avem

R) == G — %(—g‘lb)—ei(zi{c) e

Prima formuly a mai fost gisiti gi
Pe baza formulelop (%4%), (72), avem

" N0 = Nt = L L(21) (et

Pe n cu n+b, n+2p, . ..
nd membru en membru,

(75) Nm+am_;Nm):§~+%{{%|Q_(ﬁ%ﬁ|a}

pe alti cale,

Dacd, in aceasty formuli inlocuim succesiv
apoi cu n——p, n—=2ab, .., deducem, aduna

oricare ar fi numerele intregi n si a,
Pe baza formulej (71), deducem din (75),

N(n-+ ab+pe) — N(n+4gc) = N(n+ab) — N(n),
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S i Hed n = 0 deducem de aici
=Y icare ar fi numerele intregi n, o, p. Ficand

3 N(ab+ ¢) = [N(zb) —N(0)] + [N(B¢) — N(0)] + N(0),

i Dar din (75) deducem, ficdnd n = 0,
" NWQ*MW=%—%MM-
In mod analog avem
(78) N(ge) — N(©) = & — Lg|p).

a y 3 i i merele
F acum n un numar .illt]."*e{b oarecare 51 Sa determlnam nu rele
e
intreg] o, ?} ﬂ.‘}tf@.l ca sa avem

=il e, |
Atunci din n = a b (mod ¢), n =p ¢ (mod b) rezulti ci (a|c) =
n N A p)-
— (2 ), Bl0)=("2 |
(I’Jri:lézld seamd, dEPN(O) = 1 gi de formulele (76), (77), (78), deducem
‘ la (74). ]
rUPmIEleIEJL:Lt'f 11 este deci demonstrati.

P » / "
29. — In cazul ecuafiei (73) putem usor calcula numerele M M
Avem

1 1
e el e
M = 41, M” ; o+ 3

: b el i
maximul fiind atins cindn = 0 (mod b¢), iar minimul cand n =

N . - (v} . 3 w Lv
(mOdSebc;f)eriﬁc;‘i imediat ca pentru ca inegalitatea (59) sd ltlebsa?sﬁm&?
esle nmecesar gi suficient ca cel pulin unul din numerele b, a fie
egal cu 1.7)

- Gy " __
Fie deci b =1. Avem atunci R(n) — — 5 M —M” =

i dent permit si enun{im _ , gy
3 m’f‘%l(g%,eﬁ‘{g/[%p?%—- Nu%z&rul N(n) relativ la ecuatia x+cy—n este
egal oricare ar fi numdrul inireg n, cu:

c—1

<1 asa

2n+tc420
S

&

' i 1).
L Intregul cel mai apropiat de numdrul 0<e<

nteto,
c

IL. Intregul cuprins in numdrul 058, <1},

n+ 6
c

I". Intrequl care cuprinde numdrul Pl e b

. . i te fi satisficuti pentru
) Inegalitatea (59) revine la 1 <3—+?eare fu poate fi

b, 0 = 2







