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20, Daci n =3 si daca radicinile lui P(z) sunt distinete, derivata

P'(r) va avea radacinile distincle sau nu, dar ambele diferile de ale
lui P(x). Avem deci, in aces| caz N = 4. Daca P(r) nu are loale ridiei-
nile distincle, prin o [ransformare liniari revenim le cazul ridicinilor
reale, §
3°. Dach n = 4 si dacd riadacinile lui P{xz; sunl dislincle, se vede,
ca mai sus, i avem N = 5. Dacd P(z) are lrei ridicini distinete, riimane
sd examiniam cazul cind nu pulem prin o (ransformare liniard reveni
la cazul riadacinilor loate reale. Dacid alunci ridicinile lui P’{x) sunl
distincle, doui dinlre ele sunt diferite de rddicinile luj P{x), avem
deci N = 5. Daci in fine P’(x) nu are radicinile distinele, atunci una
(simpld) coineide ¢u ridicina dubli a lui P(x), iar cealalta distinetd de
aceasta este o radacind dubld diferiti de riadicinile lui P(x). Prin o trans-
formare liniari se poale face ca P'(z) si aibd toale radicinile reale §i
atunci P'(z)P” ()P (x) are cel pulin 4 radacini reale distinets, iar
P(r) cel pulin o rddicind nereald. Avem deci tol N = 5. Dacii in fine
P(r) are numai doud riadicini distinele, prin o (ransformare liniari
milem face ca loale radacinile si devini reale.
Pentru n = 2, 3, 4 proprielatea I esle deei adevirali in general,
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RESUME
Sur les polynémes ayant toutes les racines réeiles
par
TIBERIU POPOVICIU
Dans ce lravail Pauleur monlre que si le polynome Pl de degré n
4 loules les racines réelles, le produit P(z) P'(x) P”(x)... Pm-1) g 1

bu au moins n+1 racines distinetes. On détermine également tous les
polynomes P(z) pour lesquels la limite n4-1 n'es s atleinte,
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T. Consideriim ecualia algebricd, de gradul n,
F(:)=age" ++ ¢+ +a,=0 (1)

ai carei coeficienli sunl numere complexe. Prin ipolezd polinomul F(];)
. } ; B o = =) 3 1( i "

nu are niciun factor real. Reznlti ci acest polinom n’are .ZBI‘OI[{ 1?&1 .

Apoi separand pirtile reale si imaginare ale coeficienlilor i notinc

o=ty +iPy . A()=agz"+ -+ to,, B(2)=Bps"+ - - +B,

avem . k
Hizi= A1l (2)
Din ipoleza rezulla ca polinoamele A si B sunl prime 'mbm_'_ele, cicl
altminteri F(z) n’ar fi ireductibil in corpnl numerelor reale, contrar ipo-
tezei. Deducem de aici ci ecuatia

[{‘n (Z)Eaﬁu_},alzn*!_}_ e (l,,:(' Y

a fiind numiarul imaginar conjugal cu . nare 1'%(1&:‘:111111] comune
cu (1), fiinded allfel polinoamele A si B n'ar fi prime intre e L-l' o

Mai admitem ed riddicinile o; . .. ,,ale ccualiei (1) sunt distincie
inlre ele. i 5
m“h?kauwste conditii, Hermile [5] a pus problema tll_'[e]'_i'l'.l.lllal‘_lE NI~
ralui ridiacinilor, ecuatiei (1), eu parlile imaginare pozilive. El a (Ife—
monslrat ci acest numar este egal cu acela al palratelor, EN{W_ITI(I‘ c_f)i i-
cienfii pozilivi, care se oblin descompunind n_zu'uuintu l_m‘m'a: !:ﬂlt{llbur.l(ll.‘{?;
infr'o sumi de palrate, prinir’o lransformare hlnurn _“['Jﬁ,l“gmd[,‘i" ;1‘ {' :
determinant are elementele reale. Hermite, dupa ce (l(-\.mnnsl‘_l:eam...t (il HE-”{I
precedenti, indicd un calcul simbolic poqlrn allarea Illllmi.lt‘lll_lll cautal.

Pe de allit parte, noi am dedus [2] din lm-locln [ Hm.n_n.ie. un, gadu'
de numere al cdrni permanente dan numirul |lilllj{|li:.‘lt.ll.' ulmzll._ﬂl;,lll t,l
coeficienti pozilivi. Vom ardle aici c@ acest sir poale i oblinul-priniruy
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algoritm analog cu acela, care intervine in feorema i Sturm. Va rezulla
in felul acesta si o noui demonslratic a leoremei Inj Hermite, pe care
a oblinul-o prinlr'un ralionament ingenios. dar dificil. Vom vedea
totodald cum se obline forma patraticd pusd a priori de el.

Vom arila apoi ci meloda lui Hurwilz [8] se aplici de asemeni
problemei puse de Hermile, Va urma ci si rezultatul obfinut prin aceasli
melodi se poate obline cu algoritmul amintil, iar forma patralicii dela
care pleacd Hurwilz esle congruenti cu .

Credem insi necesar de a da mai inainle cileva rezullate prelimi-
nare. Considerim in acesl scop urmitoarele polinoame, prime intre ele

U= oty s +C€” , V= Bol? Bl '+31‘?; (3)
care au coelicienlii reali si gradele n si p. unde p = n. Dupia Cauchy.
mdicele funcliei }'(.r,[:rmﬂ]e_—u, cind x creste deln — oo g -+ oc, esie clife-

renta dintre numdrui de cile ori aceasli funclie trece delu + o la — ~
st numdarul de cdle ori rece delg —— oo la + . Pe de alld parte, nov i
ardtal [2] i indicele aceslei functii este diferenia dintre numdrul -
rialiilor sirului

; N A altl) A, n pletl) A
wyx" ﬁ“-l',"' qE g;_m Xl e a (ﬁ ) 2 -p"_p_[_l XE=0 o (—J_) 2 E‘—'__T)Jr'l v (p
0 0 0
peniru r = + ~ si al variatiilor pentry v = —oo, unde am notal

Bo B o Bipia2 Brpioyi
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A, = (Hp

() 0 ... & p—ptq—1 Ln—ptq |
Sirul precedent se formeazd ludnd lermenii de gradul cel mai mare ai
pelinoamelor oblinule aplicand lui U si V un algoritm analog cu aceln
din leorema Iui Sturm.
Reaminlim inci teorema urmitoare datoriti lui Hermite [7]. Indi-

. e i Vs ey
cele funcliei m[rrmu/v—[T, cind x creste dela —- la +oo, reprezintd dife-
renfa dintre numdrul o al riddcinilor ecualiei

U+iV =0 (6)

cu parlile imaginare pozitive Sinuwmdrul g al raddcinilor cu pariile ima-
ginare negalive. Prin urmare, Vo §1 v_ o fiind numirul varialiilor
sirului (4) pentru z = +~ $I = —oc, teorema lui Hermilte se exprimai
prin egalitalea E—f = Vp o —V_ . Avem inci a+p =mn, cici ecualia (6
ware rdddeini reale. Din cele doug egalitifi putem afla numerele o si A-

Acestea fiind reaminlile, revenim acuma la ecuafia (1) pentru care
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o $i g vor avea aceiagi semnificalie. Din metoda lui Hermile am dedus,
du}]ﬁ ciim am spus, sirul de numere

(7)

) R
inde

a0 a P 241,

Wigo —iay — 10241
0 ay i 2q—2

De 1. 0 —dgg o0 i—drgen

0 {0 s a,
() W et —iay {

y e i s S b
Sioam demonslral teorema urmaltoare: A i in pr'rm.anmj{f‘.;m ..\..u ri/,e,:;”;ri
esle eqal cu numdrul rdadicinilor. ccuatiei (1), cu parlile  imaginare
pozitive. i ol ik o lffe?
Penlru a face legilura dinlre sirurile de numere (), nndui. /:J(;ff;«,
: 5] 1 . i < s 1 1_\. ks s ~ —
si (7), vom exprima inldi pe D, cu pirlile roald g |nl|.|g11_la1L_ (;'i{;rii g
cﬁenﬁiar ecuafiei (1). In acest scop inmullim elemenlele pm;me} o
e - ; S A nroceds a fel eu ele-
si adunim produsele oblinute la linia a doua; procedim la fe
; a 3-a, a 4-a, s. a. m. d. :
mentele liniilor a 3-a, a 4-a, §. a. m. d. A e
Apoi inmullim elementele fieciirei linii, in car [IgmOa(/:t-l—.!llttrztetff]1
cu -i si adunim la linia precedentd, liniei considerale, Gasim astie
exprimarea ciutatd.
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In (5) facem p — n si notdm determinantul oblinul tol cu f\'ﬂl-: iL; g;;t&je
}'le{.erminantr schimbim liniile intre ele asa ca, elcrmlengflleﬁiiwle aseza
ca acelea ale determinantului din (8). Rezulli astfel egalilales
a(4+1)
D,='—2)1(=1) 2z A

\

Sirdl de numere analog cu (4) devine astfel
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i sir rdma ohi in inmultirea ler-
Numarul varialiilor acestui sir ramane 11&5(:11111)1]){1’( prin fnmulf
menilor cu g, si prin suprimarea factorului 14 ‘
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