ASUPRA POLINOAMELOR DEFINITE

DE
THEODOR ANGHELUTA

Comunicare prezentatd de Prof. T. POPOVICIU, m. coresp. Acad. K. P. Ii.,
in sedinta din 18 Februarie 195! a Filialei Cluj a Academiei L. P. R.

I. Hurwitz enunti, la inceputul memoriului siu din Mathemansche An-
xmalen [2, 3], teorema urmitoare. Dacid polinonl
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neidentic nul §i cu coeficienti reali, este pozitiv sau nul pencru valori reale
ale luwi x, atunci polinomiul

@ )= fla) +f () -+ @)
este pozitiv, pentru x real,

Apoi Hurwitz adaugd ci Hausdorf, Stridsberg si Remak au Intalnit
o teoremi analoagd celei precedente, cu singura difeienta ci polinomul
F(x) este inlocuit cu urmitorul
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Cele doua teoreme rezulti din egalitatile
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desvoltand /f(x}#) dupi puterile lui = gi integrind termen cu termen.
Pentru integrala a doua, se tine socoteald de formulele
= 8]
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Remarcam, in trecere, c¢d polinomul
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este deasemenea definit, cici avem
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Aci, pe langd formulele precedente, se utilizeazs si formula
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Scopul liniilor, care urmeazi, este de a da o metoda generald pentru
formarea polinoamelor definite. Polinoamele E(x), Fi(x) si Fy(x) vor apare
ca exemple particulare. Apoi vom reveni asupra demonstratiei lui Hurwitz,

Vom demonstra mai intdi, in mod clementar, prima teoremi. Tn acest

Scop presupunem cid polinomul F(x) se anuleazi in intervalul (— o0, +-o0).

Va rezulta, contrar ipotezei, ci J(x) schimbid semnul. In adevir, din (2) se
deduce egalitatea

)= F(os) — Hl(x)
si invers. Sunt doud cazuri de deosebit, 10, F(x) are doud zerori «si { con-
Secutive, oo < (. Atunci pentru un ¢ pozitiv si destul de mic, numerele
F'(e+e) si F'(B—e) sunt de semne contrare. Mai mult, aceste numere dau

semnele diferentelor
F(ate)—F(ate) | F(B—e)—F(B—s).

Prin urmare f(a-e) si f(B—e) sunt de semne contrare, 20, F(x) are un
zero o de ordin par de multiplicitate. Insi atunci « este un zero al poli-
nomului f(x) de ordin impar de multiplicitate,

IT. Considerim un interval (a,b) si o functie K(x) pozitivi sau nuli
in acest interval, firi a fi identic nuli. Presupunem mai mult ci momentele
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existi. Pentru wusurinta scrierii punem
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{n acest conditii polinomul

G(z)=aof(x)+ay f(x)++» - +ayy @ ()

wnde f(x) inseamni polinomul (1

este poziliv pentru wvalorile reale ale-
dui x. Aceasta rezulti din egalitatea
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formad, car e va fi utila
entel: o formi, care ne va f
a pune momentele cu sub a.

| poputictn rs, distincte si situate in inter-

in ceea ce va urma. Fie n‘umaepele o G )
valul (a,b). Din identitatile |
—Pp) e \X—T2. = R
—n) .. (x—72n) (=), (x—r221) P le

(3’: ?1) . (_ an) 1rh+ .o + (9"21:‘_1'0) = (72“_‘72.4—1) %

. (4]
(T::_*"‘l) s ("'u*"‘zn) } i
2 se deduc expresiile urmitoare ale momentelor
pentru h—o,1,...,2n,
Al
(4) Porgt  c kP, =0

cu notatiile

b
b .

S — 7, (I—?'o)..-(xﬁi';ﬂ ds
Pn—f[{ ) gi)l)_;(‘r_“;) dz. . .. 7},}3”_f[{ (x)( e T

("o*?“l) - (?‘o—'l'ﬁn) "'Bn*ro)-'-("-‘ﬂ

@
it

) A A
P i e e o 358 Incal
Ne riméne si aritim ci se pot alege mumerele 7, ry, T

i itivi 4 termina
ficientii Py, P P, sa fie pozitivi. In ad.evar,fse poate de s
coercient (s IR T ) il fard d actor oonstant,
i ¢ rad . ardi de un f
= linom P,(x) de gradul m, a
[7, 8] un po ()
conditiile

U

fl_( () 2* P (2)dxe=0 , k=0,...;m—1

Bicand m—o, 1,..., se obtine un sir de polinoame
P”(I‘) ) Pl(‘r)a-"u PH‘(£)7"'

numite ortogonale din cauza relatiilor

[K(.r) Pi () Py (x) dz=0 , h1

ile = - polinoame sunt reale,
consecinte a conditiilor precedente. Zerorile acestor polinoame sun
istincte si situate in intervalul (a, b). _ . . -
e Hind, o1 lus tru 7o, 71y ... Fa, zerorile polinomului Poegi (%)

Asa fiind, si luam pentru rj, 7y, o
L] .
Atunci urmeazi egalitatea
b
P21.+1 (37)
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td par g succesiv [7, 8]
De alti parte avem, succesiv [ . |
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Polinoamele ortogonale corespunzitoare
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Am dovedit astfel egalitﬁtile

(5) ay = ]a" (Do vl v o 4o, 20 )+ B=0,1,... 2y

unde
Po, P1s .5 Doy sunt numere poznnna Hurwitz a oiisit nghtan
ana-
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Conmdemm i '
acuma cateva cazuri particulare

si functia K (x) [6]. pentru intervalyl (a, b)

. o=0, 3=-Lco K (x)—g)1.—s
siile urmitoare [1] =i s 0 A>0. Momentele ay expre-
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e fx"!“"-“a’x——l (A+3) , B=D.1... 95

1}
Se obtin polinoamele definite
. : U'(A+1)
[ I () i ()”)p frd”)(r)'

] 1 acest L&Z SIr U.I p()llrj()fll]]bl‘ 1 or tOgO:IlaI este f rmat dt.

lui Laguerre. Pentry ), =1, se giiseste WS polinoamele
9
2. a=—o00, b=4 o, K¢ e
Fy (%), cu excepha, facto;tlul T/"n: \jﬂu " S¢ gdsegte polinomul definit
Tui Hermite. : ¢i avem polinoamele ortogonale ale

34 4 — ()’ b::l’ Ir ", e - ..
K (x) =x "l —x)f-!, 2 >0, £ =0. Momentele sunt [1]
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-Avem polinomul definjt
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: estui caz f carespund polinoamele ortogonale ale lui Jacobi
ca=—1, b=1 K (®)=(1—2¥)~ oy >0 Se gdseste \
| I ' ’
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@ jrct a. = . g
Prin urmare se obtine polinomul definit

e S B(’+—7,a) (;M’ e
5(2 ? )f(-r)+ 2] if”( ) (2”')?; _)anJ( )

apartin lui Gegenbauer. Pentry
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%=1, se obtin polinoamele lui Legendre si polinomul definit

fz), "(x), . 1)

o T
FLi 3! (2n+1)!
Functia K(x) rimanind aceiagi, se poatz lua intervalul (0,1).
II1. Polinomul G(x)este definit daci coeficientii ay, 2, ..., ay, pot fi pusi
sub forma (5), wunde py, P1, ..., Pon Sunt nwmere pozitive oarecare §i
Ty Tia ooy Lon HUMIEFE TEALE mb:tnu distincte si reciproc. In adevar,
inlocuind ’ICBStl coeficientt prin expresiile lm se gaseste
(6) G(x)=p, t(x+ o)+ prtx 14 Yoo pa, £+ 12,)

Al doilea membru este pozitiv, pentru x real, cdci f(x) are aceiasi proprie-
tate, cu exceptia a cel mult 2z valori reale si distinicte de x, pentru care
poate fi nul.

Pentru a demonstra reciproca, observam intai ¢d a,, a,, ..., 4z, pot
fi intotdeauna pusi sub forma (5). Se iau numerele 7y, 7 4,..., 73, distincte
si sistemul (4) determind numerele p,, Py, ..., pz2q. Asa fiind avem egali-
tatea (6). Facem in aceasti egalitate j(x)=(x—r7r)2. .. (x—7r,)? §si x=o0
Apoi luim "HH: ..., 7y, asa de aproape de 7y, 75, ..., 7, pentru ca suma
Pt flra) + -+ ponf(rzy) sd fie mai micd decit p, (7). Rezulti p,=> 0
cicl f(?‘ﬂ) sl G(a) sunt pozitivi.

Un raponament analog aratd ca p,

, Doy sunt deasemenea pozitivi

IV. Rezultatul precedent poate fi enuntat altfel. Dar trebue si utilizim
notiunea de integrald in sensul lui Stieltjes [8]. Fie g(x) o functie continui
in intervalul (w, &) si j(x) o functie mirginitd, nsdescrescitoare in ace-
lasi interval. Tmpartim intervalul dat, prin punctele de diviziune

ff Sl S, <L i
si luam in fiecare interval partial (2, , ay) punctul g, p‘entr'u =il
unde x,=—« si x,—5b. Suma urmaitoare
S . { .
g E () —j (@) + - -+ +g(8) [i(B)—) (2u=1)]

are o limitd, cind #» creste memirginit, fiecare interval partial tinzand
citre zero. Se inseamnid aceastd limitd prin simbolul

.!.

[9(2) aj(z).

a

Demonstratia este la fel cu aceia ce se di pentru integrala obisnuita.
Consideram integrala lui Stieltjes

)

G) = | Fla+)dj(u)
a
unde [(x) este polinomul (1) si j(x) functia precizati mai sus. Polinomul
G(x) este definit. si celelalte consecinte trase din (4) raman valabile. Prin
introducerea integralei lui Stieltjes,

nu numai cAmpul polinoamelor defi-







