CATEVA FORMULE DE CUADRATURA MECANICA
DE
D. V. IONESCU

Comunicare brezentatd de Prof, TIBERIU POPOVICIL, m. coresp. Acad. R. P. K.,
in sedinta din 17 Martie 1951 q Filialei Cluj a Academiei R, p, R,

1.0 formuli de cuadratarh analoagd formulei clasice a lui Gauss,

1. Si considerim i-ntagrala

(1) I:Jp(x) f(x) dx
i 1
in care p(x) este o functie dati, finjtx $i integrabili in intervalul fnchis
si finit [a, b]. Mai presupunem ¢i functia P(x) este nenegativa in; inter-
'
valul [a, b], neidentic nuld siastfel ncat integrala §p(.\')d.\- si aibi
!i
o valoare pozitivi, Functia f(x) este Presupusa continua in intervalyl [a.b]
$t cu derivate succesive pana la ordinul 2 + i &
In aceastd lucrare vom da o formula de cuadraturs pentru integrala (1),
In care vor interveni valori ale functiei /(%) in interioryl intervalulii {a, b]
st valori ale luj /(%) si ale derivatelor succesive pani la ordinul » —+i—1
in punctul 4 $i pand la ordinul +&—1 in punctul 5,
In acest SCop vom intrebuinta o metods dati de J. Radon [4], care
¢ va conduce in mod natural Jg formula pe care o avem in vedere,
In intervalul [@, b], luim punctele x,, Xp-e oy Xuqy arbitrare astfel ca

(2) A= Lyi= Tjes =, LT Ty =1

si la fiecare interyal (etnei x;) atagim functia o (x) integrali g ecuatiei
diferentiale

(3) ! 995:2,¢+,-+f.‘}(x)t(_1),--;—1.-;} (m) (h = 1,20 el -+ 1)

Functiile o, (x) vor maj satisface si alte conditii, pe care |
mai departe. '

Inlocuind integrala I cu suma integralelor relativ |a intervalele

& vom preciza

l
I
|
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2
i~k p(2nd=i==k, tea
( ) si inlocuind pe p(x) pe rind cu (—1)HFeCntHH (x) vom pu
Tr—1, XTn) §
scrie nd-1 Lh
: =(—1)"+"Zj g@rtith () f() dz .
h=1 Ty

in parti izatd avea
Folosind formula de integnare prin pirti generalizati, vom

I=(‘””*"§[??“+f+*-‘>(x)/(x)—@&f"w—ﬂ (2N o)+ +

h=1

(%)

w1 Xh

: y Gkt (3) dze .
(-1)entite=1 g, (z) f(zn+t+;,--1)(x)}m; Bk on () f

h=1 Tp_y

ii in formula (4) sd disp:zf.qé:l‘ cht
i S:‘iula!e%‘;%@ C?[:]lleai’;t(xgco?t\ﬁfc}ﬁi i(.:lf‘tro'ducc urmitoarele conditii:
i | H—12:0 7 T 2)
® o2 () =9}, (22) (=00t 142 —

precum si conditiile:

= = ont+k—1)
(6) ¢{(a) = 0 (E—=0d,s.%
> &) = 7=0,1,...,22-}i—1)

ii ine 'determinate de
Vom arita mai departe ci functiile ¢,(x) sunt bine 'dete

| C’u aOCH.Sta dﬂtc.tlrﬂ]tlﬂlﬂ a fll“c! 1 [[{H q) i X), {()[Irlula 4 s€ SlI‘I'lpllflCﬂ.
§1. sC t[altlstIIIla ijl ur I[lé.boatlea. ?O? miHla ge#le’ ald ‘ﬁe cud dﬂ ﬂt.ula meocanica

e =
® j p(2)f(2) dx=§ G () ++2 A0 (a)+ Dy B0 (0)+R
-‘;dc Cm (T [grtti=t () g8t ()] (1=12.-..,7)
(10) Ay = (1) gntitk=i=1) (g) (¢=01,..., n+i—1)
1) B, = (—1) 5 grtiti==n (p) e O, e, B=ET)

i
(12) R=§ ¢ () O+ (z) dac.

? - t q’ - = L j
. ( ) s o " dL« n (x) i t I I ( faq J)
"[I](lc X) € I I||]I(: 14 care coinct Ccu in intervalele (x Yo ey

2 — Studii §i cercetdri




D. V. IONESCU

3 5 4 CATEVA FORMULE DE CUADRATURA MECANICA 19

2
2. Si determinim functiile ¢n(x). Int

1
pentru s=mn-{-1  care satisface conditiile C(g713a sae gcacsi,leiilemmcigjgtnnﬁet (3d si
1 b otan : ; ,
<L,b3() ) ./(u_x.)zn-;-t_g.;_. k—1 (18) p(x) (x—a)"ti(b—x)t = py (x)
: (Ot 77y 2 (%) du— —_‘_1 e ajunge la sistemul de ecuatii lineare
(2n+i+4-1)] (2n it i1l Ch iy ML= )rkibim s ajung mu “ uat b
L d ‘\ \ e w. r r -
(m E Xy b , M—iSunt & constante arbitrare, avem (19) E K; :c_;szz(x) x" dx (r="01,..c,m—1)
14) :
Puti (z) = () pentru determinarea lui Kl, K,,...,K,. Acest sistem este compatibil, deoarece
Integ1and apoi ecuatia (3) pentru h — determinantul lui este determmantul Vandermomnde al absciselor dis-
s€ gdstste =%, cu conditiile (5) in care b=, [ (ol s o e SR P

Odatd rezolvat sistemul (19), ecuatiile (17) ne vor da valorile lui

14° 2ot i h—

(14) Pn (r)=tb(:r)—K,L (?:—JC'_'TT):H ’ K Koy o, K,,.Pmtarnd acestea in ultimele £ ecuatii (15) vom avea sis-
unde K (""“f‘@‘f-k-—l)! temul de ecuatii in A, ,4;,..., Ai—

. este o constantd arbitrar. St

onti inuand in acelagi mod se ajunge Ia W

- (20) Z Cokitn Ar (b= )"+ +""’*j‘p (x—a )ttt de— E K; (x;—a)titn

(14 puic)mihl) Z (et =
T(2ntith— -1)! unde p = 0,1,..., k—1.

e B K, K, sunt constante bi Determi 1 s in A A A fiind I

COllstantele % arbitrare. eterminantul acestui sistem 1n A, , S ,m~ iind egal cu

A A
3 I, . h—1 Sl Kla Ko,..., Ku se

ca si conditiile (6) sunt sat determini s 1. si 1 ibi
lsfacute S ” etermind  scriind , sistemul este compatibil.
lineare. € ajunge astfel Ia sistemul de ecuatii Cu aceasta functiile ¢ (x) integrale ale ecuatiilor diferengiale (3)
g si care satisfac conditiile (5), (6) si (7) sunt perfect determinate. ‘Oalculul
(15 - a aridtat wmicitatea lor.
i Z Cortigimn X, (b-a )""+"+"'“]'_"+,ZK (xj—a)2ntiti—
e AR 4. Din formulele (14), (14’), (14”) se deduce ca
Lp— ‘-L.)'ln-l-i+i'.'— |
5 1'5'(1‘ Nx—a)2ntitn T 21 o5, - =—K; (—_— =1 s
hgge h=1,2 ..., n— k. Denvand aceste ecuatii de 2 -}-i-+k—1 ori in raport cu x, gi ficand
T T y x = %, se obtin formule care, comparate cu formulele (9), ne conduc
se rezolvd sist sa scriem :
Js.c;uu ultimele k11 ecuatii (15), in cat;mu;—de ecuatii lineare (15} Se s
CSpCCtIV cu ¥ 1 2 sy N2 ?1 le lllfnu]tjﬂ‘] (22) Kl — Cl y I<2 = Cg, v vy K,;:G,, &
(Zfﬁﬂ R C)'_H I(I]_a)k-].;(._.g Y e r In toate fgrmule'le care vor urma vom putea scrie C;, C,,..., C,
primul multlphcator referind la ul CIC_H—I B
u-se la
élgeasta _Operatie te1meml ina,, 2, 5 tl;na e;uatle (15\ SCI aratd ci prin 5. S4 privim acum in ecuatiile de mai sus pe x, X,,..., X, ca necu-
uatia in K, oty B, ] k—1 dispar si se ajunge astfel Ig noscute. Si ne intrebim daci nu este posibil si determinim pc iR
] astfel, ca functia ¢, (x) sd satisfacd in afari de conditiile (6) in punctul «
(16) EK(Q: A : sl coaldrgnle
AT = )T (] — o Yaobi—1
o il —a)+i( x;) _Jp (x) (‘r_'a)“%(]/“—?)"'“"(?:z:', | (23) r?(lr) ()=0 (I = ntk, ntkt+1,..., 2 n—+k—1)
Ficand [ 1 3 v o , -
=L2,..., % vom av : Daci problema aceasta este posibild, atunci formula (8) se scrie sub
Notand: 1 avea un sistem de ecuatii in Ky, K,, ... ,K forma - :
- " l_l
(17) - ; &,
hi(v'f.i—‘ff)"'“(b—.rj)l-‘th (j—12 (24) 573 ) f(x) de— EC flzes) + EA fO(a ZBI fO(b) +R.
‘ P S ﬂ) J=1 =0 1=0
, |
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5}
ey R
Tindnd seam
de ecuatii
T

(25) Z C:'-]-k }n' (&“‘J il Z . d
= ) +j=| C; (.rj-a)g.-{-n =J.p(x) (x_a)i—]-h e

unde p — 0,1,.. 2 n—l—k—ﬁl
Numirul acestor ecuatii K
[ atu este 2 » i |
s o §1_ L -{— &, iar hecunoscutele sunt lo 5 Ay o |
Eliminand ca la No. 3 pe l‘, A v ,
? il

e ’
condiiile (6) si (23), suntem condusi la sistemuyl

++» A= §i notand
(26)
$i

(27)

G (2-a) (b~z;)r—~c

(j‘: 1,2,..., ﬂ)

2(x) (x—a) (x—q)

om Ob i i i i 1
' p.ﬂe SIStCmUJ. dc eCuaFll 11 C; C' C' $1 X1 X
: LD g A 12 w2y

(28) z e A
‘ = Ca“’} =".P3(I):crdx
= s

run.d.eAr: (0 EA R P
icest  siste
Stieltjes [57 5 ecanici a luj
2 absciselor x,, x x, astfel e constantelor C;, C, si
] 2 e as o % g 3 Moy e
? %o » X, el ca si avem identitates S

=ps(x)

ey X,

29
@9) I 1) &) da— B4y o F(z)

pmtt:ﬁus tgri;]ef iggligon} F(x) de gradul 2 ;1.
Hi x)”.n’ngqse Czcrrg ci idf;nEita,bea (29) este satisficuts t
L o ’C’ $4 se obfind ecuatiile (28) it

o ridﬁdnﬂg :: cua ;ie?” Intre ecuatiile (28\ se aratd ci x,
1 97, x"
(30) 0n (z)=| ... cx
s Cnmt Cy. ., C2p—i
b
eu=ujps(~'r:)w“dw (¢=0,1,..., 22— 1)

Sub 4 a |
aceasti formi se vede imediat cj avem

b
J.pa (I‘.) Qll (JL‘) .I,'?" r?x:o .
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pentru & = 0,1,..., »—1, sau

b

(31) { 7o (@) Qu (&) Qu (2) dz—0 (n  m)
a@

ceeace dovedeste ci polinoamele Q,(x) formeazid wun sir de polinoame

ortogonale fatd de functia py ().

Datoriti ipotezei ci functia p (x) si deci p;(x) dati de formula (27)
nu se anuleazd in intervalul deschis (a4, &) se stie, dupd cum a aritat
Stieltjes (5), ci ecuatia (30) are ridicinile reale, distincte si cuprinse
inire a si b. :

Deci problema pusi la inceputul acestui numidr este posibild,
Xy, Xg,..., X, sunt determinate de ecuatia (30) apoi primele 7z ecuatii (28)
ne vor da valorile luiC], C, .., C iar ecuatiile (26) ne vor da valorile luj
Ci, Cy,...,C, Tot Stieltjes [5] a demonstrat c¢i coeficientii Cj, C; 0 ,C;
sunt pozitivi, de unde rezulti ci si coeficientii Cy, C,,...,C, sunt pozitivi.

Am stabilit astfel formula (24), care face obiectul principal al acestei
lucrdri. Ba este analoagid cu formula clasici de cuadraturi a lui Gauss
si a lui Stieltjes [5] si le cuprinde pe acestea, dupd cum vom vedea
mai departe.

Deosebirea dintre formula generali de cuadraturi (8) si formula de
cuadraturd (24) sti in faptul ci in formula (8) x, x,,..., x, sunt ar-
bitrare, pe cand in formula (24) x;, X, ..., %,, sunt rddicinile reale
distincte si cuprinse intre @ si & ale polinomului Q, (x) dat de formula (30).
Apoi In formula generalid (8), functiile ¢,(x) satisfac ecuatiile diferen-
tiale (3), si conditiile (5), (6), (7), pe cind in formula (24) aceste func-
tii mai satisfac si conditiile (23). Aceasti deosebire face ca in membrul
al doilea al formulei (24) si avem 7 termeni mai putini ca in formula (8).

Daci notim cug(x) functia care coincide cu ¢,(x) in intervalele [2).1,x5l,
(b = 1,2,..., n}1), observim ci in formula (24), atit restul R} cét si
toti coeficientit Gy, Cs5..., €, Ag, Ajs..., Ay, By, Broo.; B
se exprimi cu ajutorul lui ¢ (x). [ et i

Avem intai

% R | g(x) frtitt (z) dz

Apoi, datoriti conditiilor (5), functia ¢(x) este continui In intervalul
inchis [z, b], impreuni cu toate derivatele succesive pidni la ordinul
2 n -+ i+ B—2, inclusiv. Derivata de ordinul 2 » 4+ i 4 A—1 este
insi discontinui in punctele x;, X,,..., X,, care sunt puncte de dis-
continuitate de speta intdia. Salturile corespunzitoare ale lui g@rtiri-l(zx)
in valoare absoluti sunt tocmai coeficientii C;, C,,...,C, din formula (24).
In mod precis, avem

(33) (": ( _‘l)r‘-l—k [(9(2n+i+k—'1) (-I'j* O) = tP(En—I—i-l—k—l) ($J+O)I

pentru § = 4,2, ..., .
In punctul a avem

(34) o (a) = 0 @ =01,...,2¢-kE—1)

—*“
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5 v A - 7 s ute
i derivata fCwtiHh (x) este continud in intervalul (a,5), p
> Daci deriv:
si . et
i , 1 scrie pe R sub forma T
(35) A = (—1)itr——1 Entiti—t—1) () (¢=0,,..,, i—1) (1) R = S frkitn (
In punctul & avem: de £ este un anumit numir din intervalul (e, &)
juiy ko N de ve-
: ; . . 0 nh nctul de ve
(36) A= =Nl el 8. Formula de cuadraturd (8) este 1mp01‘tlﬁbllf3;1 %gi‘mli&; de cuadra-
. . : R gl unem ci ap LGSO ; o
§t dere al calculului pw;juc' fa p;csup , x,0 riddcinile polglon}ﬂé“tm? : (\11/
. 2 e i Ao ntru 95+ il o ‘. 2 \,L'_‘
(37) B, = (—1)H4H glwtiti—) (6) (B=01; = 1) e (24)1] lfgggci}sie 1swnt inl ,gwenera,l numere 11€l¥1f)111311‘3 it _aca_x_ -
. ! . ; Insid aceste ra g am. la valotl = %, %gyi.a, Ky
6. Functia o (%) din formula (24) mai are o proprietate importanti cule efective, suntem obligati sa ‘nep oprity
St anume: curba Y = @ (x) are un singur extremum in intervalul deschis ori cit de apropiate de Xy, Xg,..., Xy . integralei (1) suma
(a, b). Aceasta rezults din conditiile (5) din punctele x,, x,,..., x, Daci am lua ca valoare apropiatd a integ
$i din conditiile (34) si (36) relative la punctele « si b, . i=1 k=t
Intr’adevir si presupunem ici ar exista douy puncte E, | E, din s A 7O (a) _E_E B, [ (b)
intervalul deschis (a, b), in care functia ¢ (x) ar avea cite un extremum, (42) E |Cj )+ E o=
Ar urma ca derivata ¢'(x) si se anuleze in punctele &£, E.,. la care =1 =0

mai adiugim si punctele s si b. Derivata 9" (x) fiind continui in [4, b],
aplicind teorema lui Rolle, vom deduce cj ea s¢ va anula in punctele 5
Egl_, Eas | &5 (din (a, b), la care adéggam si pu;nctele' a si b. Acest - (z) ferHi+0 (z) dz
rafronament se va continua, pani se ajunge la concluzia ci derivata (43) R=1¢

Qléntrtr=a) x) se va anula in 2n + 3 puncte a

. : 1 este € 3.1 cu
une ci restul este eg
sl am sp

ild decat daca
valabild decat d:
site o eroare, deoarece formula (24) nu este
am comn ;

@ )

X sumn a(la aCt'e a]‘e p()-llllon'll.llul Q,,(.‘X) .
i 3 C]Jln].c eX

3 i ¥

(38) Edu-l—;-l-f.'-ﬁ.l ) 53#—{-!'-1*.’-‘—2.‘_‘ (B 53.a+;+;,-_.3 2n-t3 u
va recurge atunci la= formula generald

din intervalul deschis (a, b.) 1 xﬂ’l calculele practice se Va = T acest «caz, dach lusm
Sd observim i in intervalul inchis ), 2] nu pot exista trei din draturi (8), ludnd % = x{,..., Xy = ,x,,.'e‘{ resia (42), vnde C,
punctele ¢ ale sirului (38). Intr'adevir derivata @Cntiti—1) (x)  fiind o ré{ a }-Opiati a integralei de mai sus ‘Salorile care corespund
continui in intervalul [y—1, x| s’ar anula in dous puncte din acest interval, e Oaéc AP Ay A, By, Bioeees BJ-—La“ A la (43), la care
iar derivata Cgreevs ;c_ & 1x, = x, , ‘eroarea este data'd.e cjlfﬁimf%gnulaf’@}
¢pl2ntitn) (I)I(“l)“l-"?(r) Eséxltrebwe léa n;ai adiugim si termenii corectivi
s'ar anula intriun punct din intervalul deschis (a, b), ceeace este impo- i _
sibil, ideoarece s’a presupus cd functia p(x) nu se anuleazi intre « si b. Z A f©(a).
Deci in intervalele (@ %], (=, %], 40, (%n, b) nu pot exista decit (44) =

cate cel mult dous puncte din sirul (38), astfel incat numairul lor mnu

i raturd rmulei (24)
= A U “ ¢ a formulei de cuadraturd a fo
poate si fie decit cel mult 2 (r-1) = 2n+42. Dar s'a vizut oy Sl

9. Si fic-el‘n o 1&131;;(321‘;_'L 1. In acest caz f(x) fiind o functie conitinud
ludnd w = 1, i = 1, i

rul punctelor sirului (38) este 27+ 3. Sa ajuns astfel la o contra- = in% la ordinul al patrulea, avem formula
zicere, de unde rezulti cf functia ¢ (x) nu poate sa aibd decit um singur cu derivate succesive pani la
extremum in intervalul (a, b.). y ! b R
7. O rconsecinti a teoremej precedente este cj Junctia @(x) pistreazi 45 j- p(x) f(%) dx = Aq f(a) + C4 flx) + Bof(0) +
un semn constant in intervalul (a,b). (45) '
[

Daca notim

(39) S=§q0(.:c) dx.,

expresia (32) a restului R, din formula (24) poate sa fie scrisd sub forma

In aceastd formuli avem

J 200) (e (b

1= =F
(40 R—ps | [ o0 () oy

unde p este un numir cuprins fintre marginka inferioars $i marginea
superioari a derivatei 7Ot () in intervalul (a,b).
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e [ J 29 ) s a |

j-p(x) (x—a)? (b—x) dx jp(x) (x—a) b—x)2 dx

(46)

JJ 202650 5 (5 (502
Ay — 2t

2(b—a) j-p (%) (x—a)2 (b—x) dx

J§ 20502050 (1) () g0 i,

a a
l:\'o —

2(b—a) fp(.x) (x—a) (b—x)2 dx

Din aceste formul 4
e se i i i
vede ci x, este cuprins intre « si b, iar

coeficientii A, By, C; sunt pouzitivi.
Restul R din formula (45) este dat de formula

(47 R=[ o) 109 (x) ax

unde functia ¢ (x) este 001:1 i di i

inde ] omplusd din functia (x) in inl

yhe, Sl  cor ¢y (%) in intervalul (a, x
zcua;iei unctia @, (x) In intervalul (x,, b). Acestea sunt im‘uegrage alg
(48) MV (x) = p(x)

care satisfac la conditiile

(48) #i(e) =9, (a) = ¢{(a) =0, ¢2(b) = ¢}(b) = 4(6) =0

#)  a@=nk), o@)=vy@), - 1) = ¢, (x1)

In cazul particular p(x) = 1. formul re
I 1l p: 1 45
clasici a lui Simpsomn; ¢ (x) si ¢y (x) au aéxf()regiil?: e te bk

#) =gt B o) Coalmerr

care sunt date si in memoriul lui -
G 22 :gcp(x) riul lui J. Radon [4]

este situati sub axa Ox, ea este tangenti la axa Ox

In punctele x = 4, x = 5, are doui puncte de inflexiune pentru x = 2zt
: 3
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x=a+2b si cele doud ramuri y — 9 (%), ¥ = @4 (x) se racordeazd in

3
punctul x = c%@ in care avem relatiile (487).

Daci fanctia f(x) are derivata fOV)(x) continui in intervalul (a,b),

atunci putem scric expresia (47) a restului R, sub forma:

9 j ___(b_a)5 (1V)

10. Daci presupunem in toate chestiunile tratate mai sus la n-rele
1—9 ci i = 0, vom integra ecuatiile diferentiale
(50) @@rti(x) = (—1)F p(x) (h=1,2,..., nf1)
cu conditiile urmitoare:

e b= P

(61) P40 (2n) = iy (1) | e zn—He!_z)'
§i
(52) ¢ (a) = 0 E=0.1,. - n=—1)
(53) ¢ () = 0 (=0,1,..., 2n}R—1)

si vom fi condusi la formula de cuadraturd
nk—1

I n
(54 [ p(@) f(a) az= Y6 1ta)+ Yy 4170+

a g=1 =0

Notind cu ¢(x) functia care coincide pe rind cu ¢, (%) in intervalul

(xi—1, xy) unde b = 1,2,..., n-|1, avem
(55) Gy (— L) [gri=d (5—0)—@rb=D (g4 0)] (=12, 7)
(56) A= (=1t grb—i=( )  (I=01,..., n+k—1)
5l b
(57) R= jcp(x ) f @i (x) dix

Este posibil si alegent pe %, Xy,..., X, , asifel ca in formula (54)

sd avem A= App=....,=Adipa1=0? e oA i
Pentru aceasta trebue ca ¢y (%) . si mai verifice in puruct-ul a si
conditiile

(52°) ¢ (a) =0, (t=n,mnt+1,..., 2n—1)
Se arati ci in acest caz xy, %,..., x, sunt ridicinile ecuatiel
1 a 2|
(.l' cl r
8 - S@=| 0 . o
C, L’ ;H--1
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unde

2L it o
i ‘
(59) P4 (%) = (x—a)* p(x)

Se mrati ci:

j-pti (I‘) S,,_(.L') S (J.Z‘) dx =10 (fz .-.f: ??‘?)

ceeace dovedeste ci polinoamele Su(x) formeazi un sir de poliuoame
ortogonale fatd de functia p,(x). In intervalul deschis (a,b), pyx) ne-
anulandu-se, ecuatia (58) are toate widicinile reale distincte §i cuprinse
intre a §i b.

Formula (54) devine formula 'de cuadraturi

k—1

(60) Jr@ @ ar= Y 6rie)+ S a o en

g=1
care este analoagi formulei lui Stieltjes.

In formula (60) coeficientii C,, Co,..., C, sunt tofi pozitivi.

Se arati ci la No. 6, ci jfunctia ¢(x) care intrd in formmla (60) si
care determini toti coeficientii C;, A, precwm si restul R, este pozitivi,
dovedindu-se ci curba y— o x) are wn singur extremmwm in intervalul
deschis (a,x,).

Se poate face acecasi observatie ca la No. 8, cu privire la calculul
111umu(e1~1c apropiat al integralei (1), din care rezultd importanta formu-
ei (54).

Ca aplicatie si alegem 7=—F%=1; vom avea formula

(61) § 29 1 = Ay ) + €, ) -,

pe care o ‘deducem din formula (60). Avem

b
jp(x} (x—a) xdx

xq

; j P(x) (x—a) d

(62) b b
j.j‘ P(%1) P(x5) (%g—3,)2 Axydxs,
A =22

f p(x) (v—a)? dx

N
=1
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[fp(x) (x—a)dx ;

Cr =%
[ 0) (x—ayp

Se vede bine ci x;, este cuprins Intre @ §i b, si ci A(i, C, sunt po-
zitivi, conform teoriei generale. Restul R este dat de formula

(63) R =j o(x) " (x)dz,

unde functia ¢ (x) este compusd din ¢, (x) in intervalul (z,%) gi P (x)
in intervalul (x,, b). Acestea sunt integralele ecuatiei

(64) ¢ (%) = —p(¥)
care saftisfac conditiile: |
(65) ?1(2) =9} (a) =0, o (h) =, (0) =0
(66) er(z) =@ (), @ (x)=29 (=)
Cind p(x)=1, formula (61) devine:
b
h—a [, _ ,a—l—?b}
©7) § 1wy aw =" )48 7 (S5 |
si avem:
3
x—a)’[a+3h _(b—2x)
Curba 3y — @(x) este tangentd in « gi & la axa Ox, a.mz_ un maximum
: atb .
pentru x = a—;—b are un punct de inflexiune pentru x = i ramurile
a+2b , ‘. |
gy = ¢; (x), 3 =1wpy(x) se racordeazi in punctul x; = 7 in care avem

relatiile -(66). . e o \
,Dacﬁ( f)’”(x) este o functie continud in intervalul (z,5), avem pentru

expresia (63) a lui R, (b—a)! £ (E)
(69) R="516

unde E este un mumir cuprins intre a $i b.

11. Daci presupunem in toate ch\est.iu*njle tratate la n-rele 1—9 cia
i=k=0, vom integra ecuatiile diferentiale
?

(70) ¢ () =p (=) (h=1,2,...,n+1)
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cu conditiile urmitoare

7 Iy
(71) oD (xn) = cp.g:-);-t (1) (hf 1.2 ... 5 . )

si
(72) ¢ (a) =0 =00 0 m—1)
73 e
(78) cpﬂ},_,(b):o (l=01,...2a—1)
suntem condusi la formula de cuadraturi
b
" =1

74 \
(74 Joeoreas = 3161z Ym0 @),

a =1 =0

Notand cu ¢(x) functia care co

S e e mcide pe rind cu o,(x) in intervalul

241, avem

E?ﬁ) Cj — CP(ZH—'I) (rj_o)_q,(zu-r) (.’L‘,"{'U) (ﬁ =19 1”)
76) A= (—1)+! g e
— (— <P|(“"_7"1) A
p (a) (t=01,...,n—1)
b
7
(77) R={ 9(2) 70 (2) du

Ca si i i
. 3L mal sus me putem intreba daci este posibil  si leagd
s ;‘72,--., Xy astfel ca in formule (74) sd aqvem Ayg— A, — e
n acest caz @; (x) mai verifici in punctul « gi c-on{:lgii.]-'e‘ i
75) ! : ,
< 0 (a) L(Z—ﬂ.'n+1,.f..,2n—])
Se arati ci x,, x,,..

: : +» X, sunt ridicini isti i i
e , le reale distincte si cuprinse

| 1 x x
= D (z)—| % IRV
llllllllllllllllllllll == 0
unde cw—[ (.n Cn::"'n—l
/]
c:;:".p(x)m‘*dr (e=01,...,2:—1)

Se ajunge pe aceasti cale la formula clasici a Iui Stieltjes

(0) Jemas =Y 6 (@) +m

J=1
in care toti oeficientii C; sunt pozitivi.

Se demonstreazi ci la No. 6, datorit conditiilor (72), (73) si (78)

13
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ol functia ¢ (x) este pozitivd in intervalul (a,b) avitindu-se cd curba
y =¢(x) are un singur maxinum in intervalul deschis (xq, X5)-

Se poate face aoeeasi observare ca la no. 8, cu privire la calculul
aproximativ al integralei (1), cdnd se intrebuinteazd formula (80) a lui
Stieltjes, din care va rezulta importanta formulei de cuadraturd (74).

Ca ‘aplicatie a formulei (1) si alegem n = 1. Vom avea

b

1) [pereax = cyx) + R
unde - 3 5

jp(m)rdx
(82) =5

J-'p(x)dr

a

C|=§P($)dx

o

31 b

unde ¢(x) coincide in mbex'vaL(;IC (a,%,), (%1, b) cu integralele ecuafiei
diferentiale
(84) - 9" (x) =p()
care satisface conditiile
(86) 9@ =9,(@=0  ¢(b=0¢,0)=0

£ (:rl)z Py (‘L‘_\) .

Cand p(x) =1, formula (81), se reduce la
b

(86) | (@) a(@) = 0—a)f (“5) +.
si avem : 3 ] :

Curba y=¢(x) este tangenti la axa 0x in punctéle a si b ¢i ramu-
rile y=0,(x), y = @s(x) se racordeazi in punctul x :[L—;_—b, unde avem

velatia (85).
Daci f"(x) este continui in intervalul (a,b ) avem:
(b—a)’ .,

unde E este un numir cuprins intre a si b.
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2. Cazul n = 0.

12. Sia relus o . :
ipoteze ca la no..ani ?gggiala (n) i sd facem asupra lui p(x) aceleasi
are. totiate Sicoes: _despre /(x) si presupunem ci este ate ANl
et 1 uccesive pand la ordinul i-A  La i ste continud gi
sam ecuatia ‘dlferen:nalé, 3 a 1ntegrala (1) si ata-

(89) PP ()= —1)¥2 p ()
pe care s’o integrim cu conditiile la limiti
90)
291 90 (a)=0, (f= 0,1 k—1)
)P 90 (6)=0, =01 i1}
: S : Lo e
rocedind ca la No. 1, se ajunge la formula de cuadraturi
b i—1
o
p(@) f@) da= Y MO @+ Y
' B, fO(b)+R
unde - e = e
(93) Az:(—l)’“'“"‘_"“' (P(H-I.—i—-l) (a.) (’/ —0.1 1 1)
(9%) Bi=(— 1)tk =1 gl B e
() =1 (idh=—r1—1)
~ Jiide (t) (1=0,1,..., &—1)
0
(8
(95) R=J ¢ (x) O (x) dx .

13. Se arati ci functi
T ara tunctia ¢ (x) este bi ‘minatd ta di
tiald (89) si de conditiile (90)(, )(91).e Egleesci;{-:tfg;ltgn?{? fc(i);r?zlljpa S

Ji=1

b
%) o (@)={ pay B 2E :
: \ (:‘.-{—;{——1) [ du— GWE C’g+.'.—-| 7\,‘ (b—x)i-{-k—.,-_l
. a=u
unde constantele }; sunt determinate de sistemul de ecuatii

T
b
(97) E Ci, it= ‘-i+h—'_j :
e ~h Y ( a d‘_l, p ('H) (u_a)f+1r (z?lﬂ (]d, — [),I S L_])

care se poate transforma in:

It
i
(98) ZCJ; }\‘-.__ , b—g)i—i— oy
= i=p el ( ﬂ) ’_(—1}7 Ii 1}11 (”) ('LL_G‘);(I)—H)I‘_L"‘I s ,

(h=01..... k—1)

Plllna dil]. ac i ?
este ecuatia d'etell]]'
mna
pe 1]__|, ad dOLla pC Vomma2y ultll’na pc 10.

14. Se arati
; . ati ca la no . A "
in intervalul (a,b), d -0 iy functia ¢ (x) pdstreazid un semn constant
aibi douk ,b), demonstrindu-se ci curba y=— g(x) ant
ua extreme in intervalul deschis (a b) i L Poitad
:
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Ca urmare a acestei teoreme rezultd, ci dacd derivata f(+9(x) este
continui in intervalul (a4, b), putem scrie expresia (95) a restului R

sub forma
99) R="75 /{1)(E)

unde £ este un numir cuprins intre a si b, iar S este

(100) s={ ¢ (@)dx

at ci funcgia @ (x) din formula (95) pistreazi
se poate aplica la formula (95) for-
le (24), (60), sau (80), pre-
te derivatele care figureaza

15. Deoarece s’a demonstr
un semn constant in intervalul (,5),
mulele 'de cuadraturi din §. 1, adicd formule
supunind, bine inteles, cd functia f(x) are toa
in calcule.

S% inlocuim in formula (92) pe i si & cu i sl k', iar coeficientii
Aq si Bg unde a=12,.. = P, o k=l eu Al si Bg.

Aplicand formula de cuadraturd (24) suntem condusi la o formula

de cuadraturi de forma

il =1

h n =1
(101) | £ 7(2) da= Y074 (@) Dy 2aPO@ + 3 A6 a
a =0 a=0

a=0
K'—1 k=1
+Z By f® '+ EB,& F R (B) + R
lB:ﬂ ﬁ=‘-'
unde restul R are expresia
b
(102) R= j ¢ () fEHHH ) () d

In formula (101) coeficientii A si B B sunt dati de formulele (93), (94),
C;; abscisele x;,

in care se inlocuiegtis i si & cu ¢ si K. Coeficientii /«, Bg, G

precum si functia ¢ (x) se determind asa cum s'a explicat la no. 5.
Formula (101) aratid in cazul j—k—o cd, dupd cum se pot deter-

mina constantele C;si absciesele x; astfel ca si avem formula lui Stieltjes

jh p'x) f(x) dz = ZC (=) +R

e arbitrare de gradul Imw—1,

in care restul R sa [ie nul pentru polinoam
B(s si absciesele X;, astfel

tot asa se pot determina copstantele Cj A7,
ca si avem formula:

=1 W =1

103) [ p(2) fla) dz = 3G+ (2)+ Y A f @)+ ) Bel P O+ R
5 7 =3, x Z ?‘% :

j=1
in care restul R sii fie nul pentru polinoame arbitrare de gradul
2n L'+ —1. :
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}'Jz Gﬁzzul C&,\fﬂﬂ l. —i—_v 0 Sl. é :|—0 ’0? LA .“]1’ arata Cd Se Midai P
Adda , .x 3 3 » ¢ A 4 g i Oﬁ?ze
L dauga !ﬂ' re?‘?neﬂiﬂ df?l mgmb? ul lflz dolzea ﬂl f(O?mu,JBi (103) te? mneyq .Z” I
] (¥5

= o
E Aof (49 (g) 4 B | Bg fHi+) ()
=0

p=0

-ustfel ca restul R si i ' :
2r 40t fﬂ+i'+k’—\1,m fie wul, pentru polinoame arbitrare de gradul

16. i i

Vom examina acum un caz particular al formulei (92), alegind
1

(104) p(x)=(x—0a)8~" (b—x)*—!

wunde 2 >0, > 0.

Vom scrie formula (92) sub forma:
b

(105) j(x-a)ﬁ—‘ (0—x)*~' f(x) dx
* i—1 k=1
= (b—a)*+8—! B(a (b— )ﬁ o), =
(b—apts B(&)[ZOMT,&—:‘(’(af+;)ws(bpf)ﬁ ) @) + B

‘wide* B (x, B, este functia euleriani de prima speti
I 3
(106) "B («,f)= j =t (1l —de dy
! v o . . s 0
sl vmtimaratua cd coeficientii Ny, pg sunt independenti de a si b
_gna.dgl i+-7'}':_ ion;;llg u(lﬂOS)‘deizie _verifioa;j:i _de_un po]jn();n arbitrar de
(105)1npe f(xg rflu (b—x)*+s un delsxm:”aocf'c 110161‘;1"—1—1- . A finlocuim in ecuatia
i (b de e :
em intdi al ecuatiei (105) vom avea de calculat integrale ide

forma
b
(107, s =j (x—a)p=" (h—zjoto=! diz
Introducind notatia luiu Appell
(108) =2l 2 A+k—1) [A(0)=1]
vom avea: :
(109) L e
7 («+B8, s) b=arteemBla6)

Tindnd seama d icientii
sistemul de ecuafii Hifeaargesm PR SRR Rt detemiag e
i—1
(110) Z 1V K (%htE)
ST T e e R

=0
De asemenea inlocuind in ecuatia® (105) pe f(x) cu (x—a)+trse deduce
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sistemul de ecuatii lineare

=1
o (Bt - 1
(111) :E;Ci"“yu_\r—fuﬁ—l-s,i—l'h) (=t =)

111), fiind independente de a si b, coeficientii %; §i
draturd (105) sunt indepenidenti de a gi b.

) cind a=0, si i—h, cele
dentice. Se deduce astfel ci

(G=01,...,k—1)

Sistemele (110), (
pp din formula de cua

17. In cazul particular al formulei (105
dous sisteme (110), (111) in (—1)/%; si p; sunt i
(=L)X =

si suntem astfel condusi la urmitoarea formuld de cuadraturi

(112) { te—a 02" 1(2) da

k—1

— (b_a’)m-l B (u, m) 'ZP‘” (b"'“_)f [f(")(b)—l—(——l)r I(r) (a)]—l— R

o ¢!

=0

tn care cocficientii p, sunt dati de ecuatiile lineare

=1
. _ (a EAR) Al 1
(113) :;;G;..Jﬂ,w—(f—ﬁ e (h=0,1,...,.k—1)

18. Din formula generald (92) se deduce un caz particular important
cAnd se alege p(x) = 1. Pormula care s obtine este cunoscuti sub numele
de formula lui N. Obreschkof£[2]. Integrala ecuatiel diferentiale
(114) oUHN) () = (—1)7+"

care satisface iconditiile (90) si (91) este
(z—a)t (—x)’

— = i+k
(115) ¢ (x) =(—1) (i+k)!
si formulele (93), (94) nc aratd ci
Ly aprte ey G

Suntem astfel condusi la formula lui N. O breschkoff[2].

b k=1 i1
- Ot G G G—a !
1) 5f(m)dx_§,(—1) e S PO+ Y G 1@

+ I | a0y 1 (@)

Cind i—k, formula aceasta devine formula Iui K. Petr[3].

a

3 — Studii si cercetiri
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=1

: : , : RN O L7 S VR
s Jraae= Y g S o gy o
W 1=0 =k y

= %}%‘j (x—a)* (b—x)* ¥ (z) dx .

Formula (105) in care coeficientii ) si pp au valori numerice inde-
pendente de « si b, determinate de sistemele de ecuatii lineare' (110) si (111)
este o generalizare a formulei (117) a Iui N. Obreschkoff[2]. For-
mula (105) nu numai ci-si pistreazi forma din ecuatia (92) din care
provine si ecuatia (117), dar si structura coeficientilor este aceeasi ca in
formula (117). :

De asemenea formula (112), in care coeficientii p, sunt dati de siste-
mul de ecuatii (113) si care sunt independenti de - @ si b, este o generali-

3

zare a formulei (118) a lui K. Petr[3].

3. Radicinile polinoamelor 0, (x) in cazul p(x) = 1.

19. S’a aridtat la no. 5, ci abscisele Xy, X5,..., %, din formula de
cuadraturd (24) sunt ridicinile polinomului Q,(x) definit de formula (30)
$i cd girul polinoamelor Q,(x) este ortogonal* in intervalul (a,b) fati de
functia p; (x) definiti de formula (27).

Se stie cd polinoamele lui Jacobi

:C—rz)“-“ b _m)l—?\ Ar

G Tl g T L

[(I-cc)"‘+"_| (Z?—.’.t.’}?"l'”_ll

unde 27> 0 i >0, iar simbolul (i, n) este definit de formula (108),
sunt ortogonale in intervalul (4, ) la functia (x—a)P=1(b—x\—! adici
avem

h
(120) j (z—a )= (b—a P VJ, (A 41 x) oy A p-1,p; x)de =0

pesru v == m.

Aceste proprietiti ne permit si precizim riddcinile x,, x,,..., x,
din formulele (24), (101), (103), in cateva cazuri particulare.

10. Sd presupunem ci in formula (24) avem p(x) = 1. In acest cax
abscisele x,, x,,../, x, din formula (24) sunt radicinile polinomului
lii Jacobi |, (i-tk4-1,i4-1; x).

Se stie ci in cazul particular al formulei (24) cand i =FE—0, adici
in cazul formulei (80) x,, x,,..., x, sunt ridicinile polinomului [ui
Legendre. J, (L ) -

2% Si presupunem ci in formula (24) avem

(121) P(x) = (x—a) B~ (b—x)o—!

unde « si B sunt numere reale pozitive.
In acest cax abscisele x,, x,,..., x, din formula (24) sunt yadi-
cinile polinomului lui Jacobi, J, S+ +ith—1, f+i;x). .
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In cazul i=k—0, adici in cazul jormulei (80), utinu.ciz.’ p(x) }z-ste dr}f{?
de formula (121) widicinile x,, Xy,..., X, sunt rdddcinile polinomului

; i a--B—1 Bax). : :
4 JS?OC.Ob}n_J“é('a:z‘ulBcﬁ.ndﬁp(x)) = 1, formula (92°) devine formula (117 a
lni N. Obreschkoff Am vizut ci din formula (92) se deduc formu-
lele ‘de cuadraturd (101) si (103). Deci din formula (1!17) a lui N.
Obreschkoff in care inlocuim pe i cu © si pe & cu &, vom deduce
formula de cuadratura

b n i—1 =1
w . w1
3 7y gt \ K e \ ik HB)
(121) Jff(;r) dz — §;r| C; /&0 () + >ml A, fUEHNFD (g) 4 > 0! Bg f G+ +B) (b)
@ =1 a=0 |8=

=1

=1
CEH (p—ay+ | N G =yt
+ Y e Tl g Y f0(a)+R
';b ( ’);:OJGT 1

CiRl (+1)! UL

in care westul R, este de forma

(122) R=— Jf b (x) F® (x) doc (N = 2n+i+k+i+k)

functia ¢ (x) fiind de aceleasi semn in tot intervalul (f"“b)' : . i
n 'formsu[(z (121) xy, X5,..., X, sunt rdddcinile polinomului lui
Jacobi J, G+Ek+4+E +1, A'+i+1; x). - ?
Tatd citeva exemple de formule de tipul (121).
Avem formula

(D—a)' R

(123) j f(x) dx = (b—a) f(a) +—5— 2 G f'(z;)+R

care se deduce din formula (121) ludnd i=k=0 si =1, }’=0. In aceastd
formuli restul R este nul pentru orice polinom de gradul 27, iar
Xy, X3 ..., X, sunt rdddcinile polinomului Iui Jacobi J, (2,1; x).

Avem formula

: = b—ua)? ‘% h
126 1@ az =" r@+ron -5 Y )R
1 i =1

care se deduce din formula (121) ludnd i—k=0 si i’:]ul'zl.
Restul R este nul daci f(x) este un polinom oarecare de gradul 22--1,
iar x;, Xg,..., %, sunt ridicinile polinomului lui Jacobi J,(3,2;x).

Secfia de Matematicd

a Filialz2i Cluj a Academiei R. P. R.
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KPATROE COLEPRAHUE
Hecroank) (hopMys MeXauudecKIX Kpagparyp
. B. HOHECKY

B sroit padore pacemarpmsaercs murerpax (1), B EoTopon p(x) NanEas
ROHETHAS M WHTErpHpyeMad (YUK HEOTPIIATEIBUAL B KOLETHOM I BaMKHYTOM
i §

upoyMesyrRe [a, b] 1 Takas, WYTOGH mTerpai 5 p(x) d OBLI 1IOTORUTEIBEHEM:

(1,,...,x,,b) OyAyunr kakmi auéo AexeHuenr UpoMeRyTEa (a, 1), 1A TACTITHELIX
upoyemyrrax (@, x1), (x1, a2) ,..., (x, , b), TpHCOCAMIsIOTCH (yHKRLLI o1 (),
92(x), ..., @t (xr) HITETPAINDE AHI()pEPEHIHATLHEX YPABREHIH (3) P TpARIIIEX
yerosuax (5), (6) m (7).

Taryy o0pasod Bl HmpuxoluM & EBafAparypHoit gopymyre (8), B Koropoit
roapmoments C;, A,, B, m ocrarounsiit wren R Maun oparyrasm (9), (10), (11)
(12). B qopnryre (12) ¢, ofosmavaer (hyHKOHI COBUAAAIOLIYID © cpl(:c)’ P2 (;c,)
Put1(x) B upomesyrrax {a, v1], [xy, a2], ..., [xn, ] ’ :

Bemr oy, 23,...,2, DACCMATPIBAIOTCS KK HCHBBECTILIC, TO BOSHIRAET
BOIIpOC, BO3MORHO TII X OHPEeTHTh TAREM 00pasod, 9T00L yAOBIETBOPUTE II
YCTOBHAN (23). Tarmr oGpasod Ml npuxoAmi & kBafparypuoii dopayre (24), B
KOTOPOHt 2y, X3 ,..., &y — PEAIbHBIC, OTTAUUBIE RKOPHIL I pACIIOM0:CHHEIE Memly
« u b wHorowrens (), (x) =0, Aaunoro goparyuoii (30).

Oyuruua ¢ (x), BIofAman B Bupaxeune (30) ocraroduoro wriena (OPMYIL
(24), coxpamser oeToSHUEIT 3HAK B HpoyemyTe (a, b).

B patore 1o No 10 wparro mamaraeres cayuaii i = 0, a moll No 11 — cayuaii
i=0, k=0. :

Ciywaii » =0 — cocraBisier upelyer MoApoGHoTo uayuelns, M TPHIXOAUM
K (lopuyre EBaAparypt (92), B otopoft (hyHEMus @ (x), BXOAAIIAL B BHIDAREITe
(95) OCTATOTHOTO wirena R, COXpAHST LOCTOSHHELI 3HAK B IpoMemyTEe (a, D).

JT0 CBOfiCTBO (hYUROWMIT ¢ (x) WLOBBOMACT TEPE3 UPMMEUCHTIe KBAApATypHOit
(poparyus (24) wammears kBalparypuyio gopyyry (101), cocrapisomyn pacupoc-
TpalueHme RiIaceirueckoit (opyyrs Stieltjes-a.

B padore 1ok No 16 maywaeres crygait, korfia p(x) Kan qoparyxoii (104). Mer
IpEXoAm K wBafparypunive Goparyras (105) m (112), seistmongmaes: 06o0Ime AT
oparyr (117) m (118), mpumafuemamme H. Odpemsony u It. Ilerpy. ‘

1o No 19 padors RoraswiBaercs B eryuae p(x) = 1,910 21, a2, ..., Tn —
kopHI mMuorogrena STwoom T, (i+/ +1, i+1; x). Tawke B dopmyre '(121,), “;r, :
Xpye0y Xy — KOpHI duiorowreHa I, GHA+v+1 +1, K +i+1, x). '
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RESUME
Quelques formules de quadrature mécanique
par
D, V. IONESCU

Dans ce Mémoire on considére l'intégrale (1), ot p (x) est une fonction

" donnée finie et intégrable dans l'intervalle fermé et fini [a, b], non négative

b
dans cet intervalle et telle que liniégra'e jp(m) dx soit positive.

(@, x1,e., %0 , b) étant une certaine division de I'intervalle (a, b), aux intervalles
partiels [a, x1], [x1, 22], ..., [%a , b] on attache les fonctions ¢y (x), 92 (), - - -,
@nt1 () intégrales des équations différentielles (8), avec les conditions aux
limites (5), (6) et (7). .

On est ainsi conduit & la formule de quadrature (8), out les coefficients
C;, A; et B, ainsi que le reste R sont données par les tormules (9), (10),
(11) et (12). Dans la formule (12) ¢ (x) désigne la fonclion qui coincide avec
les fonctions @(x), 92'x), . . . , Put1(x) dans les intervalles [a, x1], [x1, 22, .. »
[, 0] .

x1, X2, . . . , Tn 6tant regardées comme des inconnues, on se demande
si’l est possible de les déterminer de fagon & satislaire aussi aux conditions
(28). On est ainsi conduit a la formule de quadrature (24), les a1, X2, «o.y Tn
6tant les racines réelles distinctes et comprises entre @ et b du polyndme
Q, (x) =0 donné par la ‘ormule (30).

La fonction ¢(x) qui entre dars U'expression (30) du reste de la for-

mule (24), garde un signe constant dans l'intervalle (@, b). Au No. 10 de
ce mémoire on résume le cas i=0, et au No. 11 le cas 1 =0,%k=0.

Le cas n =0 fait I'objet d’'une étude détaillée. On est conduit & la
formule de quadrature (92) ou la fonction ¢ (x) qui entre dans 'expression
(95) du reste R, garde un signe constant dans Uintervalle (a, b). Cette pro-
priété de la fonction ¢(x) permet, par l'application de la formule de
quadrature (24) d’écrire la formu'e de quadraturs (101) qui constitue une
extension de la formule classique de Stielt]es. -

Au No. 16 de ce mémoire, on étudie le cas ou p(x) est donnée par
la formule (104). On est conduit de cette fagon aux formules de quadrz-
tures (10b) et (112) qui sont des généralisations des formules (117) et (118)
qui sont dues & N. Obreschkoff et K. Petr.

Au no. 19 de ce mémoire on démontre que dans le cas p(z)=1,
les 1,22, ...,%, de la formule (24) sont les racines du polynome de
Jacobi J,(i+k+1,i41;x). De méme dans la formule (121), les x1,
X3,...,%, sont les racines du polyndme ce Jacobi J, (i+Ek++E+1,

K+i+1;x).




