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UECKHME YypaBHEHMsA BbhIpakaiorcs (opmynamu (5). llanee paccmMarpuBAIOTCS
HEKOTOPBIC IICCTHYIOJIBHbIE THAHK HA PACCMATPHBACMBIX MOBEPXHOCTAX, MpHUEN
cemeiicTBa 9THX TKAHEH HBIAIOTCA MNEPECEeUECHHUsIMH KOOPIMHATHBIX IIJIOCKOCTEH
C HOBEPXHOCTRIO ¥ UX OPTOCOHATBHEIMU TPACKTOpUsAMH. [[JIs 9TOro MCMOML3YIOTCS

pesynerarel [Lobypase [3].

PROPRIETES DE CERTAINES SURFACES SPECIALES / (z) = /f(x) -+ g(»)

RESUME

Dans ce travail, 'auteur s’occupe d’une classe de surfaces du type (I), inter-
venant en nomographie. Elles comprennent, comme des cas particuliers, les s’urfaces
de rotation, les surfaces de translation et les quadriques. L’auteur détermine ensuite
les surfaces développables du type (1). En continuant, il examine quelques réseaux
hexlagonaux. gitués sur les surfaces considérées, les familles de ces réseaux étant
les intersections des plans de coordonnées avec la surface et leurs trajectoires ortho-
gonales. A cette fin, on se sert des résultats de J. Dubourdieu [3].
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FORMULE DE CUADRATURA CU NODURI EXTERIOARE

DE

D. V. IONESCU

Comunicare prezentati la Sesiunea Academiei R.P.R. din 27 septembrie 1957

in aceastd lucrare vom studia formule de cuadraturd cu noduri exterioare inter-
valului de integrare si vom face un studiu amdnuntit al restului lor. Vom face de
asemenea o comparatie intre marginile superioare ale valorilor absolute ale resturilor
din formulele de cuadraturd cu noduri exterioare si din unele cu noduri interioare,
din care va rezulta cii formule de cuadraturd cu noduri interioare tratate in aceasta
lucrare sint preferabile formulelor de cuadraturd cu noduri exterioare.

in lucrare se insistd asupra formulelor de cuadraturd cu noduri exterioare
care provin din formulele de interpolare ale lui Newton cu noduri in progresie
aritmeticd la stinga, ale lui Bessel si ale lui Stirling.

Dupi cum se stie unele formule de integrare numerici ale ecuatiilor diferentiale,
cum sint formulele lui Adams, Nystrém sau Stormer, se stabilesc folosind formulele
de cuadraturi, care provin din formulele de interpolare ale lni Newton cu noduri
in progresie aritmeticd la stinga. Discutia acestor formule de integrare numericd,
tinind seama de rezultatele acestei lucrari o vom prezenta intr-o altd lucrare.

§ 1. Formule cu noduri simple

1. Si considerdam integrala
b

e S p )/ (@) dx, 1)

unde functia f(x) este de clasa C™™™ fintr-un interval [o, ], care cuprinde intervalul
[a, b], adica functia f(x) este continud impreund cu primele ei n + m derivate in
intervalul [ « , P, iar p (x) este o functie integrabild pozitiva in intervalul [a, b] putin-
du-se anula in capetele acestui interval. La aceastd integrald atasim nodurile
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b

u

sl sd-i studiem restul.

La intervalele [xn, x,],..., [s, b] [oene—3
) . g L Am—1 5
o (x), ..., ol o [ Ppames (x) astfel ca sd avem

PB4 () — { 0 daci izFn 1
{ X) =

parfi generalizatd, si vom obtine

"]_"rz—l

€Ty,

+

Sl J)n-j-m\ r],)” {x)f'(u-Hn) (I) dx _iL

T

b

=G LR \(Pu-;-l (x) S0 (x) dx +

a

= f)% P1 (0.1 ) (x) dix +

- [(PE:i_:-lm -1) (.\:)ﬂ.\.)_@s::!—j»ln.fq (‘\,)jrr (.\_) o i n ] (= l)n+m—1 o

i?’ ,\l‘%, xa,l. <o X la dreapta lui b, in ordine cresciitoare si nodurile x,, x, X

) : 1 S Mgl s
\:- lslmga ui a, in -ordmtl:.descrescatoare, toate nodurile fiind cuprin’sezi,n 1'1-1l:e:rj—z
alul [, f]. Vrem sa stabilim o formuld de cuadraturi de forma

S PO)S(x) dx = Ay [ (%) + Ay f(xp) + ... 4 Ap [ Gin) +

)

+ ALf (1) + Az f () + ..+ A f(x) + R

X,] atasdm  functiile

p(x) dacd {=pn - 1 o
Putem scrie integrala (1) sub forma
Ln—1 a b
= (r+m) (- A % : .
! \ P () f(x) dx 4. .. +s @) (x) f (x) dx +Sq:at;ﬁ")(.\-)j'(x)dw
Ty, .'z', -1
J‘l 'T;Jl (4)
] S P (f () dx + . +§ QU | (x) f(x) dx.
b z)
Lm—1

L. R acar o a als H o r x
a fiecare integrald din formula (4), vom aplica formula de integrare prin

T [(Pgn-i—m—l) (.\T)f(.‘c‘) e (P(ln-i-m—‘_)) (\)/I (x) e 2 (7 [)Jt+r:r—l '191(,\‘.}){.{"_!""— 1) (x)j”n.—l oL

arn

-+

S (re+m—1 =N o A(n+m—2 A &
T DSOS (@) L (— Dyt g () e (] 4

,

b
e (._‘_) f.(ﬂ+ — U(I)] +
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[0 G ) — oD O D+ -+ (= DM, G f (x)jl‘a_

n+2
1

S (= 1)""""1& Priz (x) flr+m (x) dx +
b

mll:.
4 Q=0 () f () — A [ (D (DM g, ) S0 F
m=—1
T
+(— 1 ﬁ @i 1 (0L (). (5)
."”;n—-l
Daca alegem functiile @ (x), ..., ¢, (x) astfel ca ele sa indeplineascd con-
ditiile 1a limita
%1 (-'\-n) =0, (P:’l (xn,) == 0’ D (PI(H+m_2 (X") = 0: (6)
(PQ (x;ifl) =0 (-\'n—l)s (P?. («\'a.‘fl):cPi ('xﬂ-ﬁl)r'"a CPgH_m'g} (xnfl):(Pg_niFm_z) (xn—l)s
................................................................ (7
On (%) = On-1 (%), Pr (1) = Pr=1 (Fp)sers QLD (1) = P42 (xy)
ons1 (@) = 9n (@), @re1 (@) = 0p (@), P (@) = ofr+m=2) (q),
Pt (a) = ¢+~ (a) ()
@iz (B) = ons1 B), Pate () = Pns1 (B);..., oH" D (b) = (P(,:ff"'z) (b),
ptm=1 () = o0 (B) G
Pres (6)) = @npa (X)) Prts (1) = Qs (X1 - - O (x7) = "= (xy)
e e AR S SN W ), ah g R RREIR IO - B S )
l Ont+m+1 (x;nfl} = QOpnim (.\';,1_1), (P;ier-&-1 (-r;nfl) = '{J;J-F—m (—r;nﬁl) PR
SD(nr.:Fi:;FGZ) (om—1) = CPS?::::.L?Z) (¥n—1)
"Pn.-i-m—j 1 ("\.I’H) = 0‘ (P;z.—c—m 41 (:\’rfu) = 0 = LPS;:::‘:LE‘) ('rl’n) - 0’ (l ;)
atunci formula (5) se reduce la
b
Sp(.\')f(.\‘) dx = Ay f(x7) + Ay f(xg) + ... + Anflxn) +
a y (12)
" , ] " gy L R-tm " )
i Al f(:\’l) + A-_:g f{XQ) = e L) _" Am _f(xln) :ﬁ (7]) \(‘P(x)f (,\'} d“‘\‘-

“n

adicd am obtinut o formuld de cuadraturi de forma (2) in care restul R este nul cind
functia f{x) este inlocuitd cu un polinom oarecare de gradul n +m — 1.
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In formula (12), avem
An = - (P(ln.+1r2—1) (xn)
Ap—y = (P(IJH md) (xi-1) — (P._(anl'm_l) (xn.—l)

4 = Vm)  — gDk, ) (13)
&, =l gl
4‘-‘1;1271 = (PSJL-;;T—U (x;rh—l) ) (P(,:J:::.::“—[l) (xirnﬁl)
Ay =l (o)
In formula de cuadraturd (12), restul este
Zp,
m At+m)
= (=1 S'P "™ (o) i, (14)
mﬂ.
unde functia @(x) coincide pe rind cu o(x), os(x), ... ., Pppmpt (¥) In intervalele

[z, Xn—1l, [Xn—1, Xnealisang et x;u]-

o 2. Determinarea coeﬁcrergz[gr Ai 5i Ag. Pentru a determina coeficientul A;
in fqrmula £l2) vom mlosm J(x) cu polinomul P; (x) care se anuleazi in toate
nodurile afard de nodul x; in care ia valoarea 1. Avem

B (x— xp).o. (x — xi1) : (X — Xipa)is (6 — xp) _ (x—x1)... (x—xm) . (15)
O —xy)ocal—o-1) (6 — Xer) (i — %) (x:— x1)... (x; — xm) :
Polinomul P; (x) este de gradul n + m — 1. Atunci formula (12) da
b
A= S P; (x) dx. (16)
Semnul lui A, este semnul lui (—1)—1. Intr-adevir si observim ci daci
) . X — Xk
x € [a, b], atunici avem i >0, pentru k= 1,2,..., m; de asemenea avem
Xi — Xp

:
X — Xip X — 0%

; >0 pentru [=1,2,..., n—i; in fine avem
Xi— Xiyl X+ xj

=l D vy Pl

_ Deci polinomul P; (x) are semnul lui (— 1)"=% in intervalul [a,b], si atunci
din formula (16) rezulti ci A; are semnul lui (—1)-L ’

Pentru a determina coeficientul A4x din formula (12), vom inlocui f(x) cu poli-

nomul Q,(x) care se anuleazi in toate nodurile afari de nodul X, in care ia
valoarea 1. Avem r |

jQ;.-(x): (x'— Xg)--- (x'— Xr) (x = xi' )ess (X — X5_1) (x =] X.r’.-+1)... (x = X;n) .
O = X)Wk — X0) (X — Ad)ews (X — Akmt) (X — X 1)ene (65 —20n)

< 0 pentru

(17)

FORMULE DE CUADRATURA CU NODURI EXTERIOARE 49

h

Polinomul @y, (x) fiiind de gradul n-+m—1, formula (12) ne da

b
Ay = S Or. (x) dx. (18)
a
Semnul lui Aj este (—1)—1, Intr-adevir observdm ci daca x € [a,b] atunci
avem o >0 pentru i=1,2,..., n; de asemenea ‘avernx—,iiftt >0 pentru
Xk — Xi X — Xk41

X — xj

I=1,2,..., m—k; in sfirsit avem — =< Ohpentrulji= 12+ Kl
X — X5
Deci polinomul @y, (x) are in intervalul [a,6] semnul lui (—1)¥~'. si prin urmare

Apare semnul Tui (—1)1
Coeficientii Ay, Ay, ..., A, au deci semnele alternante, A; fiind pozitiv. De

asemenea coeficientii Ay, A, . .., Am au semnele alternate, Ay fiind pozitiv.
3. In formula de cuadraturd (12) restul R nu poate fi nul, pentru orice polinom

de grad mai mare ca m+n—I1. ¢
Intr-adevidr daci restul R din formula (12) ar fi nul pentru un polinom de grad
mai mare ca m-4-n—1 ar trebui ca formula (12) si fie verificatd de polinomul

P(x) = (x — %)™ (3¢ — x)%2 ...(x — Xn)™ (x"1— X (x5 — X)%2 ... (X — x)“r'n

unde o; > 1 si « > 1. In acest caz polinomul P(x) ar fi pozitiv in intervalul [a,b],
deoarece fiecare factor al lui este pozitiv. Membrul intii al formulei (12) ar fi pozitiv,

pe cind membrul al doilea ar i nul, ceea ce este imposibil. _
In particular rezultd ci nu poate exista o formuld de cuadraturd de tipul lui

Gauss cu noduri exterioare. : ‘ ;
4. Determinarea functiilor @y(x), ..., @uimy1 (x). Ecuatiile dlfe}'enpale .(.3)
impreuni cu conditiile la limitad (6). (7), (8), (9), (10), (11), determina functiile

P1 (%), - -« > Prtm+t (.’C). L - e e et g e
Tntr-adevir din primele n ccuatii diferentiale (3) si din conditiile la limita (6)

si (7) avem

(x Jim _\.R).l.—rme

k) =y
: R(”"r???“]}!

(.X — x")n:—m —1 . (,\' oo _\-n__l)n.+m—l
Y e n—1
(n+m—1)! (n+m—1)!

X ntm—1 XK n-+t+m—1
©n (x) = A (# n— l( " l)
(n+m—1)! (n+m—1)!
(Z.\' e xl)'“f”‘*‘
. (n+m—1)!

I
unde 2, %, ..., Ay sint 1 constante arbitrare.

@y (XY = s

(19)

+ A
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De asemenea din ultimele m ecuatii diferentiale (3) si di itii =
¢i avem ; ! (3) si din conditiile (10), (11) rezulti

(x,_“ x;’n)n-f-m—l
(n+m—1)!

(x o x"“)ui.mf 1

Prntm1 (x) = U

(X - 2 x”"_l)JH—mfl

DOny-m (X) = Um = Han—1
m+n—1)! (n + m—1)!

.................................................................. (20)
X—Xm Ti4-m—1 L n+4+m—1

Dn+2 (x) = Hm (7)‘ —+ m—t (¥ — Xm—y)" = e T
(m+m—1)! (n+m—1)"

— xytm—1
" (X x])! in

,
: (n+m—1)!

unde [y, P, ..., Em Sint m constante arbitrare.
Din conditiile la limitd (8) si din a n+41 ecuatie diferentiald (3) rezulti ca

T

[ s n-Fm—1 Yy \HFT— - - \f+-m—
r_P_"+1 (_x) — S(—S)_ p(ls') zlf'_g _I__ ?\” (J\—:}iﬁ_l A‘L el Y M: (21}
(n +m—1)! (n+m—1)! ; (n+m—1)!"

a

a SCI‘HI:Id in sfirgit ca si cqnditiile (9) sint verificate din ultima ecuatie (20) si
in ecuatia (21) obtinem un sistem de #n+m ecuatii cu n-+m necunoscute A, 7\2'..:

Ais s Ws, ..., Um care determind aceste necunoscute. Acest sistem este
b
Uy o — N — e = Sp(s)ds
a
b —xi b—x; b—x -
0 o b : X 5 ) —Xq > b*x”
44 i = o o= I 1 ] 7 = e =G —;] I = S])(S)(b -—.S')CIS

a

= BATE N TR | - \n+tm—1 - i in— ‘
:1-1 ( AI) | + --.+[J-m_(b'\- M) =) 1([)7 _‘\1) 4 l‘ == = I ("b_'j—xn)nTm_‘—'l —
(n+4m—1)! (m—+n—1)! (m+m—1)! (n -+ m—1)! -

b

= \p(s)(b — syrtm=L1 g

o
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sau

- fi

t + o P — N —e.— M = Sp(s)ds
[
[

[le} e — MX; . — Ay X = \ p(s)sds (22)
'h
b

uix;n-|-m4]+ s I !me;::{—u—i_hl_‘::i‘%‘;n—L_ e et ;\nx::+m—1 - Sp(S)Sn+"l_1£ZS.

n

Determinantul acestui sistem fiind determinantul lui Vandermonde al nume-
£elOr X1, Xo,...; Xy Xy Xoserrs Xn este diferit de zero si deci constantele Ay, Ay e Mn
$i fy, Wgye., Um sint perfect determinate.

Interpretarea coeficientilor Ay, Agyeees Any s Poyenos B Derivind de n+m—1 or
ecuatiile (19) si (20) avem ecuatiile

(Pl(n4‘JrA—1) (x) = An

(23)
(Pz(ner—l) (X) = }\n Sl 7\“71
:_;rfln--i-mél) (x): Yo b Wyt "i" - )\1
PV () = + gt .o F B @
Ptm=1) (x) = pp + Ug -+ -+ . +
!“P;(!:l-l-—t;;*ﬁl) (x) T u’m—l + (J'm
CPH:E:::IJ:II) (x): p'm 2
Tinind seama atunci de ecuatiile (13) se deduce ca
n=—An, M-t =— Ant, .00 M= — Ay, (25)

’ 7 .
L — Am » Bm—1 = Am—l yeery 1= Ay

Deci coeficientii Ay, Agyers Ans gy Bayeees Wm S€ leagd de coeficientii din formula
de cuadratard (12) prin formulele (25).

Sistemul de ecuatii liniare (22) este rezolvat de la sine dacd tinem seama de
ecuatiile (25) si de formulele (16) si (18).
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5. Polinoamele ¢, (x), ¢, (X),..., Primyr X) afard de o, 1 () sint de gradul
n —I—J?I_—l. Daci tinem seama de formulele (23), (24) si apoi de formulele (25), va
trebui sd demonstrdm cid sumele
By — A4y
Bn.~1 b= An- SiE Au~1
Bl B An + An—i + wen "‘ Al
BJ’r.-. = A;u
B;n—-l = A;n == A;n—l

(26)

Bl = Am A Am—1 ¥ o A
sint diferite de zero.

dSé considerim polinomul de interpolare {; (x) care satisface la urmitoarele
conditii.

Pi (xn) = 1, 45 (xn—1) = Loueo, @5 (tnjpr) =1,
Y5 (4n—i) = 0, {5 (Xn—j—1) = 0,..., ¥j (%) = 0, 27
Ui (x1) = 0, 45 (%2) = 0,..., §; (xm) = O,

unde j este unul din numerele 1, 2,..., n.

Polinomul §; (x) este de grad cel mult n-+m—I[. Sd demonstrim cd el este de
grad efectiv n+-m—1.

Pentru aceasta sd aplicim teorema lui Rolle la intervalele

[%n, Xn—tly-.., Bn—jiesXn—isily [n—is Xa—jetlseoss [Xm—1s Xm):

De_oar’ece polinomul ¢; (x) ia valori egale in extremitatile fiecdrui interval, deri-
vata lui ¢ (x) are cel putin un zero in fiecare din aceste intervale, adici derivata
i (x) are cel putin n+m—2 zerouri reale si distincte. Dacd polinomul {; (x) ar fi
de grad mai mic decit n+m—1, derivata lui §;(x) ar fi de grad mai mic decit
n-+m—2, si avind n--m—2 zerouri distincte, ar urma ca ea si fie identic nuli. In
acest caz ar trebui ca polinomul (;(x) sa fie o constanti ceea ce este imposibil, deoa-
rece {; (x) ia valoarea 1 in punctul xy si valoarea zero in punctul xj. Deci polinomul
Yi(x) este de gradul nt-m—1.

Polinomul ¢; (x) are un semn constant in intervalul (x;, xi) si deci in intervalul
[a,b] care este inclus in intervalul (x;, xi). Si demonstrim ci semmul lui ;i (%) in
intervalul (xy, xi) i deci in intervalul [a,b] este semnul lui (—1)+—1, o

Pentru aceasta vom observa cd in intervalul [x,_j.1, x,—;] derivata q;, (x)
péstreazi un semn constant, deoarece t"J] (x) are un zero in intervalul (xp—jz,
Xn—j+1) si primul zero care urmeazi dupd acesta este in intervalul (Xn—;, Xo— j—1).
Dreapta care uneste punctele de coordonate (xp_j 41, 1), (xu—j, 0) are coefici-
entul unghiular negativ. Atunci conform teoremei cresterilor finite, existi in inter-
valul (xn—j41, *¥a—j) cel putin un punct unde derivata lI/} (x) este negativa. Se
deduce astfel ci ¢; (x) are semnul negativ in intervalul (Xu—ji1, xn—;) adicd poli-
nomul ¢; (x) descreste in acest interval. Atunci rezultd ci ; (x) este negativ in
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—_

intervalul (Xn—j, Xn—j—1), pozitiv in intervalul (xn—j—1, Xn—j—n); - bl CA

intervalul (x;, x1) are semnul lui (=1)""
Daci in formula de cuadraturd (12) inlocuim functia f(x) cu polinomul t,!JI.(.\'),

din cauza conditiilor (27), avem

b

S p(x) (IJ}. F)do=dp+ A+, g

a
insa polinomul {; (x) pastrind un semn constant in intervalul [a,b] si anume semnul
Wi (—1D"7, rezultid ci suma Ap -+ An—1-+ ... + An—jy1 este diferitd de zero i

are semnul . lui (—1)"".
Cu aceasta am demonstrat ci polinoamele ¢,(x), ¢3(X),. . ., Qu(x) sint efectiv

de gradul n+-m—1. e

fn mod analog se demonstreazi ci polinomul 0, (x), care satisface la conditiile

H’ (X,;,) e 1, et (x;n,—I) = 1, P el (x:n—l-l—l) S la
0, (xm—1) =0,..., 6,(x1)=0,
0,(x)=20,...,9(n)=0,
este de gradul efectiv n+m—1 si cd semnul lui in intervalul (xy, x1) si deci in inter-
valul [a,b] este semnul lui (——l)m‘!. Inlocuind in formula de cuadraturd (12),
functia f(x) cu polinomul 0, (x), se obtine
b

S (00, (W)dx = Ain + Ancs .+ Ainriss

a
de unde rezulti ci sumele Ay + Am—1-+ ...+ Am—1y1 sint diferite de zero §i au
; e '
sernul lui (—1)" 7, pentru 1=1,2,...,m.
Se demonstreazi astfel c¢i polinoamele @nimi1 (X), Pnim (X)sees Patz (X)

sint polinoame de gradul efectiv n-tm—1.
6. O teoremd asupra reziduurilor unei funcii rationale. La punctul 5 s-a demon-
strat ci polinomul de interpolare ), (x), care satisface la conditiile (27), este de gradul

efectiv n-+m—1. Aceasta ne conduce la urmitoarea
Teoremd. Fiind datd functia rationald

1 Ay A, An
= i i o
(x—x;) (x—2)..:(x—xn) x—X% X—X X—Xn
unde X, , Xo. . .. Xn Sint noduri luate in ordine crescdtoare, iar Ay, Ay, ..., An, sint

reziduurile ei relative la polurile x;, Xy, ..., Xn, sumele Ay+As+ ... A sint diferite

; . —1 .
de zero si au semnul lui (—1)""", pentru i=1, 2, ... n—1.
intr-adevir, dacd se considera polinomul de interpolare Ak (x) care se anuleaza
in toate nodurile x;, Xy, ..., X» afard de nodul x; unde ia valoarca I, avem

(x —x7) ... (x—x0—1) (6 —Xp41) o (X ﬁxi) e g

(.\‘r,- -"Xl)... (J(f.- = x,‘.-_l) (.\‘j.— = .\‘}g}_}) (.\‘,'c -—,\‘n)

T (x) ==
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Polinomul
E(x) =h (x) + Ay (X) + ... + 5 (x),

adicd
B(x)= (4 + Ay... + A)x"1 4 ..,
satisface la conditiile
hi(xp) =1, 8@)=1,...h0) =1,
A (xi41) = 0,0y b () = 0.

Rationamentele fdcute la punctul 5 pentru a demonstra ci polinomul 411.(x)'

este de gradul efectiv n4-m—1, sint valabile si pentru polinomul A(x). Deci poli-
nomul #A(x) este de gradul efectiv n—1, adici sumele A;-+4, -+ ... + A; sint dife=
rite de zero. Pentru a gisi semnul lui A; + A, 4 ... +A4; se observi ci in intervalul
[xi, xi41] polinomul A(x) descreste de lIa 1 la 0, apoi in intervalul [x;—y, x;] poli-
nomul /(x) are un maxim, in intervalul [xi_», x;—4] un minim, ... si asa mai
departe, in intervalul [x;, x,], polinomul 4(x) are un maxim sau un minim, dupi
cum / este par sau impar. Rezultd cd in intervalul (— oo, x;) polinomul A(x) creste
sau descreste dupd cum 7 este par sau impar, adicd dupi cum (—1)° este pozitiv
sau negativ. Tnsi in intervalul (— oo, x;), polinomul

h(x) = (A + Ay + ... + A;) ¥ + ...

creste sau descreste dupd cum (4; + A4y + ... + A;) (—1)" este pozitiv sau.

negativ. Deducem astfel ci semnul lui A; + A, + ... + A; este semnul Iui (—1)"¢.

7. Forma curbei y=uo(x) in intervalul [x,, x;]. Functia o(x) care coincide cu
functiile @, (x), ©3(x), ..., Pnyms1(x) in intervalele [xn, Xn—il, [¥n—1 Xn_a], ...,
[Xm—1, Xm ] este continud in intervalul [x,, xp], impreund cu derivatele ei succe-
sive pind la ordinul n-{m—2, iar in intervalul [x,, xi] functia f(x) este continui
impreuni cu derivatele ei succesive pind la ordinul #n + m —1. Aceasta rezulti din
conditiile la limitd (6) — (11). Vom demonstra urmitoarea

Teorema. Funcfia y=o(x) are un singur extrem in intervalul (xn , xn) care
este un maxim dacd n este par sau un minim dacd n este impar.

Intr-adevir sd presupunem cd functia y=@(x) ar avea doud extreme in inter-

valul (xa, x,), adicd derivata ¢'(x) s-ar anula in doud puncte &,, &, din intervalul.

(%, xm). Tinind seama de conditiile la limitd (6) si (11) se deduce aplicind succesiv
teorema lui Rolle cd derivata ¢+m=2) (x) s-ar anula in n+m—1 puncte distincte
71> Tgsees Nntm—1 din intervalul (xn, Xi,) pe care le presupunem ci sint asezate in ordine
crescatoare.

Punctul 7; nu poate si apar{ind intervalului (x,, X,—1], deoarece s-a aritat cd ,(x)
este un polinom de gradul efectiv n-+m—1.

Punctul v, poatefi situat in intervalul (xn_i, X,—s], insi in acest caz in intervalul
(Xn—1, Xu—2] nu poate fi situat alt punct ,. Intr-adevir, daci in intervalul (xn_1, T |
s-ar gisi punctele 7, si 7,, atunci, aplicind teorema lui Rolle, ar urma ca derivata
@*+m—1) (x) si se anuleze intr-un punct din intervalul (7, 7,). Aceasta este insd
imposibil, deoarece s-a demonstrat (la punctul 5) ci polinomul @,(x) este de
gradul efectiv n+m—1, ;

In mod analog se arati ci in fiecare interval (xp—sa, Xn—3], 1., (Xg,%4], (¢p,4] nu
se poate gisi decit cite un punct g, Nn—2, Mn_1.

11
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in mod analog se arati ci in intervalul [x,—y, Xm) nu se giseste nici un punct
4, iar in intervalele succesive [Xhe—2, Xm—1), [Xm—3s Xm—2) ..., [b,X;) se gdsesc numai cite
un punct Maim—1, Nntm—2se.Mnt1. L

Rezultd cd in intervalul (¢, b) se mai gidseste un punct ¥p. -

Si considerim acum functia @(x) in intervalul (x;, x;). Ea este continud in
acest interval si are derivate succesive continue pinejl la 01'din.ul. n-+m—1 (condi-
tiile (8) si (9)). Derivata p+m—2)(x) se anuleazd in trei puncte distincte v]nﬁlz)e (x1,al,
M € (@,B), Nnr1 € [b,x7). Atunci aplicind teorema lui Rolle la functia cp(”+’”i ‘(x) si lzj
intervalele [n—1, Nnl, [Mrs Mn 4], se deduce cd derivata o*+m—1)(x) se anuleazd in doui
puncte §;, G, distincte din intervalul (xix0): Punctul ¢, nu poate s apar{ind inter-
valului (x,, @) cici in acest interval ¢(x) este un polmom‘de g}‘adlvll_ehfectw n+m—1.
De asemenea punctul {,, nu poate sd apartind intervalului (_b,xl) cdci In acest mterv?l
@(x) este un polinom de gradul efectiv n+m—1. Deci .punctele G S1LG, aparfin
intervalului [a,b]. Functia o (x), avind in intervalul (a,b) _der_wata o +m(x) continui,
se poate aplica teorema lui Rolle la functia ™1 (x) sila intervalul [a,b]. Se deduce
ci derivata ¢(**™(x) ar trebui si se anuleze intr-un punct ¢ din intervalul (a, b),
ceca ce este imposibil cdci in acest interval avem q(*+m) (x_):p(;g).' )

S-a ajuns astfel la o contradictie, de unde rezulfté ci este imposibil ca functia
y = @ (x) sd aibd doud extreme in intervalul (X, JL:,,,). ] }

Deci functia y = o(x) are un singur extrem in intervalul (xn, xm). Observam
ci semnul lui y = ¢(x) in intervalul (xn,Xn—1]

(X"— xn)n,-i—m—l == (x can xn)n+m—l
e ETE "tm—1)!

este dat de semnul lui — An. S-a aritat ci semnul lui 4, este semnul lui (—1)*~1. Deci

semnul lui @(x) in intervalul (xn, Xa—1) este serpuul lui (#I)"‘. §
Rezulti ci functia y = ¢ (x) are un maxim in intervalul (x,xm) daca n este par,

si un minim dacd n este impar

X, X, O b x Koo
5 ; : —\/—4
¥, X, a (3 4.7 Xm
nper nimpar
Fig. 1

Forma curbei y=q(x) in intervalul [x,,x5] este datd in figura 1, dupa cum »

este par sau impar. _ Sy
in cazul cind n=1 si m=1, forma curbei y = ¢(x) este datd in figura 2.

8. Restul in formula de cuadraturd

(12). Este dat de formula (14), adicd %= : SR
T ; ?
R (7])n+m S‘P(x)f(nm) s '
z Fig. 2

i
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unde stim ci functia (x) pastreazi un semn constant in intervalul (xp,x7,). Functia
Ax) fiind de clasa Cn+m, putem scrie

R {7])711-::! f‘"“""’) (g)S o (x) d.\‘, (28)

'n

unde &€ (xn, xp).

Integrala din formula (28) se calculeazi din formula de cuadraturi (12) inlocuind
pe f(x) prin

fx) = miadipn (¥ —=X)(¥— Xp)...(X— X)X —X])(x— X0 (X —XL).

(n+m)!
Vom avea
b Zny
I R
m Sp(x)(xA‘,)...'(x—.rn)(xJ\', Yoo (x—xm)dx=(—1)"" gcp(x)dx,
+m)!
de unde se deduce ci
L (_[)n 4 : :
S ¢ (%) dx = m S PN — %) (5 — X )y~ 3 — xX)dx,

astfel ca formula (28) devine

R=(— 1" 1f"™ ), (29)
unde / este un numdr pozitiv, care depinde numai de nodurile X5 W5 DO Ky
si anume

b
JeEa
(n + m)!

a

(%) (x — %), .. (X — xn) (X1 —~ X)..... (xi — %) dx. (30)

Daca notdim cu My, marginea superioari a lui |/@+m) (x)| in intervalul
[Xn, xn ], atunci din formula (29) rezultd ci vom avea urmatoarea evaluare a valorii
absolute a restului R,

J R I < (g oo iy 2 N ) (31)

unde o (Xn,...,x,) este o margine superioari a lui | R|, definiti de formula

e Criiyie e o5 x;n) =IMyin (32)
Consecintd. Dacd se iau alte noduri exterioare M5 ou o X et o x." astfel ca
b Xepentruk =1,2,... . n 8 x; > X; pentru i = 1,2, ..., mfird insd sd existe
egalitate pentru toate valorile lui k si ale lui i arunci pentru marginea superioard

P’ (ol 5 vy x.") a valorii absolute a restului R*. vom avea

(33)
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intr-adevir, avem

’ ™
P. (x:l Saratia xn:) y= M::-—{-m [n+m’
i éribari a lui o+ in intervalul [x, x*], iar
unde M, este marginea superioard a Tui | £+ (x) | in inte Ei iy
.
r* z_—Ll——S(x o IR (x5 — %) ... (x; —x) dx.
(n -+ m)!

a

Tinind seama de felul cum au fost alese nodurile x; si x;°, avem
! ’ 3
(x —x3).. (x =) —x)....(x, —x) >
(x—x)...(6—x)(x; —%)...(x, — %)
de unde rezulti ci I*>I. Pe de altd parte M, > M, . si deci

M;_}_m I. = Mn—l-m [

adici avem inegalitatea (33). 5 ; ) ' y
Deci, nit avem interes sd deplasdm nodurile xy, X, ..., X, spre stinga §i nodurile
’

A s == i 5
: : o ici il t caz marginea superioard o (Xn, ..., Xm.
Xys Xgy wees Xm SPrE dreapta, cdci in aces 4

cregf;: Formula de cuadraturd a lui N. Obrechkoff [3]. Se cunoaste formula de cua-

dratura

a

Sp (Of () dx = Ay (@) + ALS* () - . . + A SO (@) +

(34)
Y -+ Buf(_b) -+ Blf' b))+ ...+ Bn- f(m--l] (®) + R,
numitd formula lui N. Obrechkoff, unde restul R, este
b
n m p(n--m)
S )(x —a) (b—x) [ (x) dx.
Biegt= (n -+ m’)!s P )
Mai putem scrie :
(n+m) s m .
R = 1yl g (- 0y 6 0" (35)

(n -+ m)!

unde &, € (a, b) Yoy I - )
N(()Jtind cu M., marginea superioard a lui |f( ) (x) | in intervalul [a,b], si cu

h .
I, S p () (x — a)' (b — x) dx (36)

@

vom avea urmitoarea evaluare pentru | Ry | _
37
| Ry | < po (a:h) (37)
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unde p, (a,b) este o margine superioard pentru | R, |, definiti de formula
olas B) = Mpon I;. (38)
10. Comparatie intre marginea superioard p (x x ) a valorii absolut
: i alor olute o

m

restului R din for caturd ; :
din formula de cuadraturd (12) si marginea superioard py(a,b) a valorii abso-
> E -

.’Uf(:’ a i"é’Sl'H]I. ] i / a b d
{1 Ru L’l’IH OI'J?H,![(I de cuad' 7
/ ! . raturd (34) ]t i Obr a
- . : i / ; ! [ LUl rechkoff. Sa monstram
a IOI weare cai ﬁ. m’egetm HO(IL«'J'J[OJ' exterioare Xx. X NI ot ff ; ) Stl'
Sliisian 1o+ Xn S X1, ...,Xn, Avem ine-

e el
Intr-adevﬁr, avem P Xm) > py (a,b). (39)

x S .,‘ 2 - 4 ¢
| . ( g X))o (x—20) >(x — @), (x1—%)...(x0 — x) > (b — x)™
si deci, tinind seama de formulele (30) si (36) avem
LR I>T
e a =
> aiiié;uﬁ?l te, dM,;j. e M'rfﬁ_m, vde unde rezultd inegalitatea (39)
s S dO Ea ;ca este posibil si se aplice la functia f(x), formula 'd’e cua-
et i ‘rcf' koff, este preferabil si se foloseasci farmu!a de cu d ] i
. Supef'; ccy_jf, dfm jornmfa)de cuadraturd (12) cu noduri exterioare, deoar gcéamm
£ ‘ioard e (Xu , ..., %xm) a lui R din formul, aturd (12) 0
2l er Xn s« - Xm . ormula de cuadraturd (12 j ]
ecit g;c:,iu}f’a .;Srpeiwaa d pyla.b) a h'u | Ry | din formula de cuadmtm'(d a)lzjrggﬁgéh?:ii?
jntervalululli) (.Y ac;: ;e Ji]j‘;)g nodurile x, — 2h, x, — 3h, si x, -+ 2h X+ 3h exterio‘!;i{;
Xo— B, , av at 1 : |
i D em urmatoarea formuli de cuadraturi

h

Sf(x)dx: = 26[ f (0 —20) 41 (% + 2] — 1L [ f(x— 3h) + £ (xy + 3WV - R, (40')

Zy— h

unde restul R este dat de formula
xy--3h

R S ¢ (x).STV(x) dx
functi ' 3 g ‘
ia - 5 )
¥ t?(-x) fiind eg&la cu o (x)s Ds (x), @y (x)} ©4 (x), ?s (x) n interva]ele

[ *3]1.,:( —2h], —2h. x, — il
A 1, o — 2, Xo — h, [0 — b, X0~ B), [0+, X0+ 2h,] [3tg -+ 25, % - 3H).

l _ L
0, (x) = T{JIM,
5

: 3
g () = Mg =X £ 3HP (5 — 2o+ 2R
; 15 3! 51 ’
= | 4
ou() =E =Xt A 11, (e —xo+ 3R 26k (x— o + 20)°
41 15 31 Pl tieaiok
vu(x) = — UBG— 00 —38)° | 26k (x— 30— 20)°
2 3 15 31
ae ) e LR G XaEn 30
15 g

59
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O evaluare a lui |R| in formula de cuadraturd (40) este dati de

|R|~§p(x0~3h,...,x0+3h),

unde
o (g —3h5- s oy %+ 3=
Lo+ 3R
= % (x —xo+ 30 & — %+ 2h) (x — xg—21) (x — Xp — 3h) dx.
" z,—3h

Calculind integrala din membrul al doilea, se obtine
239

— 3h,., 3h) = — Q h)° M, 41
p(xo xy + 3h) 2880( > M, (41)

Daci se considerd formula de cuadraturd a lui Obrechkoff (34) pentru n=
si m=2, care s reduce la

2

Zy+h

S F)dx = RLf (e -+ h) +f (oo — W] = i;; [ Go+h) = o — W]+ Ry (42)

@—h
avem
Zot-h
R, = % (x — x5+ BP (x — x0 — B2S ™) (x) dx.
: Zo—h
Vom avea
‘RokéPo(xo — h, xo + h),
unde
Z,+h
MO
po (X — Xy +h) = 4—'4 S (x — %o+ (x— xo— h?) dx.
’ @g—h

Ficind calculul integralei din membrul al doilea, avem
4
xy — h, %y + h) = — (2h)° M}. (43)
Pa (X0 0 ) 2880( ) My

(%o — 3, ..., X + 3h) ale lui | R| din

Comparind cele doud margini superioare
h) a lui | Ry| din formula de cuadra-

formula de cuadraturi (40) si py (Xo — /1, Xo +
turd (42), gasim
A 2
p (xg— 3, .. x0+3h)=_3_9]i,_4'%>2i9“ (44)
Po(xD—'—h,xO‘l"h) 4 M.1 4

(x5 — 3h,..., X + 3h) este aproximativ de 60 de ori mai
ce si socotim formula de cuadra-

Inegalitatea (44) aratd ca p
mare decit pg (Xo — A, Xo -+ h) ceea ce ne fa
turd (42) cu mult mai preferabild decit form

ula de cuadraturd (40).
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L. Comparafie intre margi oard
arginea superioard p (x, — 3 h,...,x, + 3h s ;
. I / ‘ a lui |
gr;;mula (l? cuadraturd (49) §L marginea superioard a valorii ,alfsalute)a rez.:;t;lf', j{ﬂ
e formule de cuadraturd. Si considerim pe lingd formula de cuadratura (40)lfoi'”

U]EL d u ratura ! “I"h 1 oatu
m B8 C a(l at I a ILI] SlmpSOl'J care th]llzeaza ]l()d I l]e X X
u 0 h, 0 Sin d I

To-Lh
= ¢l
S S ) = 1 (o — ) +4 1 i)+ £ + W] + .. 45)
rg—h
Se stie ca
A | Rs | < s (g — b, x4 + H),
) M}
ps (Xg — A, 2 h) = —%
0 Xo + h) 2880 (217)5- (46)

Pentru formulele de cuadraturi (40) si (45)
e ar . S ,putem compara marginil ioare
p(xy—3h,....xo+3h) si ps (xo—h, x,+h) date de formulele (41) sig(146f %?nin;\?;;

p(xo—3h,..., xy + 3k) M
el e IR S e A
S 239 M > 239, 47)

De asemenea d i a de Tl €rioa
daca C()I]Sldel'clm fOJ‘mU 1
. : ] Cuadl'atura cu ]'lDdLI 1nterio: I'C,

To-+h
S J ) dx = . [625 f(x;) + 916 f
o e 1 S (%) + 625 f (x,)] + R, (48)
unde I
s 19 1
K= X = 531'1, x2:xﬂ+2%ia

$-a ardtat ci

unde IR < p" ey — B, x4 1),

/ M
P —hoxpy )= %,
0 0 5880 0,07679 (2h)5. (49)

riourie;é:_u_f(})zmu]f:‘](j_gif c_ua(rirﬂtur{l (40) si (48) putem compara marginile suﬁc
X seesXo+30) 1 p"(xXg—h, x,-+h) date de formulele (41) si (49). Vom avea
p(xo—szﬂ....xo—}—:H:)m 239 M,
o' (o—"hy X +h)  0,07679 M°

Formulele (47) si (50) arati net vtajul fi ‘
E S ¢t (50) aratd dezavantajul formulelor de cuadraturd ¢ 2
exterioare, [ald de formulele de cuadraturd cu ﬁon’ur;(f:z;e.v['r'ﬁ;c;:;ad’(m”a i

Exe ; i :
. doj]e;nq?l?érmmﬁﬂju a[lfmmulcl dc.cuadra@urﬁ (40) si numerele mari din membrii
i mulelor de comparatie (47) si (50) ne fac sd studiem sistematic mar-

=32, (50)
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ginile superioare p (Xn, ... , Xm) ale valorii absolute a restului din formulele de cua-
draturd cu noduri exterioare. In special vom studia resturile formulelor de cua-
draturd care provin din aplicarea formulelor de interpolare cu noduri echidistante.

12. Cazul m—0. In cazul cind toate nodurile exterioare sint de o parte a lui a.
sau de o parte a lui b, de exemplu la stinga lui a (m=0), formula de cuadraturd (12)

devine
b

b
S.f(x)dx—Al [G)) + Ay f(x) + oo + Anf ) + (= 1) Scp(x)f""’(x) dx (51)

4’lln

‘unde functia ¢(x) coincide pe rind cu functiile ¢,(x), @ (X),..., Pr+1 (x) in intervalele
[%ns Xn—1], [Xn—1, ¥n—3}, ... [a, b] care sint integralele ecuatiilor diferentiale

0 dacd i=En + 1

1 dacd i =n + 1

o™ (x) = {

si care satisfac la conditiile la limita
0y (%) = 0, 01 (xn) = 0,..., "2 x, = 0,
9z (X¥n—1) = @1(Xn—1), @3 (¥n—1) = 1 (Xn—1)eers o (xp—1) = " (¥n—1)
Pn (51) = a1 (%2), On (X)) = Pr—s (), -oer P (37) = 7P (1),
Pntt (@) = ¢n (a), Oni1 (@) = on (@), ..., 9" P (a) = ‘rpS;"”'z) (a), 91 (@) = ol Na).
onst (B) =0, Ghr (B) =0, ..; 6*=0 (B) =0.

Se arati ca la punctul 2, ca in formula de cuadraturd (51), coeficientii

Ay, Ag,..., Ap au semnele alternate, 4, fiind pozitiv.
Se aratd apoi ca la punctele 4, 5, §i 7 cd forma curbei y=¢(x) in cazul n>2

este cea indicatd in figura 3.

‘/\ o g 2 el
. f" 3 = \ﬁ) \_/
n G @ imgar

Fig. 3

Cind n = I, formula de cuadraturd (51) se reduce la

b b
Sf(x) dx = (b—a) f () __S o () @) dx.

2y

unde curba y = ¢ (x) are forma din figura 4.
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Cind n =2, formula de cuadraturd (51), se reduce la

b b

S ) e [( - g ) £ G — (“ = b —xl) 5 (xz)] B Scp(x) @)

Xy — Xg

;]

@

unde curba y = @ (x) are forma din figura 5.

Xy a b
1]
i
|
i
]
i

'
1
I
i
)
I

—_

Fig. 4

Se aratd ca la punctul 8 cd restul in formula de cuadraturd (51) se poate scrie
sub forma

' (£)

~
1
—

R (x—x;) (x—xp)... (x —xz) dx,

n!

R

unde £€ (x,..b). Rezulti ci o margine superioard, pentru |R|, este
b
M, :
o —“S(x—xl) (o= 26y . (r—ixn) %)

nd
a

P (HnisonnsXy)

unde M, este marginea superioard a lui | /¢ (x)| in intervalul [x., b].
Cind nodurile x;, Xy,..., Xu s¢ deplaseazd spre stinga marginea superioara

oilon, = ) weteste:
Daci se consideri formula de cuadraturd cu nodul ¢ multiplu de ordinul n,

b

nS )2 __m\n
Sf ) = 2 1 ? (@) + _U’z—:’)f’(a) e (b_"’)f(n—n @)
! n!
(43 b
Ao
: n!

a

restul ei, in valoare absolutd, are marginea superioara
1
= (b=—a)** 0
(n+1)!
unde M2 este marginea superioard a lui | £ (x)| in intervalul [a, b].
Oricare ar fi alegerea nodurilor xy, x;,..., Xp, avem
o (Xniy - iy =00 (@, D)

Po ((?, b)

nos
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Exemplu. Dacd se considerd intervalul (x,—h, x,-+h) si nodurile Xq—2h, xq—3h,
Xo—4h, x;—5h, avem formula de cuadraturd
29+h

Sf (%) dx = 2—1 [64 f (xy—2h)—131f (xy—3h) -+

L T (52)
100 1 (g — 4h) — 271 (g — SH)] +S 0 0/ () d.
- 2y—bh
Avem
|R| L p (xg —5h..., X,-2h),
unde .
1079

e (.\'n e 5/1, et .\"]——21?) = QS‘TO A’f‘i (2/1')5 3

Dacd se compard marginea superioara p (xo—>5h,. . .,xo—2h) cu marginea
superioard a valorii absolute a restului din formula lu Simpson (43) avem
0 — Sh, ... Xg— M
8 5hive T ) T =1 > 1079,

ps (xg — h, x¢ -+ H) My

Daci se compard marginea superioard p (x,—5h,..., Xo—2h) cu marginea
superioard a valorii absolute a restului din formula de cuadraturd (48), avem
p (xo— 5h,. .., xo— 2h) L 1079 %%> 14051, . . .
p' (xg— Ny xg + H) 0,07679 M,
Numerele mari 1079 si 14051 din formulele precedente aratdi dezavantajul

formulelor de cuadraturd cu noduri exterioare, fati de formulele de cuadraturd
cu noduri interioare tratate mai sus.

§ 2. Formule cu noduri simple exterioare si nodurile @, b

13. Reluim integrala (1) cu aceleasi ipoteze ca la punctul 1. La aceastd inte-
grali atasem nodurile Xi, X3,..., Xn—1 la dreapta lui b in ordine crescitoare si
noduri X;, X,. .., Xn—1 la stinga lui @ in ordine descrescdtoare, toate nodurile fiind
cuprinse in intervalul [o, ]. Vrem si stabilim o formula de cuadraturd cu noduri

exterioare sicu nodurile a, b de forma

PX)f(X)dx = Agf(a) + Ay f (xp) + ... + An—a [ (enet) + (53)

R

+ Ao f(B) + AL f (xD) i Aun f ) R

si sd-i studiem restul.
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Proceddm ca la punctul 1; la intervalele [x,—y, x,—2], . . ., [@, B],. . ., [ g
atasem functiile o, (x),..., @n (X),..., @utm—1 (x) care sint integralele ecuatiilor
diferentiale

0 daca isEn

M) (x) =
s p(x) daca i=n

(54)

si care indeplinesc urmatoarele conditii la limita
@y (Xn—1) =0, ¢ Wn—1)=0,..., "™ (x,_3) =0
Py (¥n—2) = @, (¥n—2), (Pé (xn—‘A):"P{ (®n-2),. . ., ‘Pé'“’"‘*z’ (Xn—2)= ‘P({L+m_“)(xn—2)
'.-Dn,~1 (xl) = (Pn,_.g (xl)ﬂ <P;;_.]_ (‘x‘ll) = L?;;_z (xl)a' LS } (Pglj']m_g) (xl) = (Pgt"f"_z) (xl)
P2 @ =9, (@), ¢,(@) =9, ). .., o0+ () = glrim=9 (q)
011 () = 0, (), 941 (0) = 8,0, D B) = ¢ (b) 9
Prupa @) = @, (1), @, @D = @, (xD),. . ., @R (x1) = QU —(x1)
P, +m—1 (l'r’n-—z) = (P,-,,_l_m_g(xr’nf?x)s (P;I-+m—l (x:11—2) :'P;Prn,ig (-\'J,n——z)-, u S

n-tm—2 4 — ppmtm—2
- 50 £z+m—1) (xm-—Z) R CPS.l+mL2 )(er|L2)

Pnpm-t Bmt1) =0, @ppp g (1) =0, @IHENT (H—y) = 0.

In aceste conditii, obtinem formula de cuadraturd (53) in care avem
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pentru =0, 1, 2,,.., »—1, unde

Py T ) =B — ) G = )

@—xp)...(a—xp—1)(@—b)(@a—xi)...(@a— xm_1

(r — @) (c—2x1).. (0—Xi1) (F— X0 41) eos (F—Hn—1) (X —D) (x—21) ... (x —Xpu—1)

Pi(x)=

(v —a)(xi — xp)eee(xi—xi—1) (x4 —xi+1)---(Xi —Xn—1) (=) (xi—21)-r o (Xi— Xr—1)

peatrn i — 1,2, .., n—1.

Deoarece P; (x) péstreazd un semn constant in intervalul (a, &), se arati

ci A; are semnul lui (-1)! pentru i=0,1,2,..., m—1.
In mod analog se arati cii
b
= S P(¥) Qi (x) dx (58)
a
pentru & =0,1,2,..., m — 1, unde
0,()= (x—a) (x—x)... X—xn—1) (x—x1)... (x—xm—1) ,

b—a) (b—x)... b—xn—1) G—x1)... (B — xp1)

_(x—a)x—xy).. (x—xn—1) (x—b) (x—x1). . .(x—x5 1) (x— X34 1). - A — Xl

Ok (x)

pentru k=12,..., m—1

(Gei—a)(ek— Xy)... (X=X n—1) (Xe—BYO—1)... (X —Xk— 1) Xk 1 1) (Xh—X 1)

Deoarece Qr (x) pdstreazd un semn constant in intervalul (a, b) se arati ci
Ar are semnul Iui (-1} pentru k =0,1,2,..., m— 1.
Ca la punctul 3 se aratd ci in formula de cuadraturd (53) restul R nu poate

An~1 = (Pgner*j) (xrzfl)

fi nul pentru orice polinom de grad mai mare ca n + m— 1. In particular nu poate

A :(P(Infl-m—i) Ctaig)— cpg”"""_l,) (%n—3) sd existe o formuld de cuadraturd de tip Gauss cu noduri exterioare, la care sd

Al e (Pg:zm—‘l) (_\-1) e (Pg):l»lm—]_) (x]’_)

A(J =) cpgi_—lim—l) (ﬂ') e rPser»m.fl.) (a) (56)
Ao = 23 ()~ W e

£ —p(rtm—1)(4’ — plntm—1 5
Am—2 7:951-’,-1:1—2 )(xm—2) (PEHAmfl . (xm“z)

; = gl
Ap—1= (Pﬂﬂj,,’f’_l ) (% m— f.)-

14, Deierminarea coeficienfilor A; si Ap. Procedind ca la punctul 2 avem

b
A — gp (x) P (x)dx, (57)

i

se adauge si nodurile a, b.

15. Determinarea functiilor ¢; (x), @3 (X)..., @uim—1(x). Tinind seama de ecua-
tiile diferentiale (54) si de primele # conditii la limitd (55), avem

(x L xnf‘l)n+ m—1

P (x) = An—1
: (n+m—1)!

(X' Ll A,?,_l)rH—m—L

Pp(X) = Mgy ——————— L,

n+m—1)!

(x | xn_il)rvafl

Pn—1 (X) =hy————— + An—

(n+m—1)!

+ M

(.-\f - x"_g)n +m—1

59
- (m+m—1)! ()

(,\' At xn_z)nqtmﬁ 1

2
n+m—1)!

(x — xl)n+m~k1

(n-+m—1)!
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[ syt (6 — X grHm=t
Dy (%) = —’\—;—p(s)ds + A1 A -+
n Jn 4+ m—1)! (n +m—1)!
Vi y n-m—1 (x o, a)n+m‘—1
A=k (2= %) B
l(n+m-l)! (n +m—1)!

unde Ay Ayye. ., An—i SiNt constante. - o
Deoaselmenea tinind seama de ultimele (m—1) conditii la limitd (55) avem

(A’ e x;n_l)n+m—1
Dnim—1 (x) — LIS S s e

(n+m—1)!
(x— /\_];}gl)n—km‘fl 1 (x i l’;n—Z)n-f_m_l (60)
Prt+m—2 (x) = tm—1 —————————— + Mg ;
T (n+m—1! (n+m—1)!
: { +m—1

(s— -\'mfl)nikmil (x i Xm_g)n et . ;

= e e [ + ...+
Ont1 () Han—1 =T & @t

(,\‘ = xi)n+m—1
l(r.'+m—l)!
5 tante
unde (4, Mo, Hgs:--, Hm—1 Sint coms ; St .
Scriind ci si conditiile (55) din punctul b sint satisficute, avem sistemul de

ecuati ,
' / o
— X (b—a)—nb—x)—...— 7\ng1£b — Xn—1)+ Uty (b—x1) + ...

+ u

+ tm—1(b — Xpn—1) = S(b — s5)p(s)ds

a
.................................................................. (61)
— g (b — @It = hg (b — X — L= hay (b — Fao )+
!
oy (b — XM L g (B — Xt =\ (B — syt ™ —1p (5) ds
a

inantul
care determind constantele Ag, 2y, ..., An—t, [J,lc,l [12,...,d|.Lm,1, deoarece determina
1 i i ¢ nde.
sistemului este un determinant dl_ Iui Van ermo e
Interpretarea coeficientilor X $i p. Dacd tinem seama de coeficienfii din
formula de cuadraturd (53) dati de formulele (56), avem

Apq = — ha=1, An—2= — M—g9,. . ., A]_ =it 7\1> Au = T 7\u>

Ap—1 = Pu—t, Am—2 = Pm~2,. .., Ay = g, Ag = thy,

(62)
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unde s-a notat
b
\u'(l === SP(-S') dS —i_ ?\U ‘J*- )\] .,}» RS *i" ln_l = H’l — I'J"_z —_— .. — IJ‘TH-—l- (621)

a

Introducind astfel necunoscuta auxiliari to, sistemul de ecuatii (61) se poate
transforma in

b
tho + th EEEEE Um—1 — )‘0 = 7\1 — v ——lpl g = g F(S)d.j‘
a
- (63)
Ko b + Yq «\'i Jr i _\L Mpn—1 .\';n—l = 7\(}6? = 7\1 X e 7\nﬁ1 g :\ P (S) sds
a
Lo pntm—1 S !)‘1 A‘1“+”‘"1 "I‘ s _'_ Wiy xh:t_:—lm—li?\u qghttm—1__ 7\1 x;z,+m.—-1 V1M
b
—— )\n,—l x:':iiﬂ_l — S_[) (.S‘) Sﬂ'+m'—1d.§'.
a

Ecuatiile (63) se interpreteazi imediat. Ele exprimi ci restul in formula de
cuadraturd (53) este nul cind S (x) este inlocuit cu 1, x,..., xn+m—1

Polinoamele ¢, (x),..., 0p_y (x) si polinoamele ©n11 (x),. . ., Prnim—1 (X) date
de formulele (59) si (60) sint de gradul efectiv n - m—1.

Se demonstreazd ca la punctul S, ci coeficientii din formula de cuadraturi
(53) au proprietatea

[ e I T + A4,_;) >0,
( s I)m,—-l (Arfn—l —F- A;n_z + < W + A;]z—l) >0:

pentruj=1,2,... . n—1sil=1.2,.. » m—1, si tinindu-se seama de formu-
lele (62).

16. Forma curbei y = ¢ (x). Functia y = ¢ (x), care este continud in inter-
valul [Xn—1, Xm—_i] impreund cu primele n+ m — 2 derivate, nu poate sd aibi in
intervalul (Xn—1, Xm—1) decit un singur extrem.

Intr-adevir daci ar avea doud extreme, atunci procedind ca la punctul 7,
ar urma ca derivata (*+m=2) (x) 55 ajbi n - m —1 ZErouri, Ny, M,. « «» Nnim—1 in
intervalul (xp—s, xXp_4). Se arati ci in intervalele (xp_y, Xn—s], [Xm—g2, Xp-1)
nu se gasesc zerouri ale lui @™ ™m=2(x) si ci in intervalele (Xn—2, Xn—a,. . ., (x4, al,
B s X a), o [6, x;) nu se poate gisi decit cite un singur zero dintre
f1> Mgse o5 Mntm—1. Rezultd atunci cd in intervalul (a, b) se gisesc trei puncte
fin—1, Mn, Nni1. Aceasta este insd imposibil cici functia o (x) avind derivate
continue ¢"+m=1) (x)  o(+m) (x) in intervalul (a, b), ar trebui ca derivata o(n+m) (x)
si se anuleze intr-un punct { din intervalul (a, b) si se stie ci in tot inter-
valul [a, b] avem @@+m) (x) = P(x). Deci functia y = ¢ (x) are un singur extrem
in intervalul (x,_q, Xip—1)s

5%
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Rezulti ci forma curbei y = ¢ (x) este cea din figura 6.

/\ - My K@ By st

7 =7

n par n impar
Fig. 6

In cazul n =1 si m = 1, formula de cuadraturd (53) devine formula trape-

zului
b

Sﬂﬂﬁ—

a

b—a
2

b
Uﬁ0+fwﬂ+g@unwunm

si forma curbei y = ¢ (x) este datd in figura 7.
17. Restul in formula de cuadraturd (53). Tinind seama cid ¢ (x) pistreaza
un semn constant in intervalul (x,—1, Xm—1), restul din formula de cuadra-

P turd (53) se poate scrie sub forma

[o)
"":"m.ﬁi
\ R=(— I)n{-ml){‘(urlrm)(g)\ @ (x) dx,

Fig. 7 Tp—1

unde £ € (xn—1, Xm—1). Se aratd ci

R = (___“ l)m I j‘[n+m.) (E): (64)
unde
b
1 ‘ .
I= SP (\) (.\‘*(J) (x_xl)- .. (xfxrl—l) (b—x) (xifx)- . -(xm.—l _X) dx. (65)
(n + m)!
Avem )
| Rl < p (Bn—ts: + -5 Xm—1), (66)
unde p (Xp—1,. - ., Xm—1) €ste 0 margine superioara a lui | R |, definiti de formula
€] (xn-l 3n n -,x;nfl) = Mn+m I, (67)

unde M. este marginea superioard a lui | £ (x)| in intervalul [Xp—1, Xm—1].
Cind nodurile x;, X ..., Xa—1, se¢ deplaseaza spre stinga, iar nodurile
X1, X3, ..., Xm_1 se deplaseazi spre dreapta, marginea superioard p (¥n—1, . . -, Xm—1)
creste.
Intotdeauna avem
] (xn_1 . x;,,ﬁi) ==i@p (a,b),

unde p, (@, b) este o margine superioard a valorii absolute a restului din formula
lui Obrechkoff (34).
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Exemplu. Avem formula de cuadratura

Zo+h :
Sﬂﬂﬁfgbﬂwﬁu%Hfm#%WHUUrM+ﬂ%MH+
:x:,..—- h
z,+2h
+ | @™ (68)
.1:,‘;2.'.'

1
Avem | R | < p (X —2h,. . ., Xy + 2h), unde p (xg — 2h,. .., x, + 2h) = E:I)_(Zh)s M,.

De aici rezultd cd dacd compardm pe p (x, — 2h,. .., X, + 2h) cu o margine
superioard a valorii absolute a restului din formula lui Obrechkoff (42), sau a
lui Simpson (45), sau formula (48), avem

o (xg— 2h,...,x,+ 2h)

Po (Xo — h, X+ h) -

= 4,75,

e (xn —e 2]?, . ey Xg —I— 2”,{) _:)/ 19’ (69)
ps (¥ — h, %5-+—h)

p (wp—2h . .., %+ 2!1)>2
o' (g —h, %+ h)

47.

Din formulele (69) rezulti dezavantajul formulelor de cuadraturd cu noduri
exterioare, chiar dacd se aliturd nodurile ¢ si b, extremitdtile intervalului de
integrare.

18. Cazul m =1 Sa presupunem cid nodurile exterioare sint situate numai
la stinga lui @, adicdA m = 1. Formula de cuadraturd (53) devine

b

Sﬂﬂﬂﬂﬁ—AJf@+Amﬂm+ﬁf@0+nﬂA%Jﬁhﬂ+

“ . (70)
+ (= 101 o @00 i,

Tpn—1

unde functia ¢(x) coincide pe rind cu functiile ¢; (x), @5 (x).. . ., @, (x) in intervalele
[Xn—1, Xn—2), [¥n—2, Xn—sl,..., [@, b]. Ele sint integralele ecuatiilor diferentiale

0 dacd i=En
p(x) daca i =n

o1 () = {
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care satisfac la urmadtoarele conditii la limitd

cPl (xﬂ—l) o 0! (P]’_ (xﬂ-*i) 55 03 LI <P£”“1) (xn—i) — 0,
Dy (xn—Z) =y (-xﬂ'—l)» (PQJ. (xﬂ-*?f) = CP{ (‘rfl—z)s' * s (Pg'_l) (.Xn72) = (P‘;nﬁl) (’xﬂ—z)n

(Pn_1(x1) T (P"...z (xl)a (P;_l(x]): ‘.D;lfz (xl)a sleinin [P(:::il) (xl) = (‘P(n_l) (xl):

n—2

@) =9,y @, 9o, @=0, ; @,.., 6@~V (a) = n=1(g),
¢, () =0, ¢, (B)=0,..., =1 (b)) = 0

Cocficientii Ay, 4;,..., An—1 din formula de cuadraturd (70) au semnecle
allernate; A4, si A4, sint pozitivi.

Se aratd ca la punctele 4, 5 si 7 ca forma curbei y = o (x) in cazul n >1,
este cea din figura 8.

Xp-1 % o 6 -
npar n impar

Functia o (x) pastrind un semn constant in intervalul (x,_, b) putem scrie

o) ( s
Ri—— TUISP () x—a) (x—x).. (x —xp1) (b—x) dx, (71)
unde & € (xp—1, D)
Avem
I_RF < e (a\"nﬁl PRI b):
unde
b
My ’
p (X1, .., 0) = (;ﬁ)jlsju X)x—a)(x—x)...(x— xn_1) (6 — %) dx.

a

Exemple. 1. Avem formula de cuadraturi
a+h

[ ds = [9f @+ ) + 195 @ — 5fla— k) + f(a — 28] +

a

ath (72)
=+ S o (%) fEV) (x) dx.

a—2h

Functia ¢ (x) este negativi in intervalul (Iaﬁ2lr, a + h).
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Avem
at-2h -
BRI SRR | e
R=fUVE) \ o(x)dx=— %f ), £€ (@ — 24, a+ h).
a= o

2. Avem formula de cuadratura

a-th
S F0) i — 7%[251 Fla+ H) + 646 f (a) — 264 f(a — By +
i I u-{-.h (73)
-+ 100 f (@ — 2h) — 19 f (a — 3h)] — \ o () f® (x) dx.

ﬂ-;.'ih
Functia @ (x) este pozitivi in intervalul (¢ — 3k, a - h). Avem
a+h .
s i BT I~
R=—/0@ \ odr=— 1010 %@~ ath

a—3h

Exemplele (72) si (73) se gisesc in cartea lui S. E. Mikeladze [4] ¥)

§ 3. Formule de cuadraturd cu noduri la stinga lui @ si nodul @

19. Sa consideram functia f(x) de clasa C"in intervalul [«, b] si sd stabilim
relativ la integrala (1), in care intervalul [a, b] este inclus in intervalul [e, 5], formula
de cuadratura

b

Sp WS dr = Ay f @) + A f ) + - .. + Anci f(ns) + R, (74)
a
care foloseste nodurile a si x;, X, ..., Xn—1 ordonate in ordine descrescitoare si
cuprinse in intervalul («, @). Vrem de asemenea s studiem restul acestei formule de
cuadratura.
Pentru aceasta, la intervalele [xn—1, Xn—2], [Xn—2, Xn—sl,..., [a, b] atasem
functiile @ (x), @, (x), ..., @.(x) integrale ale ecuatiilor diferentiale

tiji(ill.)(;\‘) Lo { 0 daca i -—71—_ n

p(x) daci i =n
si care verificd conditiile la limitd
P (xnﬁ]_) =0, (Plf (In—l) =0,..., f?l(n—z) (,\‘?,_1) =0
P (X, _5) = @1 (%, o)y 02" (X, _p) = 01/ (x, _o)s -+ - » 05" (x,_,) = 0" (x,_,) (76)
00 (@) =0, (@, on(@) = o,y (@), % (1) = ¢7%(a)
9, (0) =0, ¢, (B) =0, ..., ("1 (b) = 0.

(75)

*) p. 328







