FORMULE DE CUADRATURA CU NODURI EXTERIOARE

DE

D. V. IONESCU

Comunicare prezentati la Sesiunea Academiei R.P.R. din 27 septembrie 1957

in aceasti lucrare vom studia formule de cuadratura cu noduri exterioare inter-
valului de integrare si vom face un studiu aminuntit al restului lor. Vom face de
asemenea o comparatie intre marginile superioare ale valorilor absolute ale resturilor
din formulele de cuadraturd cu noduri exterioare si din unele cu noduri interioare,
din care va rezulta cii formule de cuadraturd cu noduri interioare tratate in aceasta
lucrare sint preferabile formulelor de cuadraturd cu noduri exterioare.

in lucrare se insistd asupra formulelor de cuadraturd cu noduri exterioare
care provin din formulele de interpolare ale lui Newton cu noduri in progresie

aritmeticd la stinga, ale lui Bessel i ale lui Stirling.
Dupi cum se stie unele formule de integrare numerici ale ecuatiilor diferentiale,

cum sint formulele lui Adams, Nystrém sau Stormer, se stabilesc folosind formulele
de cuadraturi, care provin din formulele de interpolare ale lui Newton cu noduri
in progresie aritmeticd la stinga. Discutia acestor formule de integrare numericd,
tinind seama de rezultatele acestei lucrari o vom prezenta intr-o altd lncrare.

§ 1. Formule cu noduri simple

1. Si considerdm integrala
b

= S P )/ () dx, 1)

unde functia f(x) este de clasa C"*™ fntr-un interval [o, #], care cuprinde intervalul
[a, b], adicd functia f(x) este continud impreund cu primele ei n + m derivate in
intervalul [ e , B, iar p (x) este o functie integrabild pozitiva in intervalul [a, b] putin-
du-se anula in capetele acestui interval. La aceastd integrald atasim nodurile
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b

u

sl sd-i studiem restul.

La intervalele [xn, x,],..., [s, b] [oene—3
) . g L Am—1 5
o (x), ..., ol o [ Ppames (x) astfel ca sd avem

PB4 () — { 0 daci izFn 1
{ X) =

parfi generalizatd, si vom obtine

"]_"rz—l

€Ty,

+

Sl J)n-j-m\ r],)” {x)f'(u-Hn) (I) dx _iL

T

b

=G LR \(Pu-;-l (x) S0 (x) dx +

a

= f)% P1 (0.1 ) (x) dix +

- [(PE:i_:-lm -1) (.\:)ﬂ.\.)_@s::!—j»ln.fq (‘\,)jrr (.\_) o i n ] (= l)n+m—1 o

i?’ ,\l‘%, xa,l. <o X la dreapta lui b, in ordine cresciitoare si nodurile x,, x, X

) : 1 S Mgl s
\:- lslmga ui a, in -ordmtl:.descrescatoare, toate nodurile fiind cuprin’sezi,n 1'1-1l:e:rj—z
alul [, f]. Vrem sa stabilim o formuld de cuadraturi de forma

S PO)S(x) dx = Ay [ (%) + Ay f(xp) + ... 4 Ap [ Gin) +

)

+ ALf (1) + Az f () + ..+ A f(x) + R

X,] atasdm  functiile

p(x) dacd {=pn - 1 o
Putem scrie integrala (1) sub forma
Ln—1 a b
= (r+m) (- A % : .
! \ P () f(x) dx 4. .. +s @) (x) f (x) dx +Sq:at;ﬁ")(.\-)j'(x)dw
Ty, .'z', -1
J‘l 'T;Jl (4)
] S P (f () dx + . +§ QU | (x) f(x) dx.
b z)
Lm—1

L. R acar o a als H o r x
a fiecare integrald din formula (4), vom aplica formula de integrare prin

T [(Pgn-i—m—l) (.\T)f(.‘c‘) e (P(ln-i-m—‘_)) (\)/I (x) e 2 (7 [)Jt+r:r—l '191(,\‘.}){.{"_!""— 1) (x)j”n.—l oL

arn

-+

S (re+m—1 =N o A(n+m—2 A &
T DSOS (@) L (— Dyt g () e (] 4

,

b
e (._‘_) f.(ﬂ+ — U(I)] +
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[0 G ) — oD O D+ -+ (= DM, G f (x)jl‘a_

n+2
1

S (= 1)""""1& Priz (x) flr+m (x) dx +
b

mll:.
4 Q=0 () f () — A [ (D (DM g, ) S0 F
m=—1
T
+(— 1 ﬁ @i 1 (0L (). (5)
."”;n—-l
Daca alegem functiile @ (x), ..., ¢, (x) astfel ca ele sa indeplineascd con-
ditiile 1a limita
%1 (-'\-n) =0, (P:’l (xn,) == 0’ D (PI(H+m_2 (X") = 0: (6)
(PQ (x;ifl) =0 (-\'n—l)s (P?. («\'a.‘fl):cPi ('xﬂ-ﬁl)r'"a CPgH_m'g} (xnfl):(Pg_niFm_z) (xn—l)s
................................................................ (7
On (%) = On-1 (%), Pr (1) = Pr=1 (Fp)sers QLD (1) = P42 (xy)
ons1 (@) = 9n (@), @re1 (@) = 0p (@), P (@) = ofr+m=2) (q),
Pt (a) = ¢+~ (a) ()
@iz (B) = ons1 B), Pate () = Pns1 (B);..., oH" D (b) = (P(,:ff"'z) (b),
ptm=1 () = o0 (B) G
Pres (6)) = @npa (X)) Prts (1) = Qs (X1 - - O (x7) = "= (xy)
e e AR S SN W ), ah g R RREIR IO - B S )
l Ont+m+1 (x;nfl} = QOpnim (.\';,1_1), (P;ier-&-1 (-r;nfl) = '{J;J-F—m (—r;nﬁl) PR
SD(nr.:Fi:;FGZ) (om—1) = CPS?::::.L?Z) (¥n—1)
"Pn.-i-m—j 1 ("\.I’H) = 0‘ (P;z.—c—m 41 (:\’rfu) = 0 = LPS;:::‘:LE‘) ('rl’n) - 0’ (l ;)
atunci formula (5) se reduce la
b
Sp(.\')f(.\‘) dx = Ay f(x7) + Ay f(xg) + ... + Anflxn) +
a y (12)
" , ] " gy L R-tm " )
i Al f(:\’l) + A-_:g f{XQ) = e L) _" Am _f(xln) :ﬁ (7]) \(‘P(x)f (,\'} d“‘\‘-

“n

adicd am obtinut o formuld de cuadraturi de forma (2) in care restul R este nul cind
functia f{x) este inlocuitd cu un polinom oarecare de gradul n +m — 1.
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In formula (12), avem
An = - (P(ln.+1r2—1) (xn)
Ap—y = (P(IJH md) (xi-1) — (P._(anl'm_l) (xn.—l)

4 = Vm)  — gDk, ) (13)
&, =l gl
4‘-‘1;1271 = (PSJL-;;T—U (x;rh—l) ) (P(,:J:::.::“—[l) (xirnﬁl)
Ay =l (o)
In formula de cuadraturd (12), restul este
Zp,
m At+m)
= (=1 S'P "™ (o) i, (14)
mﬂ.
unde functia @(x) coincide pe rind cu o(x), os(x), ... ., Pppmpt (¥) In intervalele

[z, Xn—1l, [Xn—1, Xnealisang et x;u]-

o 2. Determinarea coeﬁcrergz[gr Ai 5i Ag. Pentru a determina coeficientul A;
in fqrmula £l2) vom mlosm J(x) cu polinomul P; (x) care se anuleazi in toate
nodurile afard de nodul x; in care ia valoarea 1. Avem

B (x— xp).o. (x — xi1) : (X — Xipa)is (6 — xp) _ (x—x1)... (x—xm) . (15)
O —xy)ocal—o-1) (6 — Xer) (i — %) (x:— x1)... (x; — xm) :
Polinomul P; (x) este de gradul n + m — 1. Atunci formula (12) da
b
A= S P; (x) dx. (16)
Semnul lui A, este semnul lui (—1)—1. Intr-adevir si observim ci daci
) . X — Xk
x € [a, b], atunici avem i >0, pentru k= 1,2,..., m; de asemenea avem
Xi — Xp

:
X — Xip X — 0%

; >0 pentru [=1,2,..., n—i; in fine avem
Xi— Xiyl X+ xj

=l D vy Pl

_ Deci polinomul P; (x) are semnul lui (— 1)"=% in intervalul [a,b], si atunci
din formula (16) rezulti ci A; are semnul lui (—1)-L ’

Pentru a determina coeficientul A4x din formula (12), vom inlocui f(x) cu poli-

nomul Q,(x) care se anuleazi in toate nodurile afari de nodul X, in care ia
valoarea 1. Avem r |

jQ;.-(x): (x'— Xg)--- (x'— Xr) (x = xi' )ess (X — X5_1) (x =] X.r’.-+1)... (x = X;n) .
O = X)Wk — X0) (X — Ad)ews (X — Akmt) (X — X 1)ene (65 —20n)

< 0 pentru

(17)
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Polinomul @y, (x) fiiind de gradul n-+m—1, formula (12) ne da

b
Ay = S Or. (x) dx. (18)
a
Semnul lui Aj este (—1)—1, Intr-adevir observdm ci daca x € [a,b] atunci
avem o >0 pentru i=1,2,..., n; de asemenea ‘avernx—,iiftt >0 pentru
Xk — Xi X — Xk41

X — xj

I=1,2,..., m—k; in sfirsit avem — =< Ohpentrulji= 12+ Kl
X — X5
Deci polinomul @y, (x) are in intervalul [a,6] semnul lui (—1)¥~'. si prin urmare

Apare semnul Tui (—1)1
Coeficientii Ay, Ay, ..., A, au deci semnele alternante, A; fiind pozitiv. De

asemenea coeficientii Ay, A, . .., Am au semnele alternate, Ay fiind pozitiv.
3. In formula de cuadraturd (12) restul R nu poate fi nul, pentru orice polinom

de grad mai mare ca m+n—I1. ¢
Intr-adevidr daci restul R din formula (12) ar fi nul pentru un polinom de grad
mai mare ca m-4-n—1 ar trebui ca formula (12) si fie verificatd de polinomul

P(x) = (x — %)™ (3¢ — x)%2 ...(x — Xn)™ (x"1— X (x5 — X)%2 ... (X — x)“r'n

unde o; > 1 si « > 1. In acest caz polinomul P(x) ar fi pozitiv in intervalul [a,b],
deoarece fiecare factor al lui este pozitiv. Membrul intii al formulei (12) ar fi pozitiv,

pe cind membrul al doilea ar i nul, ceea ce este imposibil. _
In particular rezultd ci nu poate exista o formuld de cuadraturd de tipul lui

Gauss cu noduri exterioare. : ‘ ;
4. Determinarea functiilor @y(x), ..., @uimy1 (x). Ecuatiile dlfe}'enpale .(.3)
impreuni cu conditiile la limitad (6). (7), (8), (9), (10), (11), determina functiile

P1 (%), - -« > Prtm+t (.’C). L - e e et g e
Tntr-adevir din primele n ccuatii diferentiale (3) si din conditiile la limita (6)

si (7) avem

(x Jim _\.R).l.—rme

k) =y
: R(”"r???“]}!

(.X — x")n:—m —1 . (,\' oo _\-n__l)n.+m—l
Y e n—1
(n+m—1)! (n+m—1)!

X ntm—1 XK n-+t+m—1
©n (x) = A (# n— l( " l)
(n+m—1)! (n+m—1)!
(Z.\' e xl)'“f”‘*‘
. (n+m—1)!

I
unde 2, %, ..., Ay sint 1 constante arbitrare.

@y (XY = s

(19)

+ A
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De asemenea din ultimele m ecuatii diferentiale (3) si di itii =
¢i avem ; ! (3) si din conditiile (10), (11) rezulti

(x,_“ x;’n)n-f-m—l
(n+m—1)!

(x o x"“)ui.mf 1

Prntm1 (x) = U

(X - 2 x”"_l)JH—mfl

DOny-m (X) = Um = Han—1
m+n—1)! (n + m—1)!

.................................................................. (20)
X—Xm Ti4-m—1 L n+4+m—1

Dn+2 (x) = Hm (7)‘ —+ m—t (¥ — Xm—y)" = e T
(m+m—1)! (n+m—1)"

— xytm—1
" (X x])! in

,
: (n+m—1)!

unde [y, P, ..., Em Sint m constante arbitrare.
Din conditiile la limitd (8) si din a n+41 ecuatie diferentiald (3) rezulti ca

T

[ s n-Fm—1 Yy \HFT— - - \f+-m—
r_P_"+1 (_x) — S(—S)_ p(ls') zlf'_g _I__ ?\” (J\—:}iﬁ_l A‘L el Y M: (21}
(n +m—1)! (n+m—1)! ; (n+m—1)!"

a

a SCI‘HI:Id in sfirgit ca si cqnditiile (9) sint verificate din ultima ecuatie (20) si
in ecuatia (21) obtinem un sistem de #n+m ecuatii cu n-+m necunoscute A, 7\2'..:

Ais s Ws, ..., Um care determind aceste necunoscute. Acest sistem este
b
Uy o — N — e = Sp(s)ds
a
b —xi b—x; b—x -
0 o b : X 5 ) —Xq > b*x”
44 i = o o= I 1 ] 7 = e =G —;] I = S])(S)(b -—.S')CIS

a

= BATE N TR | - \n+tm—1 - i in— ‘
:1-1 ( AI) | + --.+[J-m_(b'\- M) =) 1([)7 _‘\1) 4 l‘ == = I ("b_'j—xn)nTm_‘—'l —
(n+4m—1)! (m—+n—1)! (m+m—1)! (n -+ m—1)! -

b

= \p(s)(b — syrtm=L1 g

o

| FORMULE DE CUADRATURA CU NODURI EXTERIOARE bl

sau

- fi

t + o P — N —e.— M = Sp(s)ds
[
[

[le} e — MX; . — Ay X = \ p(s)sds (22)
'h
b

uix;n-|-m4]+ s I !me;::{—u—i_hl_‘::i‘%‘;n—L_ e et ;\nx::+m—1 - Sp(S)Sn+"l_1£ZS.

n

Determinantul acestui sistem fiind determinantul lui Vandermonde al nume-
£elOr X1, Xo,...; Xy Xy Xoserrs Xn este diferit de zero si deci constantele Ay, Ay e Mn
$i fy, Wgye., Um sint perfect determinate.

Interpretarea coeficientilor Ay, Agyeees Any s Poyenos B Derivind de n+m—1 or
ecuatiile (19) si (20) avem ecuatiile

(Pl(n4‘JrA—1) (x) = An

(23)
(Pz(ner—l) (X) = }\n Sl 7\“71
:_;rfln--i-mél) (x): Yo b Wyt "i" - )\1
PV () = + gt .o F B @
Ptm=1) (x) = pp + Ug -+ -+ . +
!“P;(!:l-l-—t;;*ﬁl) (x) T u’m—l + (J'm
CPH:E:::IJ:II) (x): p'm 2
Tinind seama atunci de ecuatiile (13) se deduce ca
n=—An, M-t =— Ant, .00 M= — Ay, (25)

’ 7 .
L — Am » Bm—1 = Am—l yeery 1= Ay

Deci coeficientii Ay, Agyers Ans gy Bayeees Wm S€ leagd de coeficientii din formula
de cuadratard (12) prin formulele (25).

Sistemul de ecuatii liniare (22) este rezolvat de la sine dacd tinem seama de
ecuatiile (25) si de formulele (16) si (18).
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5. Polinoamele ¢, (x), ¢, (X),..., Primyr X) afard de o, 1 () sint de gradul
n —I—J?I_—l. Daci tinem seama de formulele (23), (24) si apoi de formulele (25), va
trebui sd demonstrdm cid sumele
By — A4y
Bn.~1 b= An- SiE Au~1
Bl B An + An—i + wen "‘ Al
BJ’r.-. = A;u
B;n—-l = A;n == A;n—l

(26)

Bl = Am A Am—1 ¥ o A
sint diferite de zero.

dSé considerim polinomul de interpolare {; (x) care satisface la urmitoarele
conditii.

Pi (xn) = 1, 45 (xn—1) = Loueo, @5 (tnjpr) =1,
Y5 (4n—i) = 0, {5 (Xn—j—1) = 0,..., ¥j (%) = 0, 27
Ui (x1) = 0, 45 (%2) = 0,..., §; (xm) = O,

unde j este unul din numerele 1, 2,..., n.

Polinomul §; (x) este de grad cel mult n-+m—I[. Sd demonstrim cd el este de
grad efectiv n+-m—1.

Pentru aceasta sd aplicim teorema lui Rolle la intervalele

[%n, Xn—tly-.., Bn—jiesXn—isily [n—is Xa—jetlseoss [Xm—1s Xm):

De_oar’ece polinomul ¢; (x) ia valori egale in extremitatile fiecdrui interval, deri-
vata lui ¢ (x) are cel putin un zero in fiecare din aceste intervale, adici derivata
i (x) are cel putin n+m—2 zerouri reale si distincte. Dacd polinomul {; (x) ar fi
de grad mai mic decit n+m—1, derivata lui §;(x) ar fi de grad mai mic decit
n-+m—2, si avind n--m—2 zerouri distincte, ar urma ca ea si fie identic nuli. In
acest caz ar trebui ca polinomul (;(x) sa fie o constanti ceea ce este imposibil, deoa-
rece {; (x) ia valoarea 1 in punctul xy si valoarea zero in punctul xj. Deci polinomul
Yi(x) este de gradul nt-m—1.

Polinomul ¢; (x) are un semn constant in intervalul (x;, xi) si deci in intervalul
[a,b] care este inclus in intervalul (x;, xi). Si demonstrim ci semmul lui ;i (%) in
intervalul (xy, xi) i deci in intervalul [a,b] este semnul lui (—1)+—1, o

Pentru aceasta vom observa cd in intervalul [x,_j.1, x,—;] derivata q;, (x)
péstreazi un semn constant, deoarece t"J] (x) are un zero in intervalul (xp—jz,
Xn—j+1) si primul zero care urmeazi dupd acesta este in intervalul (Xn—;, Xo— j—1).
Dreapta care uneste punctele de coordonate (xp_j 41, 1), (xu—j, 0) are coefici-
entul unghiular negativ. Atunci conform teoremei cresterilor finite, existi in inter-
valul (xn—j41, *¥a—j) cel putin un punct unde derivata lI/} (x) este negativa. Se
deduce astfel ci ¢; (x) are semnul negativ in intervalul (Xu—ji1, xn—;) adicd poli-
nomul ¢; (x) descreste in acest interval. Atunci rezultd ci ; (x) este negativ in
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intervalul (Xn—j, Xn—j—1), pozitiv in intervalul (xn—j—1, Xn—j—n); - bl CA

intervalul (x;, x1) are semnul lui (=1)""
Daci in formula de cuadraturd (12) inlocuim functia f(x) cu polinomul t,!JI.(.\'),

din cauza conditiilor (27), avem

b

S p(x) (IJ}. F)do=dp+ A+, g

a
insa polinomul {; (x) pastrind un semn constant in intervalul [a,b] si anume semnul
Wi (—1D"7, rezultid ci suma Ap -+ An—1-+ ... + An—jy1 este diferitd de zero i

are semnul . lui (—1)"".
Cu aceasta am demonstrat ci polinoamele ¢,(x), ¢3(X),. . ., Qu(x) sint efectiv

de gradul n+-m—1. e

fn mod analog se demonstreazi ci polinomul 0, (x), care satisface la conditiile

H’ (X,;,) e 1, et (x;n,—I) = 1, P el (x:n—l-l—l) S la
0, (xm—1) =0,..., 6,(x1)=0,
0,(x)=20,...,9(n)=0,
este de gradul efectiv n+m—1 si cd semnul lui in intervalul (xy, x1) si deci in inter-
valul [a,b] este semnul lui (——l)m‘!. Inlocuind in formula de cuadraturd (12),
functia f(x) cu polinomul 0, (x), se obtine
b

S (00, (W)dx = Ain + Ancs .+ Ainriss

a
de unde rezulti ci sumele Ay + Am—1-+ ...+ Am—1y1 sint diferite de zero §i au
; e '
sernul lui (—1)" 7, pentru 1=1,2,...,m.
Se demonstreazi astfel c¢i polinoamele @nimi1 (X), Pnim (X)sees Patz (X)

sint polinoame de gradul efectiv n-tm—1.
6. O teoremd asupra reziduurilor unei funcii rationale. La punctul 5 s-a demon-
strat ci polinomul de interpolare ), (x), care satisface la conditiile (27), este de gradul

efectiv n-+m—1. Aceasta ne conduce la urmitoarea
Teoremd. Fiind datd functia rationald

1 Ay A, An
= i i o
(x—x;) (x—2)..:(x—xn) x—X% X—X X—Xn
unde X, , Xo. . .. Xn Sint noduri luate in ordine crescdtoare, iar Ay, Ay, ..., An, sint

reziduurile ei relative la polurile x;, Xy, ..., Xn, sumele Ay+As+ ... A sint diferite

; . —1 .
de zero si au semnul lui (—1)""", pentru i=1, 2, ... n—1.
intr-adevir, dacd se considera polinomul de interpolare Ak (x) care se anuleaza
in toate nodurile x;, Xy, ..., X» afard de nodul x; unde ia valoarca I, avem

(x —x7) ... (x—x0—1) (6 —Xp41) o (X ﬁxi) e g

(.\‘r,- -"Xl)... (J(f.- = x,‘.-_l) (.\‘j.— = .\‘}g}_}) (.\‘,'c -—,\‘n)

T (x) ==
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Polinomul
E(x) =h (x) + Ay (X) + ... + 5 (x),

adicd
B(x)= (4 + Ay... + A)x"1 4 ..,
satisface la conditiile
hi(xp) =1, 8@)=1,...h0) =1,
A (xi41) = 0,0y b () = 0.

Rationamentele fdcute la punctul 5 pentru a demonstra ci polinomul 411.(x)'

este de gradul efectiv n4-m—1, sint valabile si pentru polinomul A(x). Deci poli-
nomul #A(x) este de gradul efectiv n—1, adici sumele A;-+4, -+ ... + A; sint dife=
rite de zero. Pentru a gisi semnul lui A; + A, 4 ... +A4; se observi ci in intervalul
[xi, xi41] polinomul A(x) descreste de lIa 1 la 0, apoi in intervalul [x;—y, x;] poli-
nomul /(x) are un maxim, in intervalul [xi_», x;—4] un minim, ... si asa mai
departe, in intervalul [x;, x,], polinomul 4(x) are un maxim sau un minim, dupi
cum / este par sau impar. Rezultd cd in intervalul (— oo, x;) polinomul A(x) creste
sau descreste dupd cum 7 este par sau impar, adicd dupi cum (—1)° este pozitiv
sau negativ. Tnsi in intervalul (— oo, x;), polinomul

h(x) = (A + Ay + ... + A;) ¥ + ...

creste sau descreste dupd cum (4; + A4y + ... + A;) (—1)" este pozitiv sau.

negativ. Deducem astfel ci semnul lui A; + A, + ... + A; este semnul Iui (—1)"¢.

7. Forma curbei y=uo(x) in intervalul [x,, x;]. Functia o(x) care coincide cu
functiile @, (x), ©3(x), ..., Pnyms1(x) in intervalele [xn, Xn—il, [¥n—1 Xn_a], ...,
[Xm—1, Xm ] este continud in intervalul [x,, xp], impreund cu derivatele ei succe-
sive pind la ordinul n-{m—2, iar in intervalul [x,, xi] functia f(x) este continui
impreuni cu derivatele ei succesive pind la ordinul #n + m —1. Aceasta rezulti din
conditiile la limitd (6) — (11). Vom demonstra urmitoarea

Teorema. Funcfia y=o(x) are un singur extrem in intervalul (xn , xn) care
este un maxim dacd n este par sau un minim dacd n este impar.

Intr-adevir sd presupunem cd functia y=@(x) ar avea doud extreme in inter-

valul (xa, x,), adicd derivata ¢'(x) s-ar anula in doud puncte &,, &, din intervalul.

(%, xm). Tinind seama de conditiile la limitd (6) si (11) se deduce aplicind succesiv
teorema lui Rolle cd derivata ¢+m=2) (x) s-ar anula in n+m—1 puncte distincte
71> Tgsees Nntm—1 din intervalul (xn, Xi,) pe care le presupunem ci sint asezate in ordine
crescatoare.

Punctul 7; nu poate si apar{ind intervalului (x,, X,—1], deoarece s-a aritat cd ,(x)
este un polinom de gradul efectiv n-+m—1.

Punctul v, poatefi situat in intervalul (xn_i, X,—s], insi in acest caz in intervalul
(Xn—1, Xu—2] nu poate fi situat alt punct ,. Intr-adevir, daci in intervalul (xn_1, T |
s-ar gisi punctele 7, si 7,, atunci, aplicind teorema lui Rolle, ar urma ca derivata
@*+m—1) (x) si se anuleze intr-un punct din intervalul (7, 7,). Aceasta este insd
imposibil, deoarece s-a demonstrat (la punctul 5) ci polinomul @,(x) este de
gradul efectiv n+m—1, ;

In mod analog se arati ci in fiecare interval (xp—sa, Xn—3], 1., (Xg,%4], (¢p,4] nu
se poate gisi decit cite un punct g, Nn—2, Mn_1.

11
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in mod analog se arati ci in intervalul [x,—y, Xm) nu se giseste nici un punct
4, iar in intervalele succesive [Xhe—2, Xm—1), [Xm—3s Xm—2) ..., [b,X;) se gdsesc numai cite
un punct Maim—1, Nntm—2se.Mnt1. L

Rezultd cd in intervalul (¢, b) se mai gidseste un punct ¥p. -

Si considerim acum functia @(x) in intervalul (x;, x;). Ea este continud in
acest interval si are derivate succesive continue pinejl la 01'din.ul. n-+m—1 (condi-
tiile (8) si (9)). Derivata p+m—2)(x) se anuleazd in trei puncte distincte v]nﬁlz)e (x1,al,
M € (@,B), Nnr1 € [b,x7). Atunci aplicind teorema lui Rolle la functia cp(”+’”i ‘(x) si lzj
intervalele [n—1, Nnl, [Mrs Mn 4], se deduce cd derivata o*+m—1)(x) se anuleazd in doui
puncte §;, G, distincte din intervalul (xix0): Punctul ¢, nu poate s apar{ind inter-
valului (x,, @) cici in acest interval ¢(x) este un polmom‘de g}‘adlvll_ehfectw n+m—1.
De asemenea punctul {,, nu poate sd apartind intervalului (_b,xl) cdci In acest mterv?l
@(x) este un polinom de gradul efectiv n+m—1. Deci .punctele G S1LG, aparfin
intervalului [a,b]. Functia o (x), avind in intervalul (a,b) _der_wata o +m(x) continui,
se poate aplica teorema lui Rolle la functia ™1 (x) sila intervalul [a,b]. Se deduce
ci derivata ¢(**™(x) ar trebui si se anuleze intr-un punct ¢ din intervalul (a, b),
ceca ce este imposibil cdci in acest interval avem q(*+m) (x_):p(;g).' )

S-a ajuns astfel la o contradictie, de unde rezulfté ci este imposibil ca functia
y = @ (x) sd aibd doud extreme in intervalul (X, JL:,,,). ] }

Deci functia y = o(x) are un singur extrem in intervalul (xn, xm). Observam
ci semnul lui y = ¢(x) in intervalul (xn,Xn—1]

(X"— xn)n,-i—m—l == (x can xn)n+m—l
e ETE "tm—1)!

este dat de semnul lui — An. S-a aritat ci semnul lui 4, este semnul lui (—1)*~1. Deci

semnul lui @(x) in intervalul (xn, Xa—1) este serpuul lui (#I)"‘. §
Rezulti ci functia y = ¢ (x) are un maxim in intervalul (x,xm) daca n este par,

si un minim dacd n este impar

X, X, O b x Koo
5 ; : —\/—4
¥, X, a (3 4.7 Xm
nper nimpar
Fig. 1

Forma curbei y=q(x) in intervalul [x,,x5] este datd in figura 1, dupa cum »

este par sau impar. _ Sy
in cazul cind n=1 si m=1, forma curbei y = ¢(x) este datd in figura 2.

8. Restul in formula de cuadraturd

(12). Este dat de formula (14), adicd %= : SR
T ; ?
R (7])n+m S‘P(x)f(nm) s '
z Fig. 2

i
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unde stim ci functia (x) pastreazi un semn constant in intervalul (xp,x7,). Functia
Ax) fiind de clasa Cn+m, putem scrie

R {7])711-::! f‘"“""’) (g)S o (x) d.\‘, (28)

'n

unde &€ (xn, xp).

Integrala din formula (28) se calculeazi din formula de cuadraturi (12) inlocuind
pe f(x) prin

fx) = miadipn (¥ —=X)(¥— Xp)...(X— X)X —X])(x— X0 (X —XL).

(n+m)!
Vom avea
b Zny
I R
m Sp(x)(xA‘,)...'(x—.rn)(xJ\', Yoo (x—xm)dx=(—1)"" gcp(x)dx,
+m)!
de unde se deduce ci
L (_[)n 4 : :
S ¢ (%) dx = m S PN — %) (5 — X )y~ 3 — xX)dx,

astfel ca formula (28) devine

R=(— 1" 1f"™ ), (29)
unde / este un numdr pozitiv, care depinde numai de nodurile X5 W5 DO Ky
si anume

b
JeEa
(n + m)!

a

(%) (x — %), .. (X — xn) (X1 —~ X)..... (xi — %) dx. (30)

Daca notdim cu My, marginea superioari a lui |/@+m) (x)| in intervalul
[Xn, xn ], atunci din formula (29) rezultd ci vom avea urmatoarea evaluare a valorii
absolute a restului R,

J R I < (g oo iy 2 N ) (31)

unde o (Xn,...,x,) este o margine superioari a lui | R|, definiti de formula

e Criiyie e o5 x;n) =IMyin (32)
Consecintd. Dacd se iau alte noduri exterioare M5 ou o X et o x." astfel ca
b Xepentruk =1,2,... . n 8 x; > X; pentru i = 1,2, ..., mfird insd sd existe
egalitate pentru toate valorile lui k si ale lui i arunci pentru marginea superioard

P’ (ol 5 vy x.") a valorii absolute a restului R*. vom avea

(33)
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intr-adevir, avem

’ ™
P. (x:l Saratia xn:) y= M::-—{-m [n+m’
i éribari a lui o+ in intervalul [x, x*], iar
unde M, este marginea superioard a Tui | £+ (x) | in inte Ei iy
.
r* z_—Ll——S(x o IR (x5 — %) ... (x; —x) dx.
(n -+ m)!

a

Tinind seama de felul cum au fost alese nodurile x; si x;°, avem
! ’ 3
(x —x3).. (x =) —x)....(x, —x) >
(x—x)...(6—x)(x; —%)...(x, — %)
de unde rezulti ci I*>I. Pe de altd parte M, > M, . si deci

M;_}_m I. = Mn—l-m [

adici avem inegalitatea (33). 5 ; ) ' y
Deci, nit avem interes sd deplasdm nodurile xy, X, ..., X, spre stinga §i nodurile
’

A s == i 5
: : o ici il t caz marginea superioard o (Xn, ..., Xm.
Xys Xgy wees Xm SPrE dreapta, cdci in aces 4

cregf;: Formula de cuadraturd a lui N. Obrechkoff [3]. Se cunoaste formula de cua-

dratura

a

Sp (Of () dx = Ay (@) + ALS* () - . . + A SO (@) +

(34)
Y -+ Buf(_b) -+ Blf' b))+ ...+ Bn- f(m--l] (®) + R,
numitd formula lui N. Obrechkoff, unde restul R, este
b
n m p(n--m)
S )(x —a) (b—x) [ (x) dx.
Biegt= (n -+ m’)!s P )
Mai putem scrie :
(n+m) s m .
R = 1yl g (- 0y 6 0" (35)

(n -+ m)!

unde &, € (a, b) Yoy I - )
N(()Jtind cu M., marginea superioard a lui |f( ) (x) | in intervalul [a,b], si cu

h .
I, S p () (x — a)' (b — x) dx (36)

@

vom avea urmitoarea evaluare pentru | Ry | _
37
| Ry | < po (a:h) (37)
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unde p, (a,b) este o margine superioard pentru | R, |, definiti de formula
olas B) = Mpon I;. (38)
10. Comparatie intre marginea superioard p (x x ) a valorii absolut
: i alor olute o

m

restului R din for caturd ; :
din formula de cuadraturd (12) si marginea superioard py(a,b) a valorii abso-
> E -

.’Uf(:’ a i"é’Sl'H]I. ] i / a b d
{1 Ru L’l’IH OI'J?H,![(I de cuad' 7
/ ! . raturd (34) ]t i Obr a
- . : i / ; ! [ LUl rechkoff. Sa monstram
a IOI weare cai ﬁ. m’egetm HO(IL«'J'J[OJ' exterioare Xx. X NI ot ff ; ) Stl'
Sliisian 1o+ Xn S X1, ...,Xn, Avem ine-

e el
Intr-adevﬁr, avem P Xm) > py (a,b). (39)

x S .,‘ 2 - 4 ¢
| . ( g X))o (x—20) >(x — @), (x1—%)...(x0 — x) > (b — x)™
si deci, tinind seama de formulele (30) si (36) avem
LR I>T
e a =
> aiiié;uﬁ?l te, dM,;j. e M'rfﬁ_m, vde unde rezultd inegalitatea (39)
s S dO Ea ;ca este posibil si se aplice la functia f(x), formula 'd’e cua-
et i ‘rcf' koff, este preferabil si se foloseasci farmu!a de cu d ] i
. Supef'; ccy_jf, dfm jornmfa)de cuadraturd (12) cu noduri exterioare, deoar gcéamm
£ ‘ioard e (Xu , ..., %xm) a lui R din formul, aturd (12) 0
2l er Xn s« - Xm . ormula de cuadraturd (12 j ]
ecit g;c:,iu}f’a .;Srpeiwaa d pyla.b) a h'u | Ry | din formula de cuadmtm'(d a)lzjrggﬁgéh?:ii?
jntervalululli) (.Y ac;: ;e Ji]j‘;)g nodurile x, — 2h, x, — 3h, si x, -+ 2h X+ 3h exterio‘!;i{;
Xo— B, , av at 1 : |
i D em urmatoarea formuli de cuadraturi

h

Sf(x)dx: = 26[ f (0 —20) 41 (% + 2] — 1L [ f(x— 3h) + £ (xy + 3WV - R, (40')

Zy— h

unde restul R este dat de formula
xy--3h

R S ¢ (x).STV(x) dx
functi ' 3 g ‘
ia - 5 )
¥ t?(-x) fiind eg&la cu o (x)s Ds (x), @y (x)} ©4 (x), ?s (x) n interva]ele

[ *3]1.,:( —2h], —2h. x, — il
A 1, o — 2, Xo — h, [0 — b, X0~ B), [0+, X0+ 2h,] [3tg -+ 25, % - 3H).

l _ L
0, (x) = T{JIM,
5

: 3
g () = Mg =X £ 3HP (5 — 2o+ 2R
; 15 3! 51 ’
= | 4
ou() =E =Xt A 11, (e —xo+ 3R 26k (x— o + 20)°
41 15 31 Pl tieaiok
vu(x) = — UBG— 00 —38)° | 26k (x— 30— 20)°
2 3 15 31
ae ) e LR G XaEn 30
15 g

59

FORMULE DE CUADRATURA CU NODURI EXTERIOARE

O evaluare a lui |R| in formula de cuadraturd (40) este dati de

|R|~§p(x0~3h,...,x0+3h),

unde
o (g —3h5- s oy %+ 3=
Lo+ 3R
= % (x —xo+ 30 & — %+ 2h) (x — xg—21) (x — Xp — 3h) dx.
" z,—3h

Calculind integrala din membrul al doilea, se obtine
239

— 3h,., 3h) = — Q h)° M, 41
p(xo xy + 3h) 2880( > M, (41)

Daci se considerd formula de cuadraturd a lui Obrechkoff (34) pentru n=
si m=2, care s reduce la

2

Zy+h

S F)dx = RLf (e -+ h) +f (oo — W] = i;; [ Go+h) = o — W]+ Ry (42)

@—h
avem
Zot-h
R, = % (x — x5+ BP (x — x0 — B2S ™) (x) dx.
: Zo—h
Vom avea
‘RokéPo(xo — h, xo + h),
unde
Z,+h
MO
po (X — Xy +h) = 4—'4 S (x — %o+ (x— xo— h?) dx.
’ @g—h

Ficind calculul integralei din membrul al doilea, avem
4
xy — h, %y + h) = — (2h)° M}. (43)
Pa (X0 0 ) 2880( ) My

(%o — 3, ..., X + 3h) ale lui | R| din

Comparind cele doud margini superioare
h) a lui | Ry| din formula de cuadra-

formula de cuadraturi (40) si py (Xo — /1, Xo +
turd (42), gasim
A 2
p (xg— 3, .. x0+3h)=_3_9]i,_4'%>2i9“ (44)
Po(xD—'—h,xO‘l"h) 4 M.1 4

(x5 — 3h,..., X + 3h) este aproximativ de 60 de ori mai
ce si socotim formula de cuadra-

Inegalitatea (44) aratd ca p
mare decit pg (Xo — A, Xo -+ h) ceea ce ne fa
turd (42) cu mult mai preferabild decit form

ula de cuadraturd (40).
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L. Comparafie intre margi oard
arginea superioard p (x, — 3 h,...,x, + 3h s ;
. I / ‘ a lui |
gr;;mula (l? cuadraturd (49) §L marginea superioard a valorii ,alfsalute)a rez.:;t;lf', j{ﬂ
e formule de cuadraturd. Si considerim pe lingd formula de cuadratura (40)lfoi'”

U]EL d u ratura ! “I"h 1 oatu
m B8 C a(l at I a ILI] SlmpSOl'J care th]llzeaza ]l()d I l]e X X
u 0 h, 0 Sin d I

To-Lh
= ¢l
S S ) = 1 (o — ) +4 1 i)+ £ + W] + .. 45)
rg—h
Se stie ca
A | Rs | < s (g — b, x4 + H),
) M}
ps (Xg — A, 2 h) = —%
0 Xo + h) 2880 (217)5- (46)

Pentru formulele de cuadraturi (40) si (45)
e ar . S ,putem compara marginil ioare
p(xy—3h,....xo+3h) si ps (xo—h, x,+h) date de formulele (41) sig(146f %?nin;\?;;

p(xo—3h,..., xy + 3k) M
el e IR S e A
S 239 M > 239, 47)

De asemenea d i a de Tl €rioa
daca C()I]Sldel'clm fOJ‘mU 1
. : ] Cuadl'atura cu ]'lDdLI 1nterio: I'C,

To-+h
S J ) dx = . [625 f(x;) + 916 f
o e 1 S (%) + 625 f (x,)] + R, (48)
unde I
s 19 1
K= X = 531'1, x2:xﬂ+2%ia

$-a ardtat ci

unde IR < p" ey — B, x4 1),

/ M
P —hoxpy )= %,
0 0 5880 0,07679 (2h)5. (49)

riourie;é:_u_f(})zmu]f:‘](j_gif c_ua(rirﬂtur{l (40) si (48) putem compara marginile suﬁc
X seesXo+30) 1 p"(xXg—h, x,-+h) date de formulele (41) si (49). Vom avea
p(xo—szﬂ....xo—}—:H:)m 239 M,
o' (o—"hy X +h)  0,07679 M°

Formulele (47) si (50) arati net vtajul fi ‘
E S ¢t (50) aratd dezavantajul formulelor de cuadraturd ¢ 2
exterioare, [ald de formulele de cuadraturd cu ﬁon’ur;(f:z;e.v['r'ﬁ;c;:;ad’(m”a i

Exe ; i :
. doj]e;nq?l?érmmﬁﬂju a[lfmmulcl dc.cuadra@urﬁ (40) si numerele mari din membrii
i mulelor de comparatie (47) si (50) ne fac sd studiem sistematic mar-

=32, (50)

FORMULE DE CUADRATURA CU NODURI EXTERIOARE 6L

17

ginile superioare p (Xn, ... , Xm) ale valorii absolute a restului din formulele de cua-
draturd cu noduri exterioare. In special vom studia resturile formulelor de cua-
draturd care provin din aplicarea formulelor de interpolare cu noduri echidistante.

12. Cazul m—0. In cazul cind toate nodurile exterioare sint de o parte a lui a.
sau de o parte a lui b, de exemplu la stinga lui a (m=0), formula de cuadraturd (12)

devine
b

b
S.f(x)dx—Al [G)) + Ay f(x) + oo + Anf ) + (= 1) Scp(x)f""’(x) dx (51)

4’lln

‘unde functia ¢(x) coincide pe rind cu functiile ¢,(x), @ (X),..., Pr+1 (x) in intervalele
[%ns Xn—1], [Xn—1, ¥n—3}, ... [a, b] care sint integralele ecuatiilor diferentiale

0 dacd i=En + 1

1 dacd i =n + 1

o™ (x) = {

si care satisfac la conditiile la limita
0y (%) = 0, 01 (xn) = 0,..., "2 x, = 0,
9z (X¥n—1) = @1(Xn—1), @3 (¥n—1) = 1 (Xn—1)eers o (xp—1) = " (¥n—1)
Pn (51) = a1 (%2), On (X)) = Pr—s (), -oer P (37) = 7P (1),
Pntt (@) = ¢n (a), Oni1 (@) = on (@), ..., 9" P (a) = ‘rpS;"”'z) (a), 91 (@) = ol Na).
onst (B) =0, Ghr (B) =0, ..; 6*=0 (B) =0.

Se arati ca la punctul 2, ca in formula de cuadraturd (51), coeficientii

Ay, Ag,..., Ap au semnele alternate, 4, fiind pozitiv.
Se aratd apoi ca la punctele 4, 5, §i 7 cd forma curbei y=¢(x) in cazul n>2

este cea indicatd in figura 3.

‘/\ o g 2 el
. f" 3 = \ﬁ) \_/
n G @ imgar

Fig. 3

Cind n = I, formula de cuadraturd (51) se reduce la

b b
Sf(x) dx = (b—a) f () __S o () @) dx.

2y

unde curba y = ¢ (x) are forma din figura 4.
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Cind n =2, formula de cuadraturd (51), se reduce la

b b

S ) e [( - g ) £ G — (“ = b —xl) 5 (xz)] B Scp(x) @)

Xy — Xg

;]

@

unde curba y = @ (x) are forma din figura 5.

Xy a b
1]
i
|
i
]
i

'
1
I
i
)
I

—_

Fig. 4

Se aratd ca la punctul 8 cd restul in formula de cuadraturd (51) se poate scrie
sub forma

' (£)

~
1
—

R (x—x;) (x—xp)... (x —xz) dx,

n!

R

unde £€ (x,..b). Rezulti ci o margine superioard, pentru |R|, este
b
M, :
o —“S(x—xl) (o= 26y . (r—ixn) %)

nd
a

P (HnisonnsXy)

unde M, este marginea superioard a lui | /¢ (x)| in intervalul [x., b].
Cind nodurile x;, Xy,..., Xu s¢ deplaseazd spre stinga marginea superioara

oilon, = ) weteste:
Daci se consideri formula de cuadraturd cu nodul ¢ multiplu de ordinul n,

b

nS )2 __m\n
Sf ) = 2 1 ? (@) + _U’z—:’)f’(a) e (b_"’)f(n—n @)
! n!
(43 b
Ao
: n!

a

restul ei, in valoare absolutd, are marginea superioara
1
= (b=—a)** 0
(n+1)!
unde M2 este marginea superioard a lui | £ (x)| in intervalul [a, b].
Oricare ar fi alegerea nodurilor xy, x;,..., Xp, avem
o (Xniy - iy =00 (@, D)

Po ((?, b)

nos
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Exemplu. Dacd se considerd intervalul (x,—h, x,-+h) si nodurile Xq—2h, xq—3h,
Xo—4h, x;—5h, avem formula de cuadraturd
29+h

Sf (%) dx = 2—1 [64 f (xy—2h)—131f (xy—3h) -+

L T (52)
100 1 (g — 4h) — 271 (g — SH)] +S 0 0/ () d.
- 2y—bh
Avem
|R| L p (xg —5h..., X,-2h),
unde .
1079

e (.\'n e 5/1, et .\"]——21?) = QS‘TO A’f‘i (2/1')5 3

Dacd se compard marginea superioara p (xo—>5h,. . .,xo—2h) cu marginea
superioard a valorii absolute a restului din formula lu Simpson (43) avem
0 — Sh, ... Xg— M
8 5hive T ) T =1 > 1079,

ps (xg — h, x¢ -+ H) My

Daci se compard marginea superioard p (x,—5h,..., Xo—2h) cu marginea
superioard a valorii absolute a restului din formula de cuadraturd (48), avem
p (xo— 5h,. .., xo— 2h) L 1079 %%> 14051, . . .
p' (xg— Ny xg + H) 0,07679 M,
Numerele mari 1079 si 14051 din formulele precedente aratdi dezavantajul

formulelor de cuadraturd cu noduri exterioare, fati de formulele de cuadraturd
cu noduri interioare tratate mai sus.

§ 2. Formule cu noduri simple exterioare si nodurile @, b

13. Reluim integrala (1) cu aceleasi ipoteze ca la punctul 1. La aceastd inte-
grali atasem nodurile Xi, X3,..., Xn—1 la dreapta lui b in ordine crescitoare si
noduri X;, X,. .., Xn—1 la stinga lui @ in ordine descrescdtoare, toate nodurile fiind
cuprinse in intervalul [o, ]. Vrem si stabilim o formula de cuadraturd cu noduri

exterioare sicu nodurile a, b de forma

PX)f(X)dx = Agf(a) + Ay f (xp) + ... + An—a [ (enet) + (53)

R

+ Ao f(B) + AL f (xD) i Aun f ) R

si sd-i studiem restul.
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Proceddm ca la punctul 1; la intervalele [x,—y, x,—2], . . ., [@, B],. . ., [ g
atasem functiile o, (x),..., @n (X),..., @utm—1 (x) care sint integralele ecuatiilor
diferentiale

0 daca isEn

M) (x) =
s p(x) daca i=n

(54)

si care indeplinesc urmatoarele conditii la limita
@y (Xn—1) =0, ¢ Wn—1)=0,..., "™ (x,_3) =0
Py (¥n—2) = @, (¥n—2), (Pé (xn—‘A):"P{ (®n-2),. . ., ‘Pé'“’"‘*z’ (Xn—2)= ‘P({L+m_“)(xn—2)
'.-Dn,~1 (xl) = (Pn,_.g (xl)ﬂ <P;;_.]_ (‘x‘ll) = L?;;_z (xl)a' LS } (Pglj']m_g) (xl) = (Pgt"f"_z) (xl)
P2 @ =9, (@), ¢,(@) =9, ). .., o0+ () = glrim=9 (q)
011 () = 0, (), 941 (0) = 8,0, D B) = ¢ (b) 9
Prupa @) = @, (1), @, @D = @, (xD),. . ., @R (x1) = QU —(x1)
P, +m—1 (l'r’n-—z) = (P,-,,_l_m_g(xr’nf?x)s (P;I-+m—l (x:11—2) :'P;Prn,ig (-\'J,n——z)-, u S

n-tm—2 4 — ppmtm—2
- 50 £z+m—1) (xm-—Z) R CPS.l+mL2 )(er|L2)

Pnpm-t Bmt1) =0, @ppp g (1) =0, @IHENT (H—y) = 0.

In aceste conditii, obtinem formula de cuadraturd (53) in care avem

21 FORMULE DE CUADRATURA GU NODURI EXTERIOARE 6D

pentru =0, 1, 2,,.., »—1, unde

Py T ) =B — ) G = )

@—xp)...(a—xp—1)(@—b)(@a—xi)...(@a— xm_1

(r — @) (c—2x1).. (0—Xi1) (F— X0 41) eos (F—Hn—1) (X —D) (x—21) ... (x —Xpu—1)

Pi(x)=

(v —a)(xi — xp)eee(xi—xi—1) (x4 —xi+1)---(Xi —Xn—1) (=) (xi—21)-r o (Xi— Xr—1)

peatrn i — 1,2, .., n—1.

Deoarece P; (x) péstreazd un semn constant in intervalul (a, &), se arati

ci A; are semnul lui (-1)! pentru i=0,1,2,..., m—1.
In mod analog se arati cii
b
= S P(¥) Qi (x) dx (58)
a
pentru & =0,1,2,..., m — 1, unde
0,()= (x—a) (x—x)... X—xn—1) (x—x1)... (x—xm—1) ,

b—a) (b—x)... b—xn—1) G—x1)... (B — xp1)

_(x—a)x—xy).. (x—xn—1) (x—b) (x—x1). . .(x—x5 1) (x— X34 1). - A — Xl

Ok (x)

pentru k=12,..., m—1

(Gei—a)(ek— Xy)... (X=X n—1) (Xe—BYO—1)... (X —Xk— 1) Xk 1 1) (Xh—X 1)

Deoarece Qr (x) pdstreazd un semn constant in intervalul (a, b) se arati ci
Ar are semnul Iui (-1} pentru k =0,1,2,..., m— 1.
Ca la punctul 3 se aratd ci in formula de cuadraturd (53) restul R nu poate

An~1 = (Pgner*j) (xrzfl)

fi nul pentru orice polinom de grad mai mare ca n + m— 1. In particular nu poate

A :(P(Infl-m—i) Ctaig)— cpg”"""_l,) (%n—3) sd existe o formuld de cuadraturd de tip Gauss cu noduri exterioare, la care sd

Al e (Pg:zm—‘l) (_\-1) e (Pg):l»lm—]_) (x]’_)

A(J =) cpgi_—lim—l) (ﬂ') e rPser»m.fl.) (a) (56)
Ao = 23 ()~ W e

£ —p(rtm—1)(4’ — plntm—1 5
Am—2 7:951-’,-1:1—2 )(xm—2) (PEHAmfl . (xm“z)

; = gl
Ap—1= (Pﬂﬂj,,’f’_l ) (% m— f.)-

14, Deierminarea coeficienfilor A; si Ap. Procedind ca la punctul 2 avem

b
A — gp (x) P (x)dx, (57)

i

se adauge si nodurile a, b.

15. Determinarea functiilor ¢; (x), @3 (X)..., @uim—1(x). Tinind seama de ecua-
tiile diferentiale (54) si de primele # conditii la limitd (55), avem

(x L xnf‘l)n+ m—1

P (x) = An—1
: (n+m—1)!

(X' Ll A,?,_l)rH—m—L

Pp(X) = Mgy ——————— L,

n+m—1)!

(x | xn_il)rvafl

Pn—1 (X) =hy————— + An—

(n+m—1)!

+ M

(.-\f - x"_g)n +m—1

59
- (m+m—1)! ()

(,\' At xn_z)nqtmﬁ 1

2
n+m—1)!

(x — xl)n+m~k1

(n-+m—1)!
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[ syt (6 — X grHm=t
Dy (%) = —’\—;—p(s)ds + A1 A -+
n Jn 4+ m—1)! (n +m—1)!
Vi y n-m—1 (x o, a)n+m‘—1
A=k (2= %) B
l(n+m-l)! (n +m—1)!

unde Ay Ayye. ., An—i SiNt constante. - o
Deoaselmenea tinind seama de ultimele (m—1) conditii la limitd (55) avem

(A’ e x;n_l)n+m—1
Dnim—1 (x) — LIS S s e

(n+m—1)!
(x— /\_];}gl)n—km‘fl 1 (x i l’;n—Z)n-f_m_l (60)
Prt+m—2 (x) = tm—1 —————————— + Mg ;
T (n+m—1! (n+m—1)!
: { +m—1

(s— -\'mfl)nikmil (x i Xm_g)n et . ;

= e e [ + ...+
Ont1 () Han—1 =T & @t

(,\‘ = xi)n+m—1
l(r.'+m—l)!
5 tante
unde (4, Mo, Hgs:--, Hm—1 Sint coms ; St .
Scriind ci si conditiile (55) din punctul b sint satisficute, avem sistemul de

ecuati ,
' / o
— X (b—a)—nb—x)—...— 7\ng1£b — Xn—1)+ Uty (b—x1) + ...

+ u

+ tm—1(b — Xpn—1) = S(b — s5)p(s)ds

a
.................................................................. (61)
— g (b — @It = hg (b — X — L= hay (b — Fao )+
!
oy (b — XM L g (B — Xt =\ (B — syt ™ —1p (5) ds
a

inantul
care determind constantele Ag, 2y, ..., An—t, [J,lc,l [12,...,d|.Lm,1, deoarece determina
1 i i ¢ nde.
sistemului este un determinant dl_ Iui Van ermo e
Interpretarea coeficientilor X $i p. Dacd tinem seama de coeficienfii din
formula de cuadraturd (53) dati de formulele (56), avem

Apq = — ha=1, An—2= — M—g9,. . ., A]_ =it 7\1> Au = T 7\u>

Ap—1 = Pu—t, Am—2 = Pm~2,. .., Ay = g, Ag = thy,

(62)
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unde s-a notat
b
\u'(l === SP(-S') dS —i_ ?\U ‘J*- )\] .,}» RS *i" ln_l = H’l — I'J"_z —_— .. — IJ‘TH-—l- (621)

a

Introducind astfel necunoscuta auxiliari to, sistemul de ecuatii (61) se poate
transforma in

b
tho + th EEEEE Um—1 — )‘0 = 7\1 — v ——lpl g = g F(S)d.j‘
a
- (63)
Ko b + Yq «\'i Jr i _\L Mpn—1 .\';n—l = 7\(}6? = 7\1 X e 7\nﬁ1 g :\ P (S) sds
a
Lo pntm—1 S !)‘1 A‘1“+”‘"1 "I‘ s _'_ Wiy xh:t_:—lm—li?\u qghttm—1__ 7\1 x;z,+m.—-1 V1M
b
—— )\n,—l x:':iiﬂ_l — S_[) (.S‘) Sﬂ'+m'—1d.§'.
a

Ecuatiile (63) se interpreteazi imediat. Ele exprimi ci restul in formula de
cuadraturd (53) este nul cind S (x) este inlocuit cu 1, x,..., xn+m—1

Polinoamele ¢, (x),..., 0p_y (x) si polinoamele ©n11 (x),. . ., Prnim—1 (X) date
de formulele (59) si (60) sint de gradul efectiv n - m—1.

Se demonstreazd ca la punctul S, ci coeficientii din formula de cuadraturi
(53) au proprietatea

[ e I T + A4,_;) >0,
( s I)m,—-l (Arfn—l —F- A;n_z + < W + A;]z—l) >0:

pentruj=1,2,... . n—1sil=1.2,.. » m—1, si tinindu-se seama de formu-
lele (62).

16. Forma curbei y = ¢ (x). Functia y = ¢ (x), care este continud in inter-
valul [Xn—1, Xm—_i] impreund cu primele n+ m — 2 derivate, nu poate sd aibi in
intervalul (Xn—1, Xm—1) decit un singur extrem.

Intr-adevir daci ar avea doud extreme, atunci procedind ca la punctul 7,
ar urma ca derivata (*+m=2) (x) 55 ajbi n - m —1 ZErouri, Ny, M,. « «» Nnim—1 in
intervalul (xp—s, xXp_4). Se arati ci in intervalele (xp_y, Xn—s], [Xm—g2, Xp-1)
nu se gasesc zerouri ale lui @™ ™m=2(x) si ci in intervalele (Xn—2, Xn—a,. . ., (x4, al,
B s X a), o [6, x;) nu se poate gisi decit cite un singur zero dintre
f1> Mgse o5 Mntm—1. Rezultd atunci cd in intervalul (a, b) se gisesc trei puncte
fin—1, Mn, Nni1. Aceasta este insd imposibil cici functia o (x) avind derivate
continue ¢"+m=1) (x)  o(+m) (x) in intervalul (a, b), ar trebui ca derivata o(n+m) (x)
si se anuleze intr-un punct { din intervalul (a, b) si se stie ci in tot inter-
valul [a, b] avem @@+m) (x) = P(x). Deci functia y = ¢ (x) are un singur extrem
in intervalul (x,_q, Xip—1)s

5%
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Rezulti ci forma curbei y = ¢ (x) este cea din figura 6.

/\ - My K@ By st

7 =7

n par n impar
Fig. 6

In cazul n =1 si m = 1, formula de cuadraturd (53) devine formula trape-

zului
b

Sﬂﬂﬁ—

a

b—a
2

b
Uﬁ0+fwﬂ+g@unwunm

si forma curbei y = ¢ (x) este datd in figura 7.
17. Restul in formula de cuadraturd (53). Tinind seama cid ¢ (x) pistreaza
un semn constant in intervalul (x,—1, Xm—1), restul din formula de cuadra-

P turd (53) se poate scrie sub forma

[o)
"":"m.ﬁi
\ R=(— I)n{-ml){‘(urlrm)(g)\ @ (x) dx,

Fig. 7 Tp—1

unde £ € (xn—1, Xm—1). Se aratd ci

R = (___“ l)m I j‘[n+m.) (E): (64)
unde
b
1 ‘ .
I= SP (\) (.\‘*(J) (x_xl)- .. (xfxrl—l) (b—x) (xifx)- . -(xm.—l _X) dx. (65)
(n + m)!
Avem )
| Rl < p (Bn—ts: + -5 Xm—1), (66)
unde p (Xp—1,. - ., Xm—1) €ste 0 margine superioara a lui | R |, definiti de formula
€] (xn-l 3n n -,x;nfl) = Mn+m I, (67)

unde M. este marginea superioard a lui | £ (x)| in intervalul [Xp—1, Xm—1].
Cind nodurile x;, X ..., Xa—1, se¢ deplaseaza spre stinga, iar nodurile
X1, X3, ..., Xm_1 se deplaseazi spre dreapta, marginea superioard p (¥n—1, . . -, Xm—1)
creste.
Intotdeauna avem
] (xn_1 . x;,,ﬁi) ==i@p (a,b),

unde p, (@, b) este o margine superioard a valorii absolute a restului din formula
lui Obrechkoff (34).
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Exemplu. Avem formula de cuadratura

Zo+h :
Sﬂﬂﬁfgbﬂwﬁu%Hfm#%WHUUrM+ﬂ%MH+
:x:,..—- h
z,+2h
+ | @™ (68)
.1:,‘;2.'.'

1
Avem | R | < p (X —2h,. . ., Xy + 2h), unde p (xg — 2h,. .., x, + 2h) = E:I)_(Zh)s M,.

De aici rezultd cd dacd compardm pe p (x, — 2h,. .., X, + 2h) cu o margine
superioard a valorii absolute a restului din formula lui Obrechkoff (42), sau a
lui Simpson (45), sau formula (48), avem

o (xg— 2h,...,x,+ 2h)

Po (Xo — h, X+ h) -

= 4,75,

e (xn —e 2]?, . ey Xg —I— 2”,{) _:)/ 19’ (69)
ps (¥ — h, %5-+—h)

p (wp—2h . .., %+ 2!1)>2
o' (g —h, %+ h)

47.

Din formulele (69) rezulti dezavantajul formulelor de cuadraturd cu noduri
exterioare, chiar dacd se aliturd nodurile ¢ si b, extremitdtile intervalului de
integrare.

18. Cazul m =1 Sa presupunem cid nodurile exterioare sint situate numai
la stinga lui @, adicdA m = 1. Formula de cuadraturd (53) devine

b

Sﬂﬂﬂﬂﬁ—AJf@+Amﬂm+ﬁf@0+nﬂA%Jﬁhﬂ+

“ . (70)
+ (= 101 o @00 i,

Tpn—1

unde functia ¢(x) coincide pe rind cu functiile ¢; (x), @5 (x).. . ., @, (x) in intervalele
[Xn—1, Xn—2), [¥n—2, Xn—sl,..., [@, b]. Ele sint integralele ecuatiilor diferentiale

0 dacd i=En
p(x) daca i =n

o1 () = {
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care satisfac la urmadtoarele conditii la limitd

cPl (xﬂ—l) o 0! (P]’_ (xﬂ-*i) 55 03 LI <P£”“1) (xn—i) — 0,
Dy (xn—Z) =y (-xﬂ'—l)» (PQJ. (xﬂ-*?f) = CP{ (‘rfl—z)s' * s (Pg'_l) (.Xn72) = (P‘;nﬁl) (’xﬂ—z)n

(Pn_1(x1) T (P"...z (xl)a (P;_l(x]): ‘.D;lfz (xl)a sleinin [P(:::il) (xl) = (‘P(n_l) (xl):

n—2

@) =9,y @, 9o, @=0, ; @,.., 6@~V (a) = n=1(g),
¢, () =0, ¢, (B)=0,..., =1 (b)) = 0

Cocficientii Ay, 4;,..., An—1 din formula de cuadraturd (70) au semnecle
allernate; A4, si A4, sint pozitivi.

Se aratd ca la punctele 4, 5 si 7 ca forma curbei y = o (x) in cazul n >1,
este cea din figura 8.

Xp-1 % o 6 -
npar n impar

Functia o (x) pastrind un semn constant in intervalul (x,_, b) putem scrie

o) ( s
Ri—— TUISP () x—a) (x—x).. (x —xp1) (b—x) dx, (71)
unde & € (xp—1, D)
Avem
I_RF < e (a\"nﬁl PRI b):
unde
b
My ’
p (X1, .., 0) = (;ﬁ)jlsju X)x—a)(x—x)...(x— xn_1) (6 — %) dx.

a

Exemple. 1. Avem formula de cuadraturi
a+h

[ ds = [9f @+ ) + 195 @ — 5fla— k) + f(a — 28] +

a

ath (72)
=+ S o (%) fEV) (x) dx.

a—2h

Functia ¢ (x) este negativi in intervalul (Iaﬁ2lr, a + h).
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Avem
at-2h -
BRI SRR | e
R=fUVE) \ o(x)dx=— %f ), £€ (@ — 24, a+ h).
a= o

2. Avem formula de cuadratura

a-th
S F0) i — 7%[251 Fla+ H) + 646 f (a) — 264 f(a — By +
i I u-{-.h (73)
-+ 100 f (@ — 2h) — 19 f (a — 3h)] — \ o () f® (x) dx.

ﬂ-;.'ih
Functia @ (x) este pozitivi in intervalul (¢ — 3k, a - h). Avem
a+h .
s i BT I~
R=—/0@ \ odr=— 1010 %@~ ath

a—3h

Exemplele (72) si (73) se gisesc in cartea lui S. E. Mikeladze [4] ¥)

§ 3. Formule de cuadraturd cu noduri la stinga lui @ si nodul @

19. Sa consideram functia f(x) de clasa C"in intervalul [«, b] si sd stabilim
relativ la integrala (1), in care intervalul [a, b] este inclus in intervalul [e, 5], formula
de cuadratura

b

Sp WS dr = Ay f @) + A f ) + - .. + Anci f(ns) + R, (74)
a
care foloseste nodurile a si x;, X, ..., Xn—1 ordonate in ordine descrescitoare si
cuprinse in intervalul («, @). Vrem de asemenea s studiem restul acestei formule de
cuadratura.
Pentru aceasta, la intervalele [xn—1, Xn—2], [Xn—2, Xn—sl,..., [a, b] atasem
functiile @ (x), @, (x), ..., @.(x) integrale ale ecuatiilor diferentiale

tiji(ill.)(;\‘) Lo { 0 daca i -—71—_ n

p(x) daci i =n
si care verificd conditiile la limitd
P (xnﬁ]_) =0, (Plf (In—l) =0,..., f?l(n—z) (,\‘?,_1) =0
P (X, _5) = @1 (%, o)y 02" (X, _p) = 01/ (x, _o)s -+ - » 05" (x,_,) = 0" (x,_,) (76)
00 (@) =0, (@, on(@) = o,y (@), % (1) = ¢7%(a)
9, (0) =0, ¢, (B) =0, ..., ("1 (b) = 0.

(75)

*) p. 328
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Aplicind metoda de la punctul I, se ajunge la formula de cuadratura (74),
in care coeficientii 4, Ay,..., Ap—y sint

A,,, 1% 3 = (Pgn_l) (xngl)n
A= () — oY (x, ),
.................. a7
A =) ) — ol (),
4y =@  — oD (@)
iar restul este dat de formula
b >
Ri= (=1} S ¢ (x) f™ (x) dx (78)
Trn—1
functia ¢ (x) coincizind pe rind cu @;(x), @,(x),..., ®,(x) in intervalele
[xXn—1, Xn—s], [¥n—2, Xn—s),..., [a, B].
Se aratd cd coeficientii din formulele de cuadraturd (74) sint dati de formulele
b
A = g P; (x)dx; (79)
) :

pentru i=0, 1,..., n — 1, unde
P, (x) ,—,(x Sxile s e o) ,
(a—x) (@— x) ... (@— Xn—1)
(x—a)(x —x)-..(x— xi—1) (> — x041) ... (*x — Xn—1)
(i —a) (i — x9) - - - (06— X1} (i — Xi9) .« . . (Ki—Xn—1)
pentru i=1, 2,..., n — 1.
Se observa ca A; are semnul lui (—1)* pentru i ==0,1,..., n— 1.
In formula de cuadraturd (74), restul R nu poate fi nul daci f(x) este un
polinom de grad mai mare ca n — 1, oricare ar fi alegerea nodurilor x;, X5, . . .,Xn_1.
20. Determinarea functiilor ¢ (X), @ (X), . . ..pn (x). Ecuatiile diferentiale (74)
impreund cu primele # conditii (76) determind functiile ¢; (x), @, (%), . . ,@n (x). Avem

= -Tn—l)nil

iar

Pi(x) =

© (v\—) == )\n—l.

n— 1!
1, - n— § = T n—1
() = Bl (x — Xny) g (= xu9) (80)
(n—1)! (n — 1!
""""" AT R S R T e
On—1 (X) = Ap—q St + Ap—z &= Pl s S - xl),
n— 1! (n— 1)! (n— 1)!
J A y—1 G n—1 PR n—1
Pn (\‘) t\ (-'\ S) P (3) ds == )\12—1 g)' i 7\”—2 w + e +
M= 1)! (n —1)! (n—1)! ,
(X . .\_]):r-i' . (x i a.)n—l
M Ay =——ry
(n—1)! (n— 1)!

unde A, 2,...,A—1 sint constante.
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Scriind ca si ultimele conditii (76) din punctul b sint satisficute avem sistemul
de ecuatii

b
7\0 s )\1 e + M1 = —Sp (S) dS’

@

b

N —a)+MG—x)+ ...+ Aot (b—x0—1)= -Sp (s) (b — 5) ds, (81)

Mo —at = N R (B = Sp(s) (b — s)1ds,

a

care determini pe A; Ay,..., An—i
Interpretarea coeficientilor %,, Ay, ..., Ay—1 din formulele (80) rezultd din ecua-

tiile (77) si (80). Avem
An—l = — Ap—1, An—z i = e Al —a— )\1a An = )\u- (.82)

Tinind seama de formulele (82), ecuatiile (81) se interpreteazia usor. Ele se
obtin scriind cd in formula de cuadraturd (74), restul R este nul cind f(x) este
inlocuit cu 1, b—x,..., (b —x)" "

Se demonstreazd ca la punctul 5, ed polinoamele ¢, (x), @, (x), ... @, (x) sint

de gradul efectiv n — 1.
De asemenea se demonstreaza cd in formulele de cuadratura (74), avem

(7‘ ])Hf]. (‘Anfl + Anig + i + A-Hfj) = 0

pentru j=1,2,.., n — 1.

21. Forma curbei y = ¢ (x). Se aratd cd functia o (x) nu poate sd aibd decit un
singur extrem in intervalul (x,—1 , b).

intr-adevir rationind ca la punctul 7, se arati cid daci functia ¢ (x), care

este continud impreund cu derivatele ‘ei succesive pind la ordinul # — 2, in inter-
valul [x,—_1, b], ar avea doud extreme in intervalul (x,—i, b), atunci derivata ¢0"—2 (x),
s-ar anula in n — 1 puncte 9y, 7y, .., Ne—1t din intervalul (x,—q, b). Functiile ¢,,
©ss - - » Pn—1 fiind polinoame de gradul efectiv n — I, se arata cd in intervalul
(Xn—1, Xn—2], nu se giseste nici un zero al derivatei o2 (x), iar in ficcare din
intervalele urmditoare nu se poate gisi decit cel mult un punct 7. Fie v, , zeroul
Tui 9"=2 (x)care se giiseste in intervalul (g, ). La functia ("2 (x) si la intervalul
[4,_,, bl se poate aplica teorema lui Rolle si se deduce ca derivata ¢~ (x) are
un zero { in intervalul (n,_,, b). Apoila functia o"=" (x) sila intervalul [T, 5] se
poate aplica teorema lui Rolle si se deduce ci derivata ¢ (x) se anuleaza intr-un
punct din intervalul (¢, b), adici din intervalul (z, b). Insid in intervalul [a, 6]
avem o (x) =p (x¥) de unde rezultdi o contradictie. Deci functia o (x) nu are
decit un singur extrem in intervalul (xp—1, b).
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Forma curbei y = ¢ (x) este datd in figura 9, pentru n > 2.
Pentru n =2, forma curbei y = ¢ (x) este dati in figura 10, iar pentru
n =1 forma curbei este datd in figura 11.

/\ DR o1 Lo

Xa-r X, o b
apar nmgar
Fig. 9
aq b
i
/!:\ :
: |
Xy o o) |
Fig. 10 Fig. 11

22. Restul in formula de cuadraturd (74). Deoarece functia ¢ (x) pistreazi un
semn constant in intervalul (x,—1, b), vom putea scrie formula (79) sub forma

b
R— (=1 s (z)scp () dx,
;""1171
unde £€ (xp—1, h), sau
b
£ @ ( ;
R ; Py —a)(E— x;) . - . (o — X0 1) dr: (83)
n!
Din aceastd formuld rezultd ci
IRlép(xﬂfls"s ﬂ), (84)

unde
b

M. ¢
G s Y ) | % \p () (x —a) (r— %) .. (e — Xnti) dx (85)
n! )
a
Se aratd cd dacd nodurile xy, X,, ... ,Xo—1 Se deplaseazd spre stinga, atunci
marginea superioard o (xXn—i1,...,a) a lui | R| creste.
Exemple importante vom da in § 4.

§ 4. Formule de cuadraturd cu noduri exterioare, in progresie aritmetici
la stinga Ini @ si in nodul @

23. Pentru obtinerea formulei de integrare numerici a ecuatiilor diferentiale
a lui Adams se folosesc formule de cuadraturi care provin din formulele de inter-
polare ale lui Newton la stinga. Acestea sint formulele de cuadraturd cu noduri
exterioare in progresie aritmetic la stinga lui si cu nodul . Vom examina in
acest paragraf de aproape astfel de formule.

FORMULE DE CUADRATURA CU NODURI EXTERIOARE 5 |

Si consideram intervalul [a, ] si sd notdm

a-+b
Xy —

,b—a=2h.

Cu ajutorul lui x, si A definim nodurile
Xp— %y — @p— 1)k, |
unde p =1, 2,.., n. Cu aceste notatii nodul x, coincide cu a. | ‘
Presupunind ci functia 7 (x) este de clasa C™in intervalul [x,—(2n—1) &, x,+ hl, |
s-a ardtat in § 3, cd avem formula de cuadraturd pentru p (x) = 1
b .-E,,.-j‘h i
Rf(x) dx = A f () + A f (i) + oo+ Anf )+ \ 0, (o) ™ () dx,  (86) i
:l' .'12,,*(212* 1k y
unde functia o, (x) pastreazi un semn constant in intervalul [x, — (2n — Dh,x, + hl.

Si transformim formula de cuadraturd (86). . ' .
Pentru aceasta si introducem diferentele succesive A f(x), A'f(x),... ale

functiei f(x) definite prin
AL flxg) = f (1) — f(x3)
A2 f(x5) = f(x) — 2f (x5) + f (x3)
AR F () = f (o) — 3.1 (o) + 3.1 () = VilE

A1 f(x,) = f (%) — Crct £ () + - .. + (— D1 CaZ1 f(xm)
si sd rezolvim aceste ecuatii in raport cu f(xy), /(x3),. . ../ (xn). Dupd cum se stie
se obtine
fxg) =1 (x1) — A f(xy),
F) =1 (x) — 281 (xy) + A% f (),
Flr) = On) = Gt B i)+ v o+ (™1 CA=E AP F ().

Formula (86) capitd forma

b x,+-h
S.f(x)dxzzh[Blf(xinz ALf () -+ B A () \ on () () dx.  (87)
a mnf(z:zfl)h
Calculul coeficientilor B,, B,, . . ., Bn se face usor in modul urmétor. Daci inlocuim
pe fcu 1, se deduce ci B, = 1. Dacd se inlocuieste \d
£ = = = ) 6 =39 (= 0, (35)
C.
unde k = 1,2,..., n — 1 se observa ci f(x) fiind un polinom de gradul k, avem |

At f(x) = 0 pentru i = k. Pe de altd parte, pentru 7 << k, avem |
A f)=f(e+2ih) — Cifx+26G— DR +... +(=1) CGf@),
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de unde rezulta ci
AF ) =f06) —CHf o) (=1 CL o).

Pentru i =0, 1 » k—1 avem A* f(x;iy1) =0, iar pentru i =k, avem

K

(1 — X3) (npr — Xg) - o . (k1 — x) = (2R)E.

Al fiapi) =

Rezulta ca qumula (87) pentru functia (88) ne di
Zy-+h

1
2R+l Bryy = il S (% = ) i(x— x3). . o (¥ — Xn)dx.

&o—h

Daca in integrala din membrul al doilea se face schimbarea de variabili

X =xy — h -+ 2uh,
ea se reduce la
1

(2hyk+1 S uw+1)...(u+k —1) du.
0
Deci dacid se noteaza
1
. 1
Jk:k—'S“(”‘f‘1)---(”+k‘1)d”: (89)
"%
avem
By = Jy
pentru k=1, 2,..., n— 1.

In privinta restului R din formula de cuadraturs (87), conform formulei
(83), avem

&Ty+h

\ (e —x) G —xp) e (¥ — ) s E € (%o — @11 — 1) b, %y + K)

&—h

JOE)

I]‘T

Ro—

adicd, {inind seama de formula (89)
R = (Zh)”Jrl Jnf(n) ('—r:)

Deci formula de cuadraturd (87) se scrie

b

S/(\) dx = 2h[f(x;) + Iy Alf(xz) + Jy Azf(xa) =t s lvd An—lf(x”)] + (20)

@

+ @R T f@E).

—
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Am obtinut astfel formula de cuadraturd (90), care de obicei se obtine prin apli-
carea formulei de interpolare a lui Newton cu noduri in progresie aritmeticd la

stinga [5].
Tinind seama ci

1
= gudu:Ls
) 2
0
1
J, = %SM(H )du=—
0
1
e ;yw+nw+mw~_
(1]

formula (90) pentru n =2, 3,..., 9 este

gmwrﬂﬂﬂm+%ﬁmﬂ+ngf@

“

f (%) dx = 2h [ ) + %Ai £ () + % Aty (X-:s)] o % @i f7 @),

LRSS e

b
Sf(x) dx = ZIz[f(xl) & % N f ) % A'f () + % Aaf(xa)J +

+31WWW®

b
VwM—MMm+%Nﬂm+%Mﬂw+%Nﬂm+

4 e 5)
+7mAf(ﬂ+ PO, o

b
Vmﬂ—Mhm+%Nﬂm+;fﬂm+%@ﬂm+

251 . 95 .5 19087
il ¢ LR e ) L A (3
A ol f (%) + I f(xﬁ)] -+ ( ) FON(E),
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b

Vmﬁ=ﬁpw+%AVw+%fﬂm+%ﬁﬂmT

251 95
+— A () + —— A
S () + e f () -

720

+£@%WW@

19 087

12- 7! f("’)J

b
ymm:ﬂhm+%fﬂm+%ﬁﬂm+ifﬂmv
J 8

251 p4 95 5 19087

-+ A= -~ 6 .
720 f(“.)) 8 A f("‘G) 12 7! A f(x'?) i
36 799 =
o (xs)J 1(170017 RO,

b
Sf(JC) dx = 2h [f (xl) G %Al f(xz) =t % Azf (x:;) o i A3 f(«ﬁ) -+
a 8

251

s ?OA S () + ~—A5f( o) -+ i19087A6f(x7)+
36799 .7 . 1070 017

o 1 ) ! (\9>J+
M(zh)lﬂf(ﬂ) (E),

2-10!

b
Vm&:%Pw+%Nﬂm+%&ﬂm+iNﬂm+

251 s 19087
720Af(5)‘r2— f(ﬁ")_i_‘_-\f(“-r)*r
36799 1070017

+38' f(a)—l_ Asf(x9)+
2 082 753 134211
2401 A‘*‘f(xm)J ‘_ZES"(”)H Lo,

Bineinteles in formulele (91) punctul £ din expresia restului este diferit de la

o formuli la alta.

24. O proprietate a coeﬁczenn!or Jk
Ji descresc cind k cregste, iar dj iferentel.
un- semn constant oricare ar fi k.

din formula de cuadraturd (90). Coeficientii
e Succesive ale acestor coeficienti pdstreazd

FORMULE DE CUADRATURA CU NODURI EXTERIOARE 9

3b

fntr-adevir, avem

1
k
Jrpr — Ik = -]—S uw+1)...u+k—1) (H it IJ du,
k[ i + 1
0

adicd
1
_— ! gu(ta+ D...w+k—1) (1 —u)du
&+ 1),

0

Jpr1 — Ji
de unde rezultd ci

Jep1 < Jn.

Sid considerim acum diferentele de ordinul / adicd
S
Jigt — Cldisi—t 4+ ... + () Cidx =

(-z..r—l—k) w+k+1)...u+k+1-1)
k+1DEk+2)...(+1)

1
LSu(u’ +1).. (u—i—kl)[
k!

0

o 1(u+k)(u E4+D...(utk+1— ),L _‘_(71) C;]du
(k+l)(k+2)...(k+l—l)

Se demonstreazi ci paranteza mare de sub semnul S este egald cu

I =) 2 —u) (—uw) ]

w—1Dw—2)...u—
(k—'—l)(k+2)...(k+l)

G+ (k+2)...(t+D

Avem deci
T AT
Jrp1 — Cll Jeiiet + .o F (D G =
1

Su(u+l)...(u+k—l) (1—wy@—u...(l—uwdu,

+ D!

ceea ce dovedeste ci diferenta de ordinul / din membrul I are semnul Iui (— J)
25. Restul in formula de cuadraturd (90). Dacii se noteazd cu M, marginea
superioara a lui | /™ (x) | in intervalul [x, — (2n — 1)-h, x, + A, atunci 11j formula

de cuadraturd (90), avem

IR, | <, (to— @n— DA ....x%—h),

unde
oy o — @ — 1) Byu s % — B) = @hyrtt J M, .
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Sd compardm marginea superioard p (x, — (2n — Dh,....x,—h) cu mar- »
ginea superioard a valorii absolute a restului din formula de cuadraturd a lui ; - i
Gauss, de forma 7 P(""'_fﬁ"_ﬁ,ﬂl) b n Pan (a, ) n Pani1 (@ b) 5 Pon 1
b =
Vo= s+ are +...+ cren + &, ©93) - | "
a 2 apa 1 5 pg0 10—
a 2 P (2h)* M, 1 o4 (2h)" My M
sau de forma . ) =i
:- b it )
i dx — Co Cif To vt ; o 3 F | at 2h) 1 31_M_3
| f(x)dx = Cof(a) + 1 E1) ek Cof(En) + Ry (94) 3 — (2h)* M, 716( AL Mg
l ; ; L
! In formula (93) restul R, este nul cind f(x) este inlocuit cu un polinom b N i M
I oarecare de gradul 2» — 1, iar in formula (94) restul R, este nul cind f(x) este 2, ook 1 : i 20y MO 1506 —%
I inlocuit cu un polinom oarecare de gradul 2s. 4 70( 1> My 4320(“’ 4 MY
; " Se stie cd avem urmitoarele formule iy I
g 1)4 : 5
' (2r) (’7-) 2n+1 ,(2n) /o, 95 —— o2n® Mm° 23 750
Rn =\ ) 7 (x) dx = ———=—_ opy™*1 7@ 1y 95 5| — @ M 2 (A0 M M° :
| : S 2n )P n + 1) ( (95) - 72 000 s (97
| \ e — @12 (n 4 1) ] 3 19 087 0 6362333 1. o8
: e (2n--1) s 1: n U 2n+2 o@n+1) ., ol 2,‘)7 M G (2,',)7 M 233,3 ... —
. Ro =\ 03 @S ) e = BL T ) (gpmnte 9P 6 (G 2 6 ;
| 3 S Bk 2 (@ + P ( | 27! B s '
: a ! 3 e I
f unde £'€ (a, b) si £"€ (a, b). | M
| s 36 799 Qe M, 3——n° MY| 15026258,3 E'?'
; Notind cu Mz, si Msn1 marginile superioare ale lui | #®” () |5i| /@ * Iy 3.8! et ?
in intervalul [a, 5], vom avea N S,
Rn \< Pan (a b), | Rul < Pen+1 (a, b), 1070017 R My |4 —'m(Z/t)BMO 524 308 330 ﬂiﬁ
unde ! ® #1778 112000 . M
2 (f’:‘!)4 2n--1 0 = ] B
P2n (ﬂ, [3‘) = ———-—-2 7 (2h) + M2n, (96) 71 f M,
[@n)!PP 2n + 1) 2082753 ChY M, 4| 57610828 800 16532893314
1\3 1 210! 10 (i} 9
- ni)*(n-1)! (2h) M,
Ponts (@, b) = L 1] (2hPm+2 My el — = !
2[2n - DI
: 134 211 265 — M
Putem face o comparatie intre marginea superioard p (x, — (2n — LV, ey Xy —1) 10 —— Ch)PM, 5| 1237732650211 710 246 014 380 0
| pe de o parte dat de formula (92) si marginile superioare corespunzatoare ps, (a, b), 2 @' M3, l
‘ pen+1 (@, b) pe de alti parte, date de formulele (96).
Pentru n = 2, 3,..., 10 in formulele (92) si n — I, 2 5 in formulele (96) : : oo : Kb e =1
> Samies 3 ety . % ar coloand, care pentru n = 10
avem urmatorul tablou, in care s-a trecut si o coloani pentru rapoartele & Numerle \din ce Jnjice AL T tin _ultnlma f . lale: do ciias
: i ajung la 710 246 014 380 ne fac si fim atenti cind se folosesc ormulele
o o draturd cu noduri exterioare in progresie aritmetica Ia stinga, §1 sd tragem
Sh A Rs concluzia cid este preferabil si intrebuintim formu_le de cuadraturd cu noduri
Pan Pan1 interioare, cum sint formulele de cuadraturid ale lui Gauss. :
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§ 5. Formule de cuadraturi cu noduri exterioare in progresie aritmetica
simetrice fati de mijlocul intervalului (@, D)

26. Vom studia acum formule de cuadraturd cu noduri exterioare in progresie
aritmeticd, simetrice fati de mijlocul intervalului (a, b), care se deduc din aplicarea

formulei de interpolare a lui Bessel.
Considerim intervalul inchis [a, b] si pastrind notatiile de la punctul 23 si

alegem nodurile
Xy =y — Qi— )b, ot =y (21— DA, (98)

unde i=1, 2,,.., n care sint in progresie aritmetici cu ratia 2h. Ele sint
distribuite asa cum aratd figura 12.

= o =L

’

*n X5 oy LA x, Xg‘ Xn

Fig. 12

Cu aceste noduri pentru o functie f(x) de clasa C® inintervalul [x,, x»], avem
formula de cuvadraturd

&I
S f(-‘)fh S Alf(xl) 3r Azf(xz) ST Anf(xn)_}‘
To—h ’ (99)

z’
n

+ A1 f(x1) + Ao f(x2) + ... 4 An [ () + S o (x) fC (x) dx,

Tn

unde functia ¢ (x) pastreaza un semn constant in intervalul (x,, x;) (punctul 16)
Din cauza simetriei nodun!or fatd de mijlocul intervalului (a, b) avem Ax = Ay

pentr k=1, 2,
intr-adevar avem

xy+h
i = S+(Y — 1) o e — Fai1) (6 — Hirn) « - (6 — X)) X — %) = (X — X0) =

(e — X7)+ (% — Xn—1) (% — Xe1) -« - (% — %) (Xe— 1) . (X0 — Xn)

2o—h
Lo-+I 3
;f‘ =y S(x == .X.']_) el — xn)(x = -1'1) ( xl\ 1)e— Y-‘f+1) e xn) d
j(x}c — %)« - (O — Xn) (6% — %) . . (ke — Xk—1) (0 — xk+1). oo (Xk — Xn)
To—h <
Tinind seama de formulele (98) si facind in aceste integrale schimbarea de

variabila
X=Xy + Ah,
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avem
fe—1 b
= 1 n--h—1 h . % , ] .
7 et —S[w —1] pe—39... Do — @k—3)]
22—k +n— 1) (n—k)!,
]

— @n — 17 (n — 2k + 1) dA,
+1

e (71)n+kh o ... Ay 2 __ 2
22”_1(k+n——I)!(n—k)T_Sl[}\ e —32... [ — 2k — 3)

22—+ 12]... [

[ — @k +1)2]...[2 — 2n — 1)2] (A + 2k — 1) dn

Ficind diferenta dintre An si Ay, avem

+1

: | ] nth—1
A — Ar = ( ) A SD\“ = 1_|

52 — (2k — 3)°
2t n— Dl n— B! l ( Y1

2 — (2k + 1)2L.. .2 — 2 1 — 1] AdA.

Integrala din membrul al doilea este nuld, deoarece functia care se integreaza
este impard. Deci A4p = Ak.
Dacd adunidm cele doud integrale, se deduce expresia coeficientului Az si
anume
% +1
(D" @k—1k S[»— 1]...[R — k=31 [22 — @k 1)%]. ...

Ay = n—
2V k+n—1D! (n—K)!

eon [ — (21 — 1) dA. (100)

Tinind seama de formulele (62) si de egalititile Ar = Arpentru k = 1,2,.. ., n,
demonstrate mai sus, deducem cd curba y = (x) este simetricd fatd de
dreapta x = x,.

Formula de cuadraturd (99) se scrie deci sub forma

Ttk
S Fde=4, [f )+ G+ 4y [f )+ f G +...+
x,—h
+Anlf Gon) + £ O] + 3 o (x) £ (x) dx. (101)

Tn
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27. Transformarea formulei de cuadraturd (101). Vom proceda ca la nr. 23
si vom introduce diferentele succesive ale functiei £ (x) pe nodurile x; si x;. Avem

A% f(xps1) = f(xpr1) — Cgp fp) + Co f(xp—1) — Cop [ (¥p—2) + ...+
HEDPCE ) + DO F D+ (PG r )+ +
e R el o ) e G f) (102)

AY £ (ote) =F (o) — Cpp [ 1)+ C, f (o) — Cop f (eps) 20

=P ) (— PG, fE) + (= )P fe) .+
+ (= DTGP fGR) + (= P G (Kpea).
Adunind aceste formule obtinem
AP f (epas) + AP S (xp) = [f (toar) + F Ko t)] — (Cpy —1) [f (20) (+ £ )] +
+ (€3, — (1) + fXp-0] — (Cyy — Cof (ps) +f (p2)] + ... +
+ (= D (CE — oY) [fxy) + 1 G
Facind in aceastd formuld p = 1,2,... avem
A® fx) + A Flr) =L1f Ga) +F i)l —Lf (o) +F )
A'f () + A (x) =L1f () +f @8] — 3 [f (%) + £ + 2 [f(x) + £ ()]
AF () 4+ A%F () = [ f () +f D] — 5[ (o) +f 8] + 9 [ () +
+ £ G =5 [f () +f G

Din aceste formule se deduce cd in general, f (xpy1) -+ f (xpi1) se exprimd
liniar cu ajutorul lui £ (x)) +/ (), A% £ (x)) + A2 £ (xy), AYF (xp) + ARy, . ,
A f(xpy1) + AP f (xp).

Tinind seama de aceasta, formula (101) se transforma intr-o formuli de forma

To+h
Sf (x) dx =20 By [f (1) +/ ()] + By [Af () + A2 f(x)] +
T—h
+ By [A* £ (x)+ MG+ ..+ B [A% £ 4 A0, )]) +
+ S@(x).f(g”’(x) dsx. (103)

Tt

Sa ardtdm cum se calculeazd coeficientii B;, By,..., Bn 1.
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Este evident cad B, se calculeazi imediat, inlocuind pe f(x) cu 1. Se obtine

By, = L .
2
Pentru a calcula pe B, se inlocuieste f (x) cu

769 :51; (x — ) (¥ — x0)

Este evident cd f (x;) = 0, f (x1) = 0, iar diferentele lui f (x) mai mari ca 2 sint
nule. Dupa formulele (102) avem

Azf(xz) = [ (xg) — 21 (x1) + 1 (x1) =/ (xg)
A2 f () = F (x1) — 2f (1) + f (x3) = f (5).

Insa
F(x9) = == (— 20) (— 41) = (AP,

)= 2—1' (4h) (2h) = (2h)2.

Deducem ci
zo+h

2 (2h) B, — S(x )=o) o
2

y—h
Facind in integrald schimbarea de variabili x — Xo -+ M1, vom avea
+1
1
B:l:— (?sz ]) d}\: _L'
20 24

—1

In general pentru a calcula pe Bj, inlocuim in formula (103) pe f (x) cu

e 1
F.(x)= (T’ZT)' (x — %) (x —x) (x—x1)... (x— x)).

Tinind seama de formulele (102), pentru p < j— 1, avem
ARf(xpr1) =0, AP f(xp) = 0.

Pentru p >j avem de asemenea A f (x,,1) — A% f(x,) = 0, deoarece f(x) este
un polinom de gradul 2. Pe de alti parte avem

A% f(xj41) = f(x01)s A% f(xp) = f(x j+1)s
f 1) = f(xj+1) = Q).

Formula de cuadraturd (103) ne di atunci

iar

To+-h
. 1
2 (2 h)?% B; = (ZWES} (F—2x) .. (x—x;) (x — x1). .. (x — x) dx.
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Ficind in integrald schimbarea de variabild x = x, + Ak, vom avea
41

. \ DE — 12] 22 — 38, .. [R — (2 — 1)?] dA. (104)

B=————
PHE @
=,

Prin urmare dacd se introduc numerele

+1
e Y S -1 —3)... e—@j— D, (105)
2L (2))!
—4
vom avea
Bi = [E K;. (106)

Restul in formula de cuadraturd (103) se poate scrie sub forma

R = fen) @)S o (1) dx,

o

.
Tn

unde £€ (xn, xp). Pentru a calcula integrala din membrul al doilea al formulei
precedente, vom inlocui in formula de cuadratura (103) pe f(x) cu

fix) = =L [ — ) oes (B = X)) (B —%1) 0o (F— Xi):

(2n)!
Vom avea
2y, Zot-h
S o (x)dx = o1 S (T oo X =) (3 K)o (6 = o)
p (2n) !%_h

i
si facind schimbarea de variabild x = x, 1+ M, se deducc

x'l:i +1
]12-n+1 ()\' 1') [7\ (7 ])] m
x) dx = 2 —12).,.. [ —(@2n— 1)
o o @ S
adicd, tinind seama de formula (105)
Tp

\ o () dx = QR)MHLK,,

Tn

Avem in definitiv
R — (2,7)2n+1 ‘[(”fﬂn) (E.:); (107)
unde £ € (Fu, Xn).

S
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Formula de cuadraturd (103) se scrie deci sub forma definitivi
Zot-h

S F @) de=h{[f(x)+ D]+ K, [A2 £ () + A2 f(xp)] +
To—h (108)
K [ALf (x5) + DS (] + ...+ Kact [AT V£ (0) + ATV £ 0]} +
+ (2]?)2II+1 an(zﬂ} (E),
unde numerele K, K, ..., K, sint date de formulele (105).
Am ajuns astfel la formula de cuadraturd (108), fird sd se aplice formula

de interpolare a Iui Bessel cu noduri simetrice, asa cum se face de obicei. Pentru
j=12.34,5 formula (105) ne di
1 11 191 2497
Kl:——, A= ==y qi= = s g = 3
12 720 60 480 3628 800

Formula de cuadraturd (108) pentru n = 1,2,...,4 este

2459 761

Kkes—— .
210.61.21 600

g2

2y

i 3

\ redx = 176+ 1 il — 2 7 o,
mﬂ.,h
wo-I

B A2 A2 5

\ @ ds = h 17 ) + 1 i) — —LETESE L R s,
g 12 720
x,+h

S o) dr = h{[ £ ey 4 o= L) + 22 () HAY G+ AYCN]
F, g 12 720

191 2R
W P,

S )

(7 av=n {[f () -+ f (o) — 2L O &= A%/ ), IUTAMZ)+ A C)]
iy : 12 ‘ 720

_I9L[ASS () + ASFGe)l| 2497 QI iy
60 480 3 628 800

zyt+h

7 s =l 47y — ZLEDLZTED
.T;—IL

4 LI[A%f(x)+ A% f(xp)] 191 [A8 f(x,) + ASS (xs)} .
720 60 480
2497[A% f(xg) + MBS (x| 2459761 2h)™

(19) (£).
3628 800 210, 6121 600 A

+
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In formulele (109), in expresia restului, £ variazi de la o formuld la alta.
38. Coeficientii Ky, K,,. .., K, descresc in valoare absolutd. Intr-adevir daci

se adund K; cu Kj;y1, avem
+1

1 A . . AM— (27 + 1)? i
Koos el = — g A —19)...[2 — @i+ 1) [——————JrIJd?\,
et T e
adica
+1
-K:"+1 == Kj- = ms (7\"‘ s 12) ol [)\2" (2]'— l)“] [?\—,—12]2 -+ 20‘]%* 7] dh.

—
Ultimul factor sub semnulSﬁind pozitiv, se vede cd suma Kj41 | K; are

semnul Iui Kj. Coeficientii K;, Ks...., Ky avind semnele alternate, rezulti ci
avem | K| < | Kj .

29. Restul in formula de cuadraturd (108). Dacd se noteazd cu My, marginea
superioard a lui |f**(x)| in intervalul [x,, x,], atunci in formula de cuadraturi
(108), avem

| Ran| < oo (s = = o5 %)
unde (109)
Pan (xﬂ, NGO xn') = (2]?)2"+1 !Kn I May

Sﬁ compardm marginea superioard pon (Xn, . .., Xn) cu marginea superioard a
valorii absolute a restului din formula de cuadraturd a lui Gauss (93).
Tinind seama de prima formula (96), vom avea urmitorul tablou

; ; e
n Pon (xﬂ DEOE T xn) Pon (a, b) —?l
Pon
1 1 M,
1 — @R M, — QR M3 7 —=
e 12 24 M;
11 1 M,
2 — (2P M, —— (2 M3 4
720 . 4320 O Mi 88
191 M,
3 207 M, ———— (2h)7 M =5
D450 (2h)" Mg D1 0D (2h)" Mg 6366,6...M§ (110)
2497 1 M,
4 — (2h)° M — 2R M 8
3628 800 2 Ms 1778 112 000 21" Ms , Lari3a0 Mg
2459 761 1 M
5 —————— (2 My, ———————— p1 MG | 391528613,7... —
21061 21 600 1237 732 650 x 21 1 R s

Numerele din ultima coloand, care cresc rapid si pentru » = 5 ajung la
391 528 613, arata net dezavantajul formulelor de cuadraturi cu noduri exterioare.

S .
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Dacii se compard tabloul (110) cu tabloul (97) relativ la formulele de cuadra-
turd cu noduri in progresie aritmeticd la stinga se constatd ca formulele de cua-
draturd cu noduri exterioare simetrice fatd de mijflocul intervalului de integrare, sint
preferabile formulelor de cuadraturd cu noduri exterioare la stinga. Pentru n = 8,
in tabloul (97) in ultima coloand avem numdrul 524 308 330, pe cind in tabloul
(110), numdrul corespunzitor este 1223 530.

§ 6. Influenta nodurilor interioare asupra formei curbei y = ¢ ()

29. Daci nodurile sint toate exterioare intervalului de integrare, s-a vdzut cd
forma curbei y = ¢ (x) este cea din figura I, cind nodurile sint de o parte si
de alta a extremititilor intervalului de integrare, sau cea din figura 3, cind nodurile
sint la stinga lui ¢, forma curbei fiind aceeasi si dacid punctele @, b fac parte
dintre noduri (fig. 6), sau numai dacd punctul a face parte dintre noduri (fig.7).

Sd studiem forma curbei y = ¢ (x) cind la noduri exterioare se aldturd noduri
interioare. Nu vom trata aceasti chestiune in general ea fiind destul de complicata.
Vom trata aceasta pe un exemplu si anume, pe o formuld de cuadraturd relativi
la intervalul [a, @ + k], cind la nodurile a, a + A se aliturd nodul exterior a +2h
si nodul interior @ + Ak, unde A variazd de la 0 la 1.

Cind A=1, nodul g4 este dublu si formula de cuadraturd corespunzitoare este

a+h

Sf () o= 5’3[71’@ £ 16f(a+ R — 18/ (a+ ) +f(a+ 28] +

@
a-l-2h

+ S o () /W (x) dx, (111)
functia ¢ (x) fiind egald cu ¢, (x) in intervalul [a, a - /], si cu @, (x) in inter-
valul [a + h, a -+ 2h], unde

(x —a) Thix— a)
T e
h (x —a—2h)p®
24 3f
Forma curbei y = ¢ (x) este datd in figura 13, minimul Iui ¢ (x) avind loc

o (x) =

Py (X) =

pentru x=a—|—7—.
8

Cind A = 0, nodul a este dublul si formula de cuadraturd corespunzitoare este
o ; :

S 705 dr— % [29f(a) + 6 hf" (a) + 20 f (a + B) — F(a + 2h)] +

a

a--2h
jite S ¢ (x) SV (x) dx (112)

a
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fu%ctia ¢ (x) fiind egald cu ¢, (x) $i @, (x) In intervalele [a, a | k] [a@ + h, a +2h],
unde

Gi—dit .\ 295h (x = ap 4 2R (x — a)?

(P —
1 41 48 31 24 21
h (x —a—2h)?
b e bl A
48 31
ﬁ O’fh a+2h J\
\/ = oih Ttk
Fig. 13 Fig. 14

Forma curbei este cea din figura 14, maximul Iui x) avind lo
g x)' 8 c pentru
x=a-0,6...h R D

Cind 0 < A < 1, formula de cuadraturi cu nodurile a, a+ Ah, a-th
a - 2h este : :

a-h
d_; _— 3 a=ry
Jre a0 - na=-na-2 7@+
+ 20 BA—5) = D) f (@ +h) — A@A— 1) — 1) £ (a+ 20) + 6 F (a+ A A)] +
a-2nh
+ S o () () d (113)

a

functia ¢ (x) coincizind pe rind cu o, (x) in i
[ , 03 (%), 03 (x) in intervalele [a, A
la+4 M, a+ K, [a+h, a- 24], unde1 . s apoh il

» (x—a)* 101 ;3]?(,\': — a)®

P

41 240 3!
el 4 -
» (x):('\ a) ﬁ]O)\—3f?(,\—a)3_ h (x—a—}\h)?"
4! 24 3! 240 (A — 1)(A — 2) 3!
h 2N —1) (x — a— 2k
e 1 ( ) (x —a—2h) ;
24\ — 2) 3!

Discutia formei c1‘1rbe.1' ¥ = ¢ (x), revine la construirea curbelor y = ¢, (x),
' = g (%), ¥ = ¢3(x) in intervalele corespunzitoare; ele depind de parametrul
A, care variazd intre 0 si 1. '

anstr‘ucp’a curbe{ ¥ = (x) se face tinind seama de pozitia zeroulni x,
al derivatei @, (x), fatd de intervalul [a, a + A]. Avem '

10A — 3 s
ety =l =N = =L (4n — 3) @ -1
8h

X —a=
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1

— =
2

& e

g
in felul acesta se pun in evidentd valorile particulare A = E, A
Bl 3 oy — 5
Cind A variazd de la 0 la — , ¢ (x) creste in intervalul [a, a + ). Cind 2
10
o s ol " 3. R ;
este cuprins intre — si— sau intre — g1 1, X; este in intervalul (a, a + &IA\).
1 2 4
. 1 .3 A ; : -
Cind A este cuprins intre— gl; , X; este in afara intervalului (a, a + A h). In
. X 1 3 L
fine cind A ia valoareaa sau :‘; , X; coincide cu a 4 M.

De asemenea avem
22 e
¢ (a+ M) =

(622 — 10\ -+ 3).

Trinomul din parantezd are rddacina

57
Do ="

=0,392. : :
cuprinsd intre 0 si 1.
Avem
o, (@ -+ M) >0 pentru 0 <A <Xy
¢; (@ + W) =0 pentru A = A,
o, (@ + M) < 0 pentru Ay <A <.

Firi a reda toate detaliile de discutie, desendm in figura 15 curbele y = o(x),
marcind cu puncte groase nodurile a, a -+ h, a -+ 2h, si cuxnodul a -+ M.
Forma curbei y = o (x) depinde de pozitia punctului A din intervalul (0,1) fatd

3 1 : :
de punctele — > 2o > % din acest interval.

10 2
Observdm din figura 14, cid curba y = ¢ (x) este situatd sub axa Ox cind
A — 1. Ea se deformeazi in mod continuu cind A descreste, punctul de minim-

] 1 .
al lui ¢ (x), deplasindu-se spre stinga. Cind A = 5 , ®3(x) =0 ceea ce este expli-
1
cabil din cauza formulei de cuadraturd a lui Simpson. Cind A descreste de la —
2

. 3
la %, curba y = ¢ (x) se deformeazd traversind axa Ox. Cind A = T curba

3
3y =@ (x) este situati deasupra axei Ox si cind A descreste de la T la 0, ea

' : ; — 3
se deformeazi raminind deasupra axei Ox. Deci numai cmdi)—< A< -

curba y = ¢ (x) traverseaza axa OX.
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. bl s : o %
Prin urmare, daci A este cuprins intre 0 si =k functia ¢ (x) pastreaza

o % 08
semnul -+ in intervalul (@, a + 2k), pe cind dacd A este cuprins intre 5 st 1
functia ¢ (x) pdstreazi semnul — in intervalul (a, a -+ 2h). De aici rezulti ca

3 .1 : : %
pentru 0 < A << — si 5< A <1 putem scrie restul formulei de cuadraturd

(113) sub forma
at+h

R=s"" @) S ¢ (x) dx, (114)

a
unde £ € (a, a + 2h).

Formula (114) este valabila si pentru restul din formulele de cuadraturda (111)
si (112), ceea ce rezultd din figurile 12 si 13. Pentru a calcula integrala din mem-
brul al doilea al formulei (114) inlocuim pe f (x) in formulele de cuadraturad (113),
(111), (112) cu

7 (x):-dtl—'(x*a)(x—a—h) (x—a—2h) (x —a—rh)

si obtinem
a+2h

5
§ 9 (x) dx = 0 (7 — 15 1).
Restul din formulele de cuadraturd (111), (112), (113), pentru 0 < & << %
%g r < 1, se scrie deci sub forma
R= —@‘(7 — 150 M (®). (115)
1440

Rezulti ca daca M, este marginea superioard a lui | f(m (x) | intervalul
[a, a4 2h], avem ‘
[R| < p (@..., a+ 2h),
unde
T—15A
I l hﬁM

d.: s on G2H) = ——— :
p ( + 2h) T 4

14hM, | 1LhM,

Marginea superioard p (a,. . ., a + 2h) descreste de la
s M,° la 165 M,
2880 2880

2880 2880

5 : . 1
cind A creste de la 0 1a1—3- si creste de la cind A creste de la -
0

la 1.
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3
Cazuri particulare. Cind A = B formula de cuadraturd (113) devine

a-+h
S Foydx =221 fa+ k- 7f@+ 21 + SOOf(a + 3_’?)] s
s 714 | 10
a-+-2h
+ S o ()" (x) dx (116)

a

functia ¢(x) fiind pozitivd in intervalul (a, @ + 2h), dupi cum se vede in
figura 14,

3
De asemenea cind A = R formula de cuadratura (113) devine

ath
5 f(x) dx = 6”?’0 [143 f (@) + 512 j'( a+ —Z—’) + 3f @+ 2,'1)} +
a-+2h
+ S () £ (x) dx (117)

functia o (x) fiind negativd in intervalul (@, @ -+ 2/), dupd cum rezultd din figura 15.
~ ; 3h . 57 AL
In formulele (116) si (117) nodurile a -+ I_Ci; sia—+ -gi sint duble. Explicatia

acestor formule de cunadraturd o vom da in paragraful 8, punctele 41 si 42.

5 : > 7 i s
Observatie. Formula (115) pune in evidentd valoarea A = = cuprinsa intre

3. -1 G 5
— si — pentru care in formula de cuadraturd (113) restul R este nul cind

10
J/ (x) este inlocuit cu un polinom de gradul al patrulea. Vom arita in § 8, punc-

tul 40, ca nodul a + %? trebuie considerat dublu, si cd formula de cuadraturd

corespunzitoare are forma

a-+h
h )
) dx = 6 + 6118 f(a+ h)— 1 2h) +
S f () dx - 9]2[4 00 f (a) fla—+ h)— 56 f(a-+2h) -
( a--2h
Ty f(”%” (s S W) £ () dx, (118)

functia ¢ (x) pastrind un semn constant in intervalul (a, a -+ 2h).
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§ 7. Formule de cuadratura
cu noduri exterioare si interioare de tip Gauss

30. Fie p(x) o functie continud in intervalul [a,b] pozitiva in interiorul intervalului
putindu-se anula in extremititi. Fie pe de altd parte, f(x) o functie de clasa g AL
in intervalul [e,B] care include intervalul [a,b]. Intre « si @ luim nodurile, xi,..., Xn
ordonate astfel ca x, < x,_1 <..<< Xx{ < asiintre b si B luim nodurile x{’,...,.x,
ordonate astfel ca b <= x}’ <...<< Xm. Vrem sd determindm nodurile interioare
Xy, Xas-Xq Ordonate a < x; < ..<< Xq < b, astfel ca si avem formula de cua-
dratura

b
Rp(.\‘)f(x) dx = Al f(x1) + A3 f(xz) +..4 4n [ (xn) +
+ A1 f(x1)) + A3 f(x2") +.ot Am S (xm) +
+Cif () A+ Cafibry) +iit G f(xg) + R, ~(119)

in care restul R sa fie nul cind f{x) este un polinom oarecare de gradul n-{-m-+2g—1.
Vrem de asemenea si studiem restul formulei de cuadraturd (i119).

Formula (119) a fost dati prima oard de E. B. Chri stoffel [5]. Lucrari
relative la generalizarea formulei de cuadraturd a lui Gauss au fost ficute de prof.
T. Popoviciu [6]. D. D. Stancu a dat o generalizare a formulei lui Chris-
toffel [7], [8].

Studiem aici in detaliu formula de cuadraturd (119) si alte formule analoage
impreund cu restul lor, avind in vedere o aplicatie importantd la formulele de cua-
draturd care se deduc din formula de interpolare a lui Stirling.

Pentru aceasta, la intervalele [Xh, Xp_1]se..s [X1, al, [@Xq),ens [Xq .01, [Bix1"],
si- [Xm—1, ‘Wm], atagem funchile of (8),.. 90, $, 000 (s Ppy g 401 (0

B s () pees Py 1 i 4 o (x) care si fie integrale ale ecuatiilor diferentiale (120)

0 pentru i =1,2,...,7n
ofp +m+2) (x) = § p(x) pentru i=n+1,..,n+q+1 (120)
]0 pentru i=n-Fg+2,.. nm- g4l

Procedind ca la punctul I, vom integra aceste ecuatii cu urmitoarele conditi
la limita
Byl =10y ®f (x5) = U0 QT RTAM=R0G0-— 0,
s (op,— )= 0 Cop s 8 (f — ) =0l (R —1),.,, QR R R0es - ) —

= @ Em =2 (o, ), (121)

i ) = By (50, 7, (59) = 5 (o), o P2 ()

= pfrme- ().
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(P”.I.]_(a) CP“(H) cPn_|.1(a) (P,, (a) f ,Pg;:-_&-lm+2q—2)(a) —
— rPEIn.erJrEq z)m.), cpsiaffn—k 2q—1)(a) — cPge-{—m+2q—1)(a)
qu_g(xl) H](rl) Pris ) =9, 061)s 0 s 90‘11"1'5“”“_2)(%) =
(PS;JJ;Lm 2q 72)()(1) (122)
‘Pn—ﬁ-ql 1(-\ ) an }—q( tj') (Pn IR rl(‘ ) :l.+q(xq)’ ) ('PE:l—:_(}’—;—i-zq_z)(xq) —
=5 ,P(I;.zjrrf;n+2q—2](xq)
qut+q'+2(b) = :Pn+q+1 (b) cPJ’tth;,'Jr?.(h) = (P:t‘i-q-pl(b)’ ':Pr:tlj_m e 2}("’)) =
N _ (123)
= QU0 SEEHTI0) = ot n = 0)
Prtas: () = (Pn-l-q+2(xf)’ CP;1+q+3(x1”) :cpz;+q+2(x1”)s e q)szfqn_;_tzq—ﬂ(xlu) ==
= ol )
“Pn+q+m+1(xr;71) i (PﬂJrf]'er(xu::—l)“ CP-‘r +q4-m41 (xi':l—fl) A ('P;¢+q--l-rr1 (xr:.—I)' T (]24)

n+4-m--2q—2) = n4-m4-2q—2) 1. ¥
(P£r+q+m-]-1 (\m 1 CPSl+q+mq )(Am—l)

R N . o Sy PN
Prtatrmt (Xm) 0, Prtaq+m1 (Xm) =0,..., (Pg;;?r:rnfl ) (2¢m) = 0.

Atunci se obtine formula de cuadraturd (119) in care coeficientii sint dati
de formulele

Ap= — @270 (xz)
v (nme2—1) (o) 2q— :
A =P (o, ) — qiimtaet ) (125)
A = gl (i) — gl () [
€ =gt i) — gt l
............................... B} (126)
C, = (Pgirqquf!) (xq) — ‘Pfﬁﬁ.—i{zq—n (xq) i
{ = g () — ol (),
' ) 7 127
ey = Q=D (), qorime s mmj)l (128
A;u. = (Pgliéltfg_?l) (xm).
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iar restul R este dat de formula

re

xZ

R= (= 1y | o () piremeo (o (1279
unde functia ¢ (x) coincide pe rind cu functiile ¢y (x), ..., @ .., g1 (¥) in inter-

valele [xn, Xn—1l, - - . [Xim—1, Xin).

31. Determinarea functiilor @, (x), ..., @ntmye+t (x). Din primele n ecuatii
diferentiale (120) si din conditiile la limiti (121) se deduce ci
;\n (x e x;ﬂ)ra+m+2q—1 ’
(n+m-+2g—1)!
(x = )n.-[ m+-2q—1 (\.Ax;lkl)n.—km+2q—1

0y (X) = — M — At ; 128
B 1) (n+m+2q—1)! 1(r.'Jtrmr-{—qu—l)! 128}

” ()= —

_ +\ndm4-2¢—1 . n+m+-2¢—1
(x — x7) - (x i)

(H +m+2q — 1)!

w (x) =

R"
) (n+m-+2q —1)!

(x = xi)n+m+2q—1

I(H—i-ﬂ‘l—l—.?q’) 8]

unde Ay, Ag, ..., A, sint  constante.

De asemenea din ultimele m ecuatii diferentiale (120) si din conditiile la limita
(124) se deduce ci

(X x5 )rr+m +2g—1
“(n+m+2q— 1)!

(X — x;';)n+1rr-}—2q—1

r1DJt-i—r.'l.+l,,'!-l (’x) == |

(.\ =L xm l)n.-.+rn+ 2g—1

O (_J() = Htm 1 (129)
St r (n+m+2qg—1)! b 1(:1-[—}17—!—2(]—1)'
== x" n+m4-2¢—1 x — x;r’t_ n+m+42g—1
rPn—HH*"-’ (,\') e J\u'm. ( m) + P‘m.fl( 1) |
(n+m+2g—1)! (n+m+ 29 — 1)!
(x = x’l’ n-tm-+2q—1
P.:l(n' +m +2q—1)!
unde Wy, [y, ... P, sint constante.
Ecuatiile, diferentiale (120) cu membrul al doilea p(x) si cu conditiile la limita
(122) determind functiile o, (x),..., Poirgti (x).

— 0, 70
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Vom avea
(x 7L\.)n+m+2q71
Pppg (X) = gﬁq ) (8)ds
Bt ,(n+m—|—2q—l)!;()
ly ?\1 (x i, xi)u-l-m—i-2t1—[ SRt (x o xr’l)n.+m.+2qf1
(n+m+2g—1)! (n+m-+2q—1)!
( % — g)ptm2g—1 X — x, yrhmdze—1
Prya (%) =§ ( ) p(s)ds — V1( 1) -
J(+m+2g—1)! (n+m+42g—1)!
a
(% — xjyrtmi2e— ) (x — x,)tmt2a—t (130)

B l(ner +-2g—1)! U " (n+m+2g—1)!

&

e — S)n+m.—i-2q-1 e ntm2g—1
(Pn+q+1(x) :\ ( '[.7(5) ds — Vl( xl) =

Mo +m+42g—1)! (n+m+2g—1)!

a
v (x‘ = xq )n+m+‘2§!—1 (JC 1 xi)u+m+2qfl (x_xr;)erm«IQq—t
q(rz+r?1+2q—— 1)! 1(n—l—m 40g— Nl \"'(n—l—m+2q--—l)!

unde v;, V,,..., Vg sint constante.

Constantele 2, 2y, oo Any By e ooy By Yy, 0.0, Vg 8ionodurile Xy, X, ..., Xy se
determind scriind cid si conditiile la limitd (123) sint satisficute. Vom avea
ecuatiile

i (b — X +m420=1 o (b — xyrine2et
b
= g(b o S)n+m+2q—.1 p(s) ds — vy (b — xl)n+rrt+20—] ey (B xq),,.,.,—,,.;_gq_l _
a
— 11 (b — xi)u+m+2f1—l S g (b = _:\.r:)rn+nz+2q—l
B (b — xp)mtm+20-2 L 4y (b — xy)rmt2e—2 —
b
— g(b — SR p () ds — vy (b — xRy (b — xyrtmAe=2
a
— )\1 (b - xi)n-l-m{»Er]#Z ot mo ?\n (f') o x;r.)"JH" +2q—2
b
K, + oy =\pls) ds — v, — — V=M= X,
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Acest sistem de ecuatii se mai scrie sub forma

b
NG RO 7 R NE SRR T SR TR e :gp(s)ds
a
b
SR SR b O A S S T S T O R o R =Sp(s)sds
a (131)
POl e TG W L R L e R B R T e R

b
At v, X? Fmn+4-2g—1 e el Vg x;{+m+2q—1 —\p (.S') Sn+m+2q—1 ds.
a

Interpretarea constantelor Ny, ...,Aus WPygs - s Vi - .., Y. Derivind de
n+ m -+ 2q — 1 ori functiile ¢, (x),...,%Qntmyqr1 (x) date de formulele (128),
(129), (130) avem

gD () = — 3,
(n+m+2q—1) S == "
(PZ (X) ?\n )\n ‘L (132)
(ch+f1¢+2q—1] (x) = }\n — ?\n—l — i T 7\1
nmrais () = by
it ) =ty gy (133)
QU () = . Aty
&
rPS:lI:rlm+Zq-1)(x) — SP (S) ds — )\1 1 iy I 7\11
a
Z
rpgl‘:—zm+2q—-l) (x)= Sp ds—MN—...—M— W (134)
a
gl () gp(j')d.s‘ e M U e

a
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Formulele (125), (127) si (126) ne aratd ci
A =Ky At Kpeai o sodd =i,
A;’ — [‘Ll' A; = {J-z, ey Al";l == !—"—Mh (IBS)

G =V, Co=Vy,.-., Cq = V.

Tinind seama de formulele (135), ecuatiile (131) se interpreteazi imediat. Ele
exprimi ci restul in formulele de cuadraturd (119) este nul cind f(x) este inlocuit
e 1,2, .. tmtt=t

Nodurile x, x5, ..., x,. Daca intre ecuatiile (131) elimindmpe A, ..., a4,
IR S VR )8 intli intre ecuatiile a intiia, a doua, ..., a (n+m-+ g+ 1)?,
apoi intre a doua, a treia,...,a(n -+ m-+ g+ 2)*...si in sfirsit intrea g*,
a(g+1D2,...,a (n -} m-+ 2g)* obtinem urmitoarele ecuatii

b
1 | | I | \p(s)cf.\'
a
b
MR S Xt .. Xm % 2 \ p(s)s ds
: =)
a
h
xinq‘-m—i-q' 3 ‘x;ln+m+q xi'n+m+q_ . 'x;;]!” +m+q x1|t+m+q \./i(\s‘)ks"""m"'q dy
i
b
X1 i Xy e X Sp(s) ds
i
b
xi? X2 xi? X2 x3 S p(s)s ds
a Ll 0
xim—i—m—l—qrikl x;;'1+"' 4-q+1 x'l'n.+m+q+! x;l;n—l-m +q+1 %y nekmeggtt
b
Sp(x}.ﬁ" RO LSS
n
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b
deglalen o8 g Sl S okl Sp(s)ﬂfi ds
a
b
x4 X x4 X 50 ol S p(s5)s? ds
' =0

x;'"*'”*“"*] x,“n—:n-|+'2q- -1 _“‘n—i m-+-2q—1 xﬂ{"n—lﬂm+2q71 Jrln+m-i—2q—l
b

S p(S)S;i+ra|+2q—-1 dS

[

Y

Daca notdm in general cu V (&, &,..., £.) determinantul lui Vandermonde al
numerelor distincte £, &,,..., &, ecuatiile precedente se mai scriu sub forma

b
SV(.\‘{ R o e N R L g
a

b

F1s. von R K aiene Ko K grmineco B SV - 905 201 w00 Foire 2y oo Do 8) () 0

P s o Ko BYs o505 Bt Kpiy v v Xpd 8) (3035 5 FHn oo L Xl Hog i o B LK) d =0

Sd notdm cu
0y (8) = (s—x7) (s—x3) . . . (5—2g)
polinomul cu radacinile x;, x,,...,%, Suprimind in ecuatiile precedente factorii
care nu depind de s, aceste ecuatii se pot scrie sub forma

Sp(s) (s—x1) ... (5—x) (&—x1)...(5—%m) 0,(s)ds =0

it

b ,
Sp(s) (s—xp)...(5—x3) (s—x1)...(s—xm) s 0,(s)ds =0

a

b
gp(s) (5—x1) ... 5—xp) (5=x1) ... (s—Xm) . ..591 Q,(s) ds=0

"
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sau

b 3
Spl () 0, (5)ds = 0
ha

Spl (5)s Q,(s)ds =0 (136)
v
\o@sr10, 9 =0
unde s-a notat
1) =p(8) (5—x1) . .. (s—xn) (s—x7) . . . (s—xm)- (137)

Din ecuatiile (136) se deduce ci sirul de polinoame g, (s) verificd ecuatiile
b
Sm () 0, ©) Q; (5) ds = 0 (138)
pentru toti indicii ¢ si j, pentru care g =& j. Aceasta inseamnd ca girul de polinoame
Qq(s) este ortogonal fatd de functia py (x) in intervalul [a, b].
Functia p, (s) este ca si functia p(s) continud, in intervalul [a,b] s1 are sen.mlul
lui (—1)™ in intervalul (a,b). Rezultd atunci cd polinomul Q,(x) are toate radicinile

reale, distincte si cuprinse intre a si b.
Daci in formula de cuadraturd se inlocuieste f(x) cu polinomul

0, ()
%) 5 =) e—x(). " m)[ tj
care este de gradul n+m+2g—2, avem
b
Spl (s)[Q ()] ds = (ti—x7) . . . (vi—xn) (ri—x1). . xm) [Q) () C:.

a

Functia p; (s) avind acelasi semn cu produsul (x;—xi). .. (xi—xm), se deduce
ci coeficientit C; sint tofi pozilivi.

Polinomul Q, (x). Se stie ci dacd se noteazd

b
Vi = Spl(s)skds, (=012 ,.va), (139)
a
atunci determinantul

---------
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este diferit de zero si avem

I & oexTl oy
—1)4 L
0,00=L1 T YTy Y, (140)
Aq “ e a -
Tq-—l Tq Rk YZq—E Y2q—1

32. Determinarea coeficientilor A; si Ay din formula de cuadraturd (119). In
formula de cuadraturd (119) si inlocuim pe f(x) cu polinomul

P,-(x) (x ) (x ‘l'—l) (‘Y:—'X‘:+1) (Y-_-X;l) (xix}:)“'(x_x}f;) Q?I (‘x) (141)
(xi*xl)...(xi—;\g_l) (x,; xl+1) ( x”) (JC; xl)...(xl xm Qq(x;)

unde @, (x) este polinomul (140), care se anuleazd in toate nodurile cu exceptia
nodului x; unde devine egal cu 1, Deoarece P; (x) este un polinom de gradul
n+ m - 2q — 1restul in formula de cuadraturd (119) este nul si aceasti formuli
ne da

b
= gp (x) Pi (x) dx. (142)

Observdm ca si la punctul 2, ci semnul lui 4; este semnul lui (—I)1.
In mod cmalog, in formula de cuadraturd (119) sa inlocuim pe f{(x) cu polinomul

Rue) = A2 ) o)
(JC].- o x;) ass (x.'c . -xn)
: ) , i {4
(X“*Xi) ---(x*x.'c—l) (x—xk'Tt) ...(x— xm) 5( )

(e =) - (3K — k1) (oK — Xk 1) oo (Xk—Xm) Q2 (k)

s1 vom avea

Ax =\ p (%) Ri(x) dx, (144)

Re ..—-3::-

de unde rezultd ci semnul Iui Ay este semnul lui (—1)—1,

Deci, coeficientii A1 ,..., Ay au semnele alternate, coeficientul Ay ﬁmd pozitiv.

De asemenea coeficientii A1 yeuey Am aut 5emne]e alternate, coeficientul Ay fiind pozitiv.
33. Nu este posibil sd se a!eaga nodurile x; §i xy in formula de cuadraturd (i19),
astfel ea restul acestei formule sd fie nul cind J(x) este inlocuit cu un polinom de
grad mai mare ca n+m+2q—1.
Intr-adevir ar trebui ca formula (119) si fie verificata in acest caz de un polinom
de forma
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PO)=(x — %) . o0} ™ (6 — 2P oc F—%gP (0 = 2L (3 = 205

unde «j > §i ax > 1. Aceasta este insd imposibil cici membrul al doilea al for-

mulei (119) ar fi nul, pe cind P(x) fiind un polinom nenegativ in intervalul [a,b].
membrul intii al formulei (119) ar fi pozitiv.

34. Polinoamele @, (x), ..., (x) si polinoamele Qi b . e (x)
date de formulele (128), (129) sint de gradul efectiv n+m-+-2q—1. Daci tinem seama
de formulele (132), (133) si de formulele (135) va fi suficient si demonstrim ci in
Jormula de cuadraturd (119), sumele

By = Ay,
Bry=An Any, (145)
B =4+ A ..+ 4
si sumele
Bn = An
Bt = A 4 At (146)

By = A bt A
sint diferite de zero.

Sa consideram pentru acesta polinomul de interpolare (;(x) care satisface la
urmditoarele conditii

i) =1, $ine) =1, ..., ¢jGhoje)=1

b @) =0, §; Gamjm)=0, ..., () =0

;) =0, 4;0x) =0, ..., $;(x) —i0) (147)
Y =0 b6 =0, ..., Yi(g) =0 |
$; ) =0, §; (&) =0, ..., ¢;(xm) =0

si sd demonstram ca este de gradul efectiv n-t-m-+2¢—1.
Pentru aceasta sia aplicim teorema lui Rolle la intervalele

[xn, xn-11,..., [Xa—j+2, Xn—je1d, [xn—j, Xa—j—1l,...[*i, %],
[ 2], oo [Xe—1, Xg], [, ~\1’] o [x;}'r,-—j ol

Deducem ca derivata ¢, (x) are cel putin un zero in fiecare din aceste intervale

deschise; in plus ea are si zerourllc Ly X . In total y; (x) are n+m-+2g—2
Zerouri reale si distincte. Pohuomul este de glad cel mult n+m-+2g—1. Daci acest
polinom ar fi de grad mai mic decit n-t+m-+2¢—1, derivata lui avind n- m-+2g—2

zerouri distincte, ar trebui s fie identic nuli si dem w; (x) ar trebui s fie o constanta.
Aceasta este insd imposibil cici din definitia polmomuhu U, (x), elia valoarea 1 fin

61 FORMULE DE CUADRATURA CU NODURI EXTERIOARE 105

unele noduri si valoarea zero in altele. Deci{; (x) este un polinom de gradul
cfectiv ntm--2qg—1.
Polinomul q; (x) nu poate si aibd in intervalul [x1, xi] alte zerouri decit even-

tual pe x;, apoi pe x1 si X, Xy, ..., X Orice alt zero din acest interval ar face ca
derivata dz (x) sd mai capete cel putin un zero, ceea ce este imposibil cici {; (x) fiind

de gradul efectiv n -+ m 4 2q — 1, derivata ¢, ‘(x) nu poate avea mai mult de
n-+m-2q — 2 zerouri.

Semnul polinomului Lg (x) in intervalul (xy, xi) si deci in intervalul [a,b], in
n— 1
afard de punctele unde acest polinom se anuleazd este semnul lui (—1)
Pentru a dovedi aceasta, observam ca derivata 4; (x) pastreaza un semn con-

stant in intervalul [x,, _ji1, Xn—j], ea are un zero la stinga lui x,,ﬁ,Tl in intervalul
[Xn—jto, Xn—j+1] si zeroul succesiv al ei este la dreapta lui Xn—;j in intervalul
(g 1)Dreapta care uneste punctele de coordonate (xXn—ji1, 1), (i 0)
avind un coeficient unghlular negativ, din teorema cresterilor finite rezulta ca
in intervalul (Xp—ji1, Xn—j) existd cel putin un punct unde derivata l.,J (x) este

negativd, de unde rezultd ci tJJ (x) are semnul minus in intervalul [’Cn—;+1, Kh 2]
Pohnomuly (x) descreste prin urmare in intervalul [Xp—j 11, Xn—j] dela'lla0.
Rezulta ca LIJ (x) este negativ in intervalul (xu—j, Xp—j-1), pozitiv in intervalul

(hi=d, Zn=1-3) 5 s « 5 §1 Cd ‘are semnul lui (—1)”"’ in intervalul (x1, x;). Deci
®; (x) are semnul (——1)” i in intervalul (xi,x7) si prin urmare si in intervalul [a,b].

Daci inlocuim in formula de cuadraturd (119), pe f(x) cu polinomul de inter-
polare x,)f. (x), atunci din cauza conditiilor (147), vom avea

b
Sp(x) by GOpdieecs iy & A F v ik
a

ceea ce dovedeste cd suma B,',__,:H = A, + An_1 + "'~+ An—jr1 es'te diferita de
zero si are semnul lui (—1)*~/. Aceasta este adevdrat pentru j=1, 2, .., n.
Cu aceasta s-a dovedit ¢d polinoamele @ (x).. .., ¢, (x) sint de gradul efectiv

n-+m-++ 29 — 1. . .
in mod analog se arati ci polinomul de interpolare Q, (x). care satisface

la conditiile

Q.60 =1, 1Ol =1 O m 11) = 1,
0, (¥m—) =0, O (xm—1-1)=0,.... @ (i) =0,
O,(x) =0, O xy) =0,..., Q(x) =0, (148)
0.4x). =0, "3, (x) 250,00 05 (xe) =,
OG0 =10, A0 =0, 0, - =0,

este de gradul efectiv n+m +2g — 1 si cd semniul lui in intervalul (x1, x71)
- m—
si deci in intervalul [a, b] este semnul lui (—!) -
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Inlocuind in formula de cuadraturi (119) pe f (x) cu polinomul 0, (x) deducem
cid avem .

"

p(x) Ql (x) dx = A:;L ‘P‘ Amfl + e T A:J"L—[‘FI‘

CRLE e, T

de unde rezulti ci suma B;}Llui: Ap+ Aji+ ...+ Aj_iyq este diferitd de
. . - mn—

zero si are semnul lui (—1)""". Aceasta este adevirat pentru I=12,..., m.

Polinoamele Dir g X)) Prbmib gt (x) sint deci de gradul efectiv n+m-42g—1.

o 3?. Forma curbei y =9 (x) in intervalul [x,, x,;]. Functia ¢ (x) care coincide
c0.5 x):. “ o> Prpmt gt (l)- in mter. valele [x,, x,_.],..., [x,_,, x,] este continui
impreuna cu derivatele ei succesive pind la ordinul n + m + 2g — 2, dupa cum
rezultd din conditiile la limitd (121), (122), (123) si (124).
Teorema. 'Func;zci Y =0 (x) are un singur extrem in intervalul (%> %)
care este un maxim dacd n este par, sau un minim dacd n este impar.
. Intr-adeyar proced1ﬂnd_ca la puuct}ll 7, si presupunem ci functia y = ¢ (x)
31 avea doud extreme in mtcrvalul' (%5:- ”.\'m) adicd derivata ¢’ (x) s-ar anula in
Ojud puncte &1, &5 din 111terlvalu] (X, xm). Tinind seama de conditiile la limita
(121) si (124) ar urma ca derivata @*+m+20-2) (x) s3 se anuleze in 7 4+ m + 2g—1
puncte din intervalul (x, , xm) pe care si le notim in ordine crescitoare cu N
M27+++» Nyympgg—y Punctul 7, nu poate si apartini intervalului (e ),
deoarece s-a ardtat cd A 5= 0 i astfel @O+m+20-2) (x) este diferiti de zero in
mtervalul (x,, x,—1]. .
Punctul 7, poate fi situat in intervalul (xj_;, Xn—s], insd in acest caz 7 OU

poat((e 4saJ:?ie 1i)n acelasi interval cici atunci aplicind teorema lui Rolle, ar urma
ca ‘n. I q— - A e + 2
@l (x) sd se anuleze Intr-un punct din intervalul (m;» m,) ceea ce este

imppsjbi]‘ cici s-a dov’cdit Cﬁ, @5(x) este un polinom de grad efectiv n-+m-- 2g—1.
Deci in intervalul (xp—1, Xp,—2] nu poate fi situat decit cel mult punctul 7.

ciin Amod analog se arati cd in intervalul (Xn—2, xn—3] nu poate fi situat
ecit cel mult punctul 71, ... si asa mai departe in intervalul (x3, xi], nu

p‘oa-te fi situat decit cel mult punctul M,y 1ar in intervalul (xi, a] nu poate
It situat decit cel mult punctul 7, _,.

De asemenea in mod analog se arati ci in inter i i
fi situat punctul N tmiag—1> in in%ervalul Ei;;f; ,mr:,:l_t(il)vl?zlu L(}g;é_ﬁ,si’\tf;:gttﬁiuec?f iﬁﬁ
mult punctul 4, o . in intervalul [xpm—s, xm—z) nu poate fi situat decit cel
mul‘t punctul 7, . .o o,..., si asa mai departe, in intervalul [x}, x5) nu poate
ﬁ_ situat decit cel mult punctul 7, +oque 1ar in intervalul [b, x{) nu poate fi
situat decit cel mult punctul ., ;.
4 Rezultd atunci cd in intervalul (a, 4) se vor gasi punctele 1, , 7, 44 5 Tiag 8l
cdror numdar este 2g + 1 si pe care mai scurt le numim punctele .

Intr-un interval (x;, xj41] nu pot exista trei puncte % ciici in intervalul
(7, xj41] functia ¢, t+j+1 (*) filnd continud impreuna cu derivatele ei succesive pini la

’
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ordinul n 4+ m + 2q, ar urma ca o*+™+2¢=1 (x) si se anuleze in doud puncte din
acest interval si @0tm+20) (x) si se anuleze intr-un punct din acest interval ceea ce
este imposibil cici avem ¢®+m+21) (x) = p(x) si s-a presupus cd functia p(x)
este pozitiva in intervalul (@, b). Deci in fiecare din intervalele (xy, X,], (xg, X3)s .. -,
(Xq—1, X¢] nu pot fi situate decit cel mult cite doud puncte 1. Deoarece avem g—I
asemenea intervale acestea epuizeaza cel mult 2¢ — 2 puncte m. Mai rdmin trei
puncte 7 care sint situate in intervalele (@, x,] sau (xp, b). Dupd cum am vdzut
mai sus nu se poate ca in unul din intervalele (a,x;] si (¥, b) sd fie situate
toate cele trei puncte 7).

Sd presupunem cd in intervalul (a, x,] s-ar gdsi punctele 7, si 7, .
Atunci dacii considerim intervalul (xi, x;], observam cd functia ¢ (x) din acest
interval este continud impreund cu derivatele ei succesive pina la ordinul
n -+ m -~ 2g — 1, din cauza conditiilor la limita (122) din punctul a. Deoarece
derivata ¢®+m+2¢=2) (x) se anuleaza in punctele 7, ., 7,, M,,, aplicind teo-
rema lui Rolle deducem ci derivata ¢®+m+2¢—1) (x) se anuleazd in doud puncte
distincte &g, o, din intervalul (xj, xy). Nici unul din aceste puncte nu poate si
apar{ind intervalului (xi, @), deoarece s-a vizut ci ¢, (x) este un polinom de grad
efectiv n + m - 2g — 1. Deci punctele &; si , apartin intervalului [a, x;). Insd in
acest caz la derivata (+m+2a=1) (x) putem aplica din nou teorema lui Rolle Ila
intervalul [¢;, §]. Se deduce astfel ci derivata *+"+29 (x) se anuleazd intr-un
punct £ din intervalul (£;,%,) si deci din intervalul (@, x;). Accasta este insi
imposibil cici avem @{"Hm 29 (x) = p (x) si functia p (x) este pozitivd in inter-
valul (a, b). Deci in intervalul (a,x;] nu poate fi situat decit cel mult un punct
din cele trei puncte % ridmase. In mod analog s¢ aratd cd in intervalul (xg, b)
nu poate fi situat decit tot un punct din cele trei puncte » rdmase. Ramine astfel
un punct 1 care nu poate fi plasat nicdieri in intervalul (xn, xm) si aceasta do-
vedeste inexactitatea afirmatiei cd derivata ¢’ (x) s-ar putea anula in doud
puncte din intervalul (xp, xn). Derivata ¢’ (x) neputindu-se anula decit intr-un
singur punct din intervalul (x;, xm) asa cum rezultd din teorema Iui Rolle
aplicatd intervalului [x;, xpn] se deduce cii functia y = ¢@(x) are un singur
extrem in intervalul’ (x, xm),

Pel’lt.l"ll functia (PI (J\’), avem
ryn4-m+2g—1
(_‘\C U, )r a

== -:\'?i.

i (x):_A"(n—i—m—l—Zqﬁ nt’

si deoarece Ay are semnul lui (—1)"" vedem ci ¢, (x) are semnul lui (— 1)"
in intervalul (xn, x,—1]. Rezulti c¢i functia y = ¢ (x) are un maxim dacd n este

par si un minim dacd n este impar.
Forma curbei y = o' (x) este dati in figura 16 dupd cum n este par

sau impar.

x, X @ b gt’,'/ X
n . %o b X X
npar _ a impar
Fig. 16
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36. Restul in formula de cuadraturd (119). Dupa cum s-a vizut la punctul 30,
restul formulei de cuadraturd (119) este dat de formula

o

R= (= iy} 0o sermisn oy 4 (149)

Deoarece s-a demonstrat cd functia ¢ (x) pistreazd un semn constant in inter-
valul (x;, xm), din formula precedenta se deduce ci

2
m

R l)n-{—m f[u-. m-2q) ( S o (Y) cb&

.'1:”

unde £ este un punct din intervalul (x,, xp).

Dacd inlocuim in formula (119) pe f(x) cu

r—x)...(x —x)(x —x) ...

(n +m--2g)!

(x — xm) Q2 (x)

I (x) =

si notam
; ! ""(‘ N ) ) ey e
= =) (X — ) O — %) (e ) s 5
(n+m - Eq)! : 4 : & Ly %) Qq ol (120)

vom avea

L

Scp (x)dx = (= 1) [

=tl,
JH‘

si prin urmare restul in formula de cuadraiurd (119) poate fi scris sub forma
R ( N I)m f-(n-i-m-{»fzq) (E,) (]S])

unde & € (xn, xXm), far numdrul I depinde mumai de pozitia nodurilor xi ST %k
37. Caz par ticular. Formule practice de cuadraturd de tipul (119) cum sint
cele care provin din formula de mterpo]dre a lui Stirling, sint formulele pentru
care p (x) = I, ¢ = 1, iar nodurile x; si x;’ sint simetrice fatd de mijlocul inter-
a -+ b
o

valului (a, b). Sa demonstrim cd pentru aceste formule avem X, =

Intr-adevdr, ecuatia de gradul intli, care determini pe x, este

e =g X=

¥
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unde vy, si v, sint dati de formulele (139). Aceasta ecuatie se mai scric sub forma
b
S — 2) )l — 1) e (5= ) 5 — X)) ds =0,

a

Notind
Xi =Xy — My xi' = x5 Mh, a=x,—h, b= x; - B, (152)
unde X > 1, iar h :u;a_ ecuatia precedentd se scrie
Zot-h
\[(s — X —A2RE] . L[5 — X))t — AR [s — xy+ xp — x] ds = 0.
.r..,.-}(

Facind schimbarea de variabild s — x, = wh, aceastd ecuatic devine

+1

g(u'J =A@ — M) [uh 4 (g — x)] du=0
=
sau
+1 +1
S (2 —23) ... (> — 28 wdu -+ (x,— x) \ @ —2)...(u2— N)du=0.
—4 =

In aceastd ecuatie prima integrald este nuld si a doua integrali este diferitd
de zero deoarece (u® — A})...(u2 — A}) péstreazi un semn constant in inter-
By | a+ b
valul (— 1, + 1). Se deduce astfel cd x; = x,, adicd x; = L

Sid demonstram ci in cazul particular considerat coeficientii Ai, Ai sint egali,
ﬂdICdA;—A;,I*IQ T

Intr-adevir tinind seama dc: formulele (142), (144) si de notatiile (152) vom
avea

+1
: Y
:(7”;71;?& i =0
=2, ..
=]

(Rl — vt (N— u?) . — ') zr( A — u)di,
(AF — M) Ma— D). (7\’1 —MN

L
(A% u®) u 0
OF — ) 3

- u) du,

+1
—1 hg()ﬁ =B (N — ) (M — )
JOI =2 — No) i — ).

de unde rezulti ci

i
: -8 i h it o A;ij — 1 5 —u’ n
R t(—l) 1 \(7\1 Lf) (Aia—u?) (Air1—u?).. (?\ H)H 2 (153)

A =R 08 — A (A=) O0 -
ey
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Prin urmare din formula de cuadraturi ( 119), se deduce cazul particular

Lgt+H
\ FG)dx = 3" A [f (g — N h) + f(xg + 2 )] + Cy f () +
. =1
xy—h
Zy+Aph (154}
i S@ () S (x) dx
D

in care coeficientii 4; sint dati de formulele (153) unde i =1.2,..., n.
Restul in formula de cuadraturd (154), se poate pune sub forma

R—= (_. l)n. I-ffZR-i-Z) (E) L (]55)
unde £ € (xn, xn), iar
= a%fgﬁs,(x_xi)"' (o 22 G — 2 (e — .\’)(x L ; b]‘ dx. (156}

%n

J . : e AR e
Dacd notdm cu Ms,.2 marginea superioara a lui lf( i (x)| in intervalul
[xn, xu], atunci din formula precedenti se deduce ci

Rl << p (Xn,. .00 %0 (157)

unde marginea superioard p (x, .....x,) a lui | R| este definiti de formula

p %, oo T = IMoaqas (158) .

Din formulele (156) si (158) se deduce cd dacd se iau alte noduri exterioare
xi* i xi* tot simetrice fajd de mijlocul intervalului (a, b) si astfel ca xi* < x,
pentru i = 1,2,..., n, atunci marginea superioard o* (x,*, ... XnY) creste, adicd
avem g% (Xpse .o i Xn) =0 (Fn sons s Ka):

Rezultd cd in formulele de cuadraturd de tipul (154) nu avem interes si
deplasim nodurile x; si xi spre stinga si spre dreapta, deoarece in acest caz mar-
ginea superioard p (X ,..., Xn) creste.

Intr-o lucrare in care am extins formulele de cuadraturi ale lui Gauss, putem
considera urmitorul caz particular

]

gf(x) dx = Ay[f (@) + fB)] + A [f' (@ — [ B)] + ...+

“ b (159)

- Any [f(u—l) )4 (— ”H,1 f(u—~i)(b)] Laf (L’l ; b) e SCP (x)f(2n+2) (x) dx

a

care poate fi considerat ca un caz limiti al formulei de cuadratura (154) cind
nodurile de la stinga lui @ tind citre a. iar cele de la dreapta lui b, tind citre b,
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Restul formulei de cuadraturd (159) se poate scrie sub forma

By= (— 0" L2 &

unde £, € (a,b), iar %

17

= ! " n i + b 2
,,:-—(-1;)\(.\'—(1) (b — x) (x- 4 ]d.\-_
2n + 2)!, 2
Avem
I Rnl < po (a, b),

unde

po (a, b) = [nMg,1,+2a (160)

) . . . . o . {21 +2 o -
Méno fiind marginea superioara a lui l_f( )(x)} in intervalul (a, b). Deoarece
avem

1 > .]u, M2!1‘+2 > MSH+2

rezultd ca
el e Xn) = py(a,b).
Deci, marginea superioard a restului din formula de cuadraturd (154) definita
de formula (158) este totdeauna mai mare decit marginea superioard a restului

din formula de cuadratura (159) definitd de formula (160).
Exemplu. Avem formula de cuadraturi

ag+h

S £(x) dx = rsto {189 [f (xo—2k) + f (xXo+ 2A)] —34 [ (xo—3h) 4 [ (x4 3R)]+

Tp—=ht

&y-+ 30
+ 2390 f(x)} + S o (0) ' (x) dx. (161)
2y—3h

Pentru aceastd formuld avem

16 7
L )
180
adica
[R|] < p (x2, x3)
unde
’ 167 .
o (RS X,) = —Hh M,
- i 180
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Formula corespunzitoare de tipul formulei (159) este

b

S £ ) dx = 5’-375{ W@ +/O) 521 @~/ B+ 167 (" - ”)} i

2
a
]

+\ ¢ () (x) dx
al carui rest este

1 et
Fot = T p8) e
0 4725 h / (€a)s
adica
| Ry I < o (@, b),
unde
po (a, b) = W Ms.
4725
Se constata ca
167 M
s Bl 5T s s gs. (162)
Po (ﬂ,b) 180 M
Daci se considerd insd formula de cuadraturi a lui Gauss
[ [/]
— a.._ y Ry A
g I (x)de = = [5F(Ge) + 8 f(x) + 51 (x3)] +Scp (x)f(b) (%) dx, (163)
restul ei se poate scric sub forma
1 o B
=— K ¢,
15750 &)
unde & € (a, b). Avem
IR < p; (a b),
unde
o; (@ b) = —— i M}
15750
Se constati cd
e U e R
elm,-, ) 167 oren M 1min 5 (164)

o1 (4, b) 180 M

Formulele (162), (164) arata cd formula de cuadraturi cu noduri interioare
(163) a lui Gauss este cu mult preferatd formulei de cuadraturid (161) cu noduri

a-+ b

exterioare si cu nodul dublu , deoarece raportul (164) este foarte mare si

egal cu 14612, 5.
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38. Cazul m = 0. Si considerim formula de cuadraturd de tipul (119) in care
lipsesc nodurile xj, ceea ce corespunde cazului m = C. Atunci formula de cuadra-

tura este

b
\ p(x)f (x) dx = A1 f (xD) + Asf(x2) + ... + Auf(xn) +

a
h

CI ) Cf G+ ot Caf )+ (= DN\ o) 7 W ax  (165)

En

unde functia @ (x) coincide in intervalele [xn, Xn—1,..., [xg.,b] cu functiile
@1 (3o vs Pppgqq (¥) care sint integrale ale ecuatiilor diferenfiale

(P(in.i"zq)(x) = { 0 dacf‘ ’ <n
| p(x) dacd i >n

si care verifici urmitoarele conditii la limita
@y (x5h) =10, <P; ()=0,055 goy=+2‘1—2) () =10,

@y (Xn—1) = @, (¥n—1), @, (1) = @; (1), - ., PFTD (1) = Q2072 (),

@, (51) = 9y (D), @, (60 = @)y (D)« - -, QU202 (xp) = Q20— (ae])

D @) = g @)

Pr+1 (G) =@, (a), CP;;_'rl (ﬂ) = (P;l ((I), e 1

A (@) = 9+ a)

CP,H_Q (xl) =% EP,H.]_ (xl): CP;,+2 (xl) = ‘P,,HI (xl)n . ',(Pf:?_.:—_fq—Q) (xl) == (‘Pgﬁfq—z) (x1)1

Pt (Xe) = Ppyq (xg), Pp hes (Geg) =p.. 5 (%) 55 rlbgfqufg) (xs)— (Pgﬁ—qzq—‘z) (xq)

Pnigrt @ =001, 0 BY=10; ..., 19 (B) =0, LMV (B) =0,
Se aratd ca la punctul 37 ci nodurile xy, . .. X, sint riddcinile reale distincte
si cuprinse intre a si b ale polinomului S, (x), unde sirul de polinoame S; (x),
j=0,1,... este ortogonal in intervalul [a, b], fata de functia
Byx)=p @) (== x). (e = ),

care este continud si are un semn constant in intervalul (e, b), adica avem
b

gmm&m&mm:a

.
a

pentru j == k.
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Se aratda cd notind
‘ b

Th:sz(s)s’* ds(h=0,1,2..)

a

avem
1 E R
S0 () = (=00 e %
Ay o 3
Yg—1 g+ Yoqo Yog1
unde

Yo Froe oot
A, = Ty, Tayo==Yq

Yo—1 Ty + -+ Yog_a

in formula de cuadraturd coeficientii C; sint pozitivi, iar coeficientii 4; au
semnele alternate, coeficientul Aj fiind pozitiv.,

Se demonstreaza ca functia y = ¢ (x) are in intervalul (xn,b) semnul plus
dacid n este par, sau semnul minus dacia » este impar, de unde rezultd ci restul
in formula de cuadraturd (165) se poate scrie sub forma

b

R={(=1p 50 () \ ¢ (x) dx =1 f+2) (g), (166)

‘rn

unde £ € (xp, b), iar
b

I : . Tk
— m Sp (o) iGsi—2A) o (0 — ) S; (x) dx (167)
Exemplu. Avem formula de cuadraturd
xo+h
S S ) dx = l1612 £l e 2HY = AT8 = 3
Zo—h e (]68)
5h
+ 6859 f(xu+ EH + | ewroman
.‘(!..;311

unde nodul interior x, —|—% este dublu.
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Pentru aceastd formuld restul R este dat de formula

To-+h xo+h
R S 0 () /9 (x) dx = 1 &) S ? () dr =

xo—3h xy—3h

251

h5 /9@

unde & este un numdr din intervalul (x, — 34, x, + h).

Avem
/R/ < P(xl]_?’hs'-" x0+h),
unde
251
Xo— 3h,..., xo+ h il S8
p (xo 0 ) = 1710 4

Dacé consideram formula de cuadraturd (48) cu noduri interioare, o margine
superioard a valorii absolute a restului R’ este datd de formula (49) adici -
/ 0,07679
P (xg—h, xo -+ h) = m =k M.

Dacd se comparid cele doud margini superioare ¢ (x, — 3h, ..., X, -+ h) si
o' (x¢ —h, xy + k), se constati ci

p(xo—3h ..., xo+ h) 251-90 M,
o' (xg— b, xo+ k) 1710 - 0,07679 M}

ceea ce dovedeste incid o datd superioritatea formulei de cuadraturd cu nodun
interioare considerate.

§ 8 Formule de cuadraturi cu noduri exterioare, nodurile @, b
si noduri interioare, de tip Gauss

39. Ficind aceleasi ipoteze asupra functiilor p (x) si f (x) ca la punctul 30,
s ludm iIn intervalul [e, @], nodurile a, x; & x,Pl astfel ca x,_1 < xn42 < s =
iar in intervalul [b, ], nodurile b, xi, ..., xm— astfel ca b << xi <. Cw x,’;A.
Se aratd ca la punctul 30, ci avem formula de cuadraturd de forma
b

SP(»Y) SO) de=4do f@+ AL fGD) + ... 4 Ans 1) +
+Ad fB)+ A3 FED+ .o+ Ams S o) +
+ C fx) + G flxy) + ---_—1‘ Cy [(xg) +

-,L.ﬂ
m—1

+ (= 1yrtm \ ¢ () ") (x) dx (169)

.
&
fi—1
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in care nodurile x;, X,,. . ., X, socotite duble sint radicinile reale, distincte si cuprinse
intre a si b ale polinomului T, (x¥) = 0, unde T, (x), 77 (x),..., T, (x) formeaza
un sir de polinoame ortogonale in intervalul [a, b] fatd de functia

) =p@x—a)(x—x)...(r— X)) (x —b(x—xi).,.(x—

care este continud si are un semn constant in intervalul (a, b).

Functia o (x) din formula de cuadraturd (169), coincide fin intervalele
[%ns Xn—1 1. .., [Xm—1, Xm] cu functiile @; (%), ..., QPutmsq—t (x) care sint inte-
gralele ecuatiilor diferentiale

X m— 1)

I 0 dacdi i=1,2,..., n—1
olntmt2) (x) =3 p(x) dacd i=n, n+1,..., n+q i
0 dacda i=n+qg+1,..., n+m+qg—1 ‘
si care verifici urmdtoarele conditii la limitd
o1 (¥poy) = 0, 0 (Xg) = 0, e ooy {74270 (i) = 0.
Q9 (x;;_z) =@ (x,‘;.-z)1 Py (x;,_z) = ¢ (x,;,.z), o
D (x]) = (5

(P;n—‘z (xl)'l CP“ 1 (xl) = 'Ti -2 (x;)1 il
‘P{”+m+9q 2)( 1) — qntm-+2g—2 (xl) |

ni—1
CPH (a) = <Pn—1 (a)1 CP?; (ﬂ'), = cP?"l—l (ﬂ'), Sitess CPS:i-I—m+2q—2) (a) i CPE;I_-j-{)l+2q—2) (a)

(n+1m+2q—2) (xl) = CPS:Hrm«'rEq—z) (xl)

DPn+1 (x]_) = On (x1)s CP;,+1 (x1) = <P,; (xl)-: cey Puy

(Pn.-{-q (XQ) = Chon+q—1 (qu), (P;H-Q (xQ) a (P;1+q—1 (xq): ey
cps:ljquJrZQ—z) (xrp) — cp(n+m+2q~2) (Tq)
Prpqi1 (b) = Prtq (), <P;1—1—|]+1 (b) = Cpn+q @), ...

cp(n+m+2q—2) (b) (P(n 4-m-| 29—2) (b) =

n+tq+1
= Qprgrt 1) @000 (x}) = Sy M

n-+m }9 2) (" — ep(n+m+29—2) ¢+
¢ R T (x1) ‘i"£:+q+1 (x1)

<Pn +4-q--2 (.\’1)

"

Potm +q—1 (x:(g.‘l) = Putmtq—2 (x;:hz)= (P?’!-‘rm-?'fj—] (xm—Z):cP;'-"'”“f‘q*g (x:“72) S
cp(ﬂH m+"q—2) (lm—’) = (P{”er—‘rﬁq ) ( m—Z) I

n+m+qg—1 n+m+q—2
n+m+2q—2
CD( 7 m—i) 0. J

” . ”
CP)H»MH—Q—I ('xm—l) = 0" ('P‘n Fom4q—1 (xmfl) = 0" C Vadmq—1
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Coeficientii A;, A, C; din formula de cuadraturd (169) sint determinati
de formulele
A’ = . (P(1R+m }2q—1) (x;z—i) :
cpghl-m—\-gq—l) (x-;:;—z) -

A =) () g ()
A;; (P(;z+fﬂ4+-q —1) (a) £x 'P(" fm-2q—1) (a)
£ =spMERG) SRR (),

. n-+m-+2¢—1 Y n+m-+2q—1 #
Al gfq:r e (Y ) (PgquTz =) (‘ 1) s

a4 =) ntm-+2q—1) (" _ (ntm42¢—1) ”
Am 2 (P( i ('xm—‘z) ¢ (xm—ﬂ)

n-tm--q—2 n+m—+q—1
# an+2q 1)
Am—i EH m (xm 1)
2 29—1
Cl (P("er+ q—1) (x ) ‘Fsinjm +2¢9—1) (X )
+m+2q—1
C{j ({(n+m+2q 1) (x ) o cPS:I-:.-;u-'— q )(xq)

Coeficientii- 4; si 4; au semnele alternate, Ao, si Ag fiind pozitivi, coefi-
cientii C; sint pozitivi.

Se demonstreazi ca la punctul 34 ci functiile g; (x), . . ., Pn—1 (X) ST Qnyqt1 (%),

. Onimiq—1 (x) sint polinoame de grad efectiv n + m 4 2q — 1. Aceasti ob-

servare ajutd si se demonstreze ca la punctul 35 ci functia ¢ (x) pdstreazd un semn

constant in intervalul (x;—i, Xn—) si anume semnul plus dacd n este par sau

semnul minus daca n este impar.
O consecintd importanti este cd restul R din formula (169) se poate scrie

sub forma

T il
m—1

R= (= 1yrtm poimieaa (E)s P () dx =(—1m I fO )  (170)

slr

In—1

unde & € (xp—1, Xm—y), iar
b

l . r i o
=(—m S p(x)(x—a)(b—x) (x—x1)...(x—xn 1) (&L —2)...Co 1 —x)dx, (171)
n i - R
din care se deduce ci
| B o sl wmt)
unde
P (x;zfl- .y x;:s.—l) — /1 Mn+m+2q »

My tmi2q fiind o margine superioard a lui | f®+™+24) (x)| in intervalul (x;—1, Xm—1).
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40. Formule de cuadraturd cu nodurile a, b, noduri exterioare la dreapta lui b
§i noduri interioare, de tip Gauss. Se stabileste ca la punctul 39 formula de
cuadraturid
b

SP () () dx = Ay f @) + A5 f®) + 45 f() + .+ Aoy [ (i)

2
m—1

+ GG+ Gf) + ..+ Cof () + (— Dt Scp(x)f‘"‘“’“' D(x)dx, (172)
in care nodurile x;, x,,..., X, socotite duble, sint rddicinile reale distincte si
cuprinse intre g si b ale polinomului Ug (x), unde U, (x), Uy(x), ..., U, (x) for-
meazd un sir de polinoame ortogonale in intervalul [a,b] fati de functia

Pa(X) =pE)(x —a)(x —B) (x — x). . .(x — Xt )s
care este continud si are un semn constant in intervalul (a.b).
Functia ¢(x) din formula de cuadratura (172) coincide in intervalele [a,x,],

-+ o [Xm—s, X 1] cu functiile ¢, (x),. . ., Pq+m (x) care sint integralele ecuatiilor
diferentiale

QUL () — {p(x) dacd i=12 .. ¢+1
3 0 daci i=q+42,..., g+m
§i care verifici urmitoarele conditii la limiti

Q (a) =0, CPII. (a) — 0k (P£m+2f1gl) (@) =0

@ (X)) = @, (1), o (xp) = o4 Ol o ‘Pg”’ﬂqﬁl) (x;) = 'Pﬁ"' i) (1)
Uit 00 =9, (), Bry (8) =9, ), L 01 (1) = gttt (x,)
Pra B) =01 0.0 ®) =0, (B, ogH-0(F) = gt ()
Dppa (%) = Ppra (X1 cp(;H (x]) = ‘Pe;+2 (G e rpg':%_-_;-?qfil (x) = (‘D‘(Iri;'-gzq_l) (x1)

Popm Om—2) =0,y (na), @y (Ki2) =07, (K a), ...
PR (5 —s) = gD (o)

P (x¥m—1) = 0, cp;er (xm—1)=0,... s‘Pf,'if;fq_” (e =),

Coeficientii 4, A7, C:; din formula (172) sint dati de formulele

da = +2 L4 m m4-2
4, = — o{"*+%) (a), 4 —gmi By el p)
C=ol" W) =), | Ay = ol (x0) — gl (x)
= -2 2 ” -+ 2 & i
C,= cp!(z"H 1) (xg) — fp,g’ﬁ ) (x,), A = ‘Pr(,'+JE;_W1 (—9) — tpf(.’if}f’”(xm_z)
Ay =m0 ()

S

it

—_—
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Se aratii cii coeficientii Ay si Ay sint pozitivi, iar coeficientul Ai are semnul
b (=15 =012 e 'l‘. z _
Se demonstreazd ci functiile ¢, () Potm (x) sint polinoame de grad

efectiv m + 2g. Se demonstreazd apoi cd funcfia ¢ (x) pdstreazd semnul minus
in intervalul (@, xm_1) de unde rezultd ci restul R din formula (172) se poate

scrie sub forma

”

R= (= 1"t R"”«p(x) FORRED (o gy oy g ) @y (173)

unde £ € (@, Xm_1) iar
b
- NSO, Sp x) (x — @) (b — x) (xi — %). .. (k-1 — x) Up (x) dx.  (173")
(m4-2q+1)! 5

Exemplu. Pentru m =2, ¢ =1, b=a + h, x{ = a + 2h, ecuatia care determina
nodul x; este '
Yi— Yo xX=0,

unde
da+h

h4
*{0:S(x—a)(x—aﬂh)(x—a_Zh)dxzr,

a+h

' ht Th
Y= S(x—a)(x—a — h)(x—a—2h)xdx=f7(a_g_i_5_). .

a

Se giseste x; = a —{-Lh si formula de cuadraturd corespunzdtoare este
S 5 °

g V ; Th
S f(x) dx = 3—’9’—12 [4600f(a)+61 18 f (a--H)—56 f(a+2h) + 20250 f (a nE E)]k_
0
’ a+h i
(s ax, (118)
Th
unde nodul xy =a+ = este dublu.
Se aratd ca restul acestei forfnule se poate scrie sub forma
18 6
= 708.000 21 (174)

unde £ € (a, a -+ 2h).
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Se regiseste formula (118) din § 6, in care restul s-a scris sub forma (174).
4l. Formule de cuadraturd cu nodul a, noduri exterioare la dreapta lui b, St
noduri interioare de tip Gauss. Se stabileste ca la punctul 39, formula de cua-

dratura
b

Y 01109 = i@+ A e ot Ay +
; (175)

T

m—1
HOlE) + G f )+ + Cof (xg) + (— )" S 9 () S (x) ax,
a
in care nodurile x;, x,,. .., Xq, socotite duble, sint ridicinile reale distincte si
cuprinse intre a si b ale polinomuluj Vy(x), unde ¥, (x),..., Vg (x) formeazi
un sir de polinoame ortogonale in intervalul [a, b] fatd de functia
P(x)=p @) (x—a)(x — x{)...(x — xp_1),
care este continud si pastreazd un semn constant in intervalul (a, b).
Functia ¢ (x) din formula de ' cuadraturi (175) coincide in intervalele
1 ER o I P s s o functiile o, (x), ..., Poem (X) care sint integrale
ale ecuatiilor diferentiale
on+20) (x) — p(x) dacd v=1, 2, ..., g1
: 0 dacii=gq+2,...,q94+m
§i care verifici urmitoarele condifii la limita
(o} (g) — O, CP; (g) — O, T q}&m+2q—2] (ﬂ) —0
P2 (X)) = @ (xy), <Pé (x) = <Pi (659 CP{;,m'l’zq*E) (x) = (Fgm+zqu) (o1)

P+t (xq) =%, (Yq)a Por1 (X,,) = <p; (xq), M (Pé"_?;T‘Z']‘Z) (xq) = (Pgnu,-zq_z) (xq)
Frz O =000 9 O =g, 0., oY @)= glntuD @)
Pors (D) =y (), 040 (D) = 75 (), L, g2 (x]) = glntn—) (xf)
(Pq-+m (x;:i*fg) == (Pq»-i-rn—l (X;;L-:Z), (Pn;i-m (X;;Lﬁz) = CPL;+m—1 (—‘71’1’1—2), s

P (xpg) = gl 20 ) ()

o G) =0, g1 (W) = 0, grea(r o g

=11
Coeficientii Ao, 47, C; din formula de cuadratury (175) sint dati de formulele
Ay = — g1 ),
Ay = G (of) — glmia— ()
A — o (m+-2¢—1 . e S

i Y m4-29—1 v
m—2 = Paim—1 ) (xm—z) (pgﬁ_m q )(-'\m—i)

Cl oo cFg.'n—ﬁ-E—.z;gkl) (—"ﬁ) = (Pgm,-q—zqgl} (xl)

Cu = #4170 (x) — gl Gy,
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. - . ’.f i
Se arati ci coeficientul Ay este pozitiv, iar coeficientul Ai are semnul lu
s d =102, m—I.”] o .
Se demonstreazd ca functiile ¢, (x), ..., g He -
efectiv m - 2¢ — 1 si cu ajutorul acestei proprle;[ap) se demonstreaza ca functia
a i : inus in intervalul (a, xm-1).
x) pastreaza semnul minus in in : .
& )R?:stul in formula de cuadraturd (175) se poate scrie sub forma

(x) sint polinoame de grad

re

Tm—1
R (_ l)m g ) (x)f(m+2q) (Y) dx = (__ l)"" i j-(m.+2q) (E)’ (176)

unde £€ (a, X,—1), iar
b}

\‘p @) (x — a) (X1 — %) . .. (K1 — %) V2 () dx. (176"y

il e
(m + 29)!
Exemplu. Pentru m = 2, g = 1, b = a + 2k, nodul x, este determinat de ecuafia
Y1— Yo X =0,
unde
a-+h .

i 258 Sht
Yl—S (x*f?)(x—afzh)xdx:)-;gf]_z_

= oNn e o
e '}L — 3] p thre €Ste
Se dedUCC ca-X a S1 fOrmlﬂd de C].lad] atu[a corespunza

e Sh =

\ Fix)dn— L% [I43f(a) — SIZf(a + ?)—I— 5 f(a+ ;h)} +

i 660 i

{ a+2h
+ S 2 () /O (x) d

il d dubl
unde x; = a + E este un nod dublu.
Restul din aceastd formuld se poate scrie sub forma

R=— L% 0@ (177)

480

Se regiseste formula (117), in care s-a scris restul sub forma (177).
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; 42 F?frizuie de _cuadratw'ﬁ cu m_)dul b, noduri exterioare la dreapta Iui b gi
noduri interioare de tip Gauss. Se stabileste ca la punctul 39 formula de cuadraturi

b
Spuvaraﬁﬂm+mfm3+“_hmqﬂmﬂyk

a

2 (178)

Tm—1
TGS+ Cf (k) + ...+ G fxg) + (—1)m g ¢ (x) fe2 20 (x) dlx,

A Ll =

;Et;::re m_)dbunlle X15 Xg,. .+, Xq SOCOtite duble sint radicinile reale distincte si cuprinse

., .ad§1 ale polinomului W, A(x),' unde W, (x), W, (x),..., W, (x)'formeazi
sir de polinoame ortogonale in intervalul [a, b] fata de functia

Pe(X)=p(X)(x—8) (x—=x()... (x— xj_y)
care este continud si pdstreazd un semn constant in j
[ $ intervalul (a, b).
: Functia ¢ (x) din formula (178) coincide cu functiile @, (x) s (x) 1
intervalele [a, x], ..., [xm—2, Xn int 1 : o by
, X, s [Xm—2, Xm—1], care sint integralele ecuatiilor diferentiale
cpgm”‘?)(x):{p(x) daca =123 . ix g 3
. > 0 daciz‘:q+2,...,q-|~m
§1 care verificd urmitoarele conditii la limita
P (a) = 0,9i(a) = 0,... "2 (q) = 0, g{+2—1) () — ¢
@y (x1) = oy (x), P2 (x,) = o1 (), ..., CPgqu‘Q) () = ‘P(IHHZQ_Z' (1)

Pa+1(Xg) = Pq (Xq), Pai1(xy) = o, cou QAR () — o
s (b; : 7 ;) qurJrl( q)— i (xa), . .« ., M2 (x) = Gl ()
q+2 Po+1 ( ), Pg+2 (b) = @g+1 (b)’ oo rP(qni—;mkE) (b) = cp(nuizq—z) (b)
o B H ’ ” ’ ” Q+
Pyra (xl) — (xl), Pors (xl) — ("’1)’- o i ‘PS,’TQZ‘*J) (XI) = @2:14242ng) (‘c;)

zp'i""”‘ (xm‘z) > (Pq-i— m—1 (x:nﬁz)* cP:;—|-m, (x;z—z) s (P;-F-mfl (x;_a), o

(m+29—2) (" = 20—2) (”
‘:Pq.]‘m, (xm—E) =7 (Pf([";-i!_n—ql_ ! xm—Z)
n

Potm () =0, frin (*a1)=0,... 7 et (¥n1) = 0.

Coeficientii 47 si C; di v ; ;
formule t i 81 C; din formula de cuadraturi (178) sint dati de urmitoarele

Ay =gt @) — gingien )
A m—+20—1 4 i — i
;= 3590 (x) — gn i (o)
S e i b 3
AZHE = LT (tn—a) —glmtte—t) i
Ay = ol o)
Gy = "3 () — i Rl 6

e m+4-20— = 0 o
Co = 20 (x,) — glmta— (x,)
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Se ‘arati cii coeficientul A; are semnul lui (— )%, 2= 041, . aup P — 1t dar

coeficientii C; sint pozitivi. _
Se demonstreazd ca functiile @g+a (X),. .., Posm (x) sint polinoame de grad
efectiv m + 2¢ — 1 si aceasta serveste la a demonstra cd functia ¢ (x) pastreaza

semnul plus in intervalul (a, Xm—1)- _
Se deduce ci restul din formula de cuadraturd (178) se poate scrie sub forma

7
Tm—1

R:enwswummwma:(IWUWW®, (179)

unde £ € (a, Xm—1), iar
b

=l @e=9ei-0 . G- W@ a0
(m + 29)!

a
Exemplu. Pentru m=2, gq=1, b=a+ h, x; =a+ 2h, nodul x; este

determinat de ecuatia
T1i—Yox=0

unde

a+-h
3

5h
Yo:R (xﬁa—h)(x——a42h)dx:—6 3
a-+th 5h3 h4
Y1=S (x —a—h(x— a—2h x dx:z_a+.;.

@

3 ; < -
Se deduce ci x;, = a + —h, si formula de cuadraturd corespunzitoare este
10

a+h
g f(X)dx—_’%i[nlf(a—i—h)#7f(a+2h)+500f((a+%g)]+ :
:3 (116)

at-h

+vmmmm

a

Restul acestei formule de cuadraturd se poate scrie sub forma
1145
R=——f® (). (181)
300

Se regaseste astfel formula (116) in care s-a precizat si restul sub forma (181).
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a -

§ 9. Formula de cuadratura cu nodurile a, b, si noduri exterioare simetrice

—a

fata de mijlocul intervalului (@, &) in progresie aritmetici cu ratia h =

43. In formula de cuadraturi (169) sda presupunem p (x) =1 si g=1. Sa
mai presupunem ca nodurile x; si x; sint simetrice fati de mijlocul x, al inter-
valului (@, b), adicd avem

’"

X, =Xg— Mh, X, =x,+Nh (182)

1
pentiw =12, ..., n— I !
Se demonstreazd ca la punctul 37, ci nodul interior X1, Socotit dublu, es’e

e — 2 ;L si.cd coeficientii Ai, Ai din fornuila (168) sint egali.

In acest caz formula (169) se poate scrie sub forma
b

\'f(x) dx = Ay [f@ + £ O] + Ay [f ) + £ G]+ . o
a (183)

‘"
X Fi—1

e T ) o POl f( 2B ) + g o (x).£@+9) (x) dx.

2.
Fn—1
In aceasta formuld functia ¢ (x) are in intervalul (x,_1,xn 1) semnul plus
dacd n este par sau semnul minus dacd n' este impar,

44. Cazul nodurilor xo, X1, X3, ... in progresie aritmeticd. Vom nota in acest
caz, nodurile cu

X5 = Xy + kh,

unde k =0, 1, 2,..., n. Cu aceasti notatie avem x_; = a, x; = b si formula (183)
se scrie

\7 @Iev= Ay [ (x2)- FOD A4 [ Gt LDV .. - Aalf o) + /G
."1:71 -
+ Cf (x0) '+S @ ()L™ () d. S s3)

Introducind diferentele de ordin par pe nodurile considerate avem
A (ret) = £ () — 21 () + £ (¥_s)
A (o) = f(x) — 41 () + 6/ (%) — 4 f(x_1) + £ (x_3)

A Pioe )= filn) — G F o) 4 1. . —Ch S (x—py1) + [ (x—p).
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Din aceste formule se deduce cd f(xy) + f (x'_1) se e_xprimﬁ l'iniar cu gjutoiul
Tui f(x o), A%f (x_1), apoi f (x3) + [ (x—2) se exprima liniar cu a_]_ut_orul lui .f (xp),
A f (x_1), A% f (x_2)...,siin general f(xx) + f (x—x) se exprimd liniar cu ajutorul

lui f(xg), A2f(x_1),..., A% f(x_s). Ly
Foc;rnula de cuadraturd se scrie atunci si sub forma

/e = By + BN G 4 B A T G) 4
y _
+\ 0 7 6 a (183")

Coeficientii By, B;,..., By se determind in modul_urmﬁtor: se inlocuieste
i) en 1 si se obtine B, = 2h, apoi pentru a determina in general pe B se
inlocuieste in formula (183") f(x) cu

FO) = (x — X% (x — x) (¥ — x—1) .. . (x — xp—1) (¥ — Xpesn):
Este evident ci avem f (x,) =0, B g — Oonoes A f (x ) = 0 s

vom avea de asemenea A"t S xr41) =0, deoarece f (x) este un polinom
de gradul 2k. Formula (183) ne va da atunci

B A f (x_p) = S (x — xp)? (x — xp) (¥ — x—1) « . . (¢ — xn) (¥ — x—i) dx.
.'L‘_]_
Observind ca =
A% f(x_p) = QR)! B

si ficind in integrald schimbarea de variabildi x — x, = uh, vom avea

+1
Qi) K B =h"h S W@t —1).. [ — (k— D du=
-1
:
=241 \ w2 —1%) ... [u2 — (k — 1)*] du
(i}

de unde rezulti cd dacid notim
1

B— I_SH“- W — 12). .. [ — (k — 1)?] du, (184)
(2k)!

0

vom avea
B,l\- =5 2 h Lk
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si formula (183) devine

\.f ) dx=2h[f (x0) + L A F(x—) + Ly A F (rog) + ...+ Ln A f ()] +

CA |

B

n

+\ 0 (/) ax. (183"

B

—n

Restul in aceasti formuld . .se poate scrie sub forma

Ly

R=r®" ) S ¢ (x) dx

T—n

rre

si integrala din membrul al doilea se calculeazd inlocuind in formula (183""") pe

[ (x) cu
(r— %P ) E— ). s —m) =)

(2n+2)!_

f(x) =

Vom avea
::n -'L'l
S(P (;&) dx =[—2(n—lﬁ S (x — x)2(x — x)(x — x—1)...(x — x)(x — x_pn)dx

:t‘_n &_4

adici
S o(x) dx =2 B Loy
T_n

rrr

Formula de cuadraturd (183'"’) se poate scrie deci in definitiv sub forma

S FG)dx = 2h[f ) + LA S+ Ly A (e o+ L AT (o)

o o pH Eo g f(2n+2) ®). (185)

Am obtinut astfel formula de cuadraturd care de obicei se deduce aplicind
formula de interpolare a lui Stirling.

Avem
1 1 23 263

CIMEE Ly =
226800 . 14968 800

L, =
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astfel ca pentru n =1, 2, 3, 4 formula (185) este

Lol

& 16 dx = 2 [f () + AZf(xl)] a1 :—;f"‘) ®.

z_1

= l 2 .- 17 4 h_7 (8)
Sf(x)_ dx 2h[f O+ A0 f (x) — - A f(x_z)]+ 0@

T_1
21

\' £09 dx = 2k [f o)+ é A % A* 7 () + ﬁ A“f(x—a)] L.

z_4
234

s (8)
113 400f (E)
.‘l'l
1 1 1 6
A= — . ——— — A —_ e
Sf(x) doei=20 [f(xo)+6 82 [ () —— MfGaa) + —— A° 1 (x9)
)
23 263 Bt
VT 2R o),
26800 1 0] T oasda0e”

Din formula de cuadraturi (185) se deduce urmitoarea evaluare a valorii abso-
lute a restului

[ R] € o (reys - i X (186)

unde
P (x—i'h- .oy xn) = 2 l LrH—l | h2n+3 MZrL-l-Z (187)
unde Msnys este marginea superioard a lui | f®"*+2 (x)| in intervalul [x_n, Xx].
Sd compdrim marginea superioard p (X_p, ..., X,) datd de formula (187) cu

marginea superioard a lui |R| din formulele obisnuite ale lui Gauss, de aceeasi
precizie
n 4 1)1]8 2248
o (@, b) = 2T D
[@n +2)!F @n + 3)

Deducem urmdtorul tablou

h2"+3 Mgn+2 o

P (xfn’ > L8 ¥ xn)
n PR ) a, b
i it o (a, )
fied h® 3 M
1 — M, — 2 s —:1]
90 135 2 M,
=
h 7 M
2 — M, b L L (188)
756 15750 42 My Mg
234 ) :
3 My Ll T oL ALSO — 704,375 208
113400 3472875 8 Mg Mg
263 p1t u 26792074 M M
4 o o B T _ 434036, . 2
7484400 1237732650 616 MY, M,
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Numerele din ultima coloand care cresc vertiginos, aratd cd formulele de cua-’

draturd cu noduri interioare de tip Gauss sint preferabile si fatd de formulele de
cuadraturd cu nodurile x,. xy,..., Xu X_1,..., X_, care provine din formula
de interpolare a lui Stirling.

45. Comparatie intre marginile superioare ale valorii absolute ale restului din
Sformulele de cuadratura care se obtin din formulele de interpolare ale lui Newton
la stinga, Bessel, si Stirling.

S-a dat in aceastd lucrare formulele de cuadratura (90), (108), (185) care de
obicei se obtin aplicind formulele de interpolare ale lui Newton la stinga, Bessel
si Stirling fard insd sd se foloseascd aceste formule. Din studiul améanuntit al
restului lor si din compararea lor cu restul din formulele de cuadraturd de aceeasi
precizie ale lui Gauss cu noduri interioare se desprind urmdtoarele concluzii.

Pentru formulele (90), (108), (185) marginile valorii absolute ale restului
gisite la punctele 25, 29, 44 sint:

o o —@at 3) k... % — h) = QAP Jon Monye
op(nsts + o oy Xng1) = QAT Kir1| Monge (189)
Sedemat oo, M= (2% | Lutol Mopco.
Marginea superioard a valorii abolute a restului din formula lui Gauss este
(n})*

Cu aceste formule putem forma un tablou de comparatie cu valorile lui
Py Pr Ps

o (@, b) = (2h)m+t Mo, .

—s» — — pentru n =1, 2, 3, 4. Vom avea
fe RPe Pg
PN PB Ps
n =i = T
Pe PG Pe
3| 1506 ﬁ; 66 1!3 1,5 ﬂg
% 4 My 4
2 636233,3 Aif, 6366,6%; 20,8 "if, (190)
- My Mg g
3 524308330 Ai‘; 1223 530 &‘[‘} 704,375 %f,
MB MS Mb‘
4 | 710246014380 M——f]" 391528613,7 ﬁ%’ 43493,6 A%“
10 10 10

Numerele din ultima coloand fiind mult mai mici decit cele din prima si a
doua coloand, deducem cd formula de cuadraturd (185) este preferabila fati de
formulele de cuadraturd (90) si (108).

Institutul de calcul
al Academiei R.P.R., Filiala Cluj
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KBAIIPATYPHBIE ®©OPMVJIbl C BHEHIHUMH VY3JIAMHA

KPATKOE COIEPXAHHE

Msyuarotcs KBapparypuble (GOPMyJIBI C BHELUHAMH Y371aMH, BMECTE C HX
OCTATOUYHBIM UJICHOM.

B § 1 crpourcst kBagpatypHas dopmyna (12) mpu momomm QyHKIEE @ (x),
coBmagaromeit Ha orpeskax [x,, %, 1,..., [x, , x,] ¢ Qymxuumamm ¢, (%) isiey
et (x), umrerpamamm muddepeHIHANBIFHX ypaBHeHuH (3) ¢ rpaHMYHBIMH
yenousma (6)—(11). JoxaspiBaercs, uro GyHKIu @1 (X) oo @, (X)yee Py g1 (x(
CyTh MHOLOUJIEHBI (DaKTHUECKOH CTemeHu # + # — 15 5TO MO3BOJISIET SAKJIFOMITE,
uTo (pyHKIHA ¢ (X) COXpaHseT MOCTOSIHHBIH 3HAK HA OTpesKe (X, x, ). Taxum

o6pazom mosyuaercss Bu (29) OCTATOYHOrO YJIEHA, OTKYMA ONEHHBASTCA BEPXHAAL
rpanb aGCOTIOTHON BEJIMYMHEI P (X .x, ), BbIpayKenHas (opmyJoit (32), rae /
BeIpaskaercs qopmynoit (30). i

IIpuBoauTCA mpocToit mpumep KBampatypHoil dopmysr (40), Ams1 KOTOPOH
pepxusas rpasb |R| Boipawaerca dopmysoi (41). Sra BepXHAA rpaHb CpaBHK-
BaeTCA ¢ BEpXHEH TIpaHplo p,, BbIpaKaemoii dopmyrnoit (46) m orTHOCALIEHCA K
(opmysne CumncoHa (45) mim ¢ BepXHe I'paHbIo @, BhEIpayKkaemoit (popmyIoiH
(49) m orHOCAmeHcs K KBagparypHOH Qopmyne (48) ¢ BHYTPCHHHMH Y3JIaMH.
Pesy/IbTaThl ITOrO COMOCTABJIEHHS HpUBOAATCA B (opmymax (47) u (50); onm
YKaspIBAKOT HA TIPEUMYIECTBO KBaJPaTypHOH (OpMyJIbI C BHYTPEHHHMH Y3JIaMH,
paccMOTpeHHbIE B 9TOH paboTe mepes (OPMyJIamMu C BHEIIHMMU Y37IaMH.

B § 2 crpourcs keagparypHast opmyna (53), TaKe ¢ BHEIUHIMH y3JIaMH, O7f-
HAKO K KOTOPBIM [00aBIsa0TCs y3ibl 4 1 b. TlocTpoere ocyLecTBIIACTCH MPH I0MO-
iy pyHKuE @ (x), COBMAMAOIEN B IPOMEXYTKAX [X, X, ], s [¥, 5> g |
¢ ysxmmam @ (x),. .., 9, ., (x) — HaTerpanamu guddepennualbHEIX YPaB-
mennii (54) ¢ rpasmunbMK yenosuamH (55). Tax ke kak u B § 1 nokaseIBacTCsH,
uto GyHKIHA @ (X) He MeHseT 3HAKA B HPOMEXYTKE (X, , X, ), 9T0 Jaer
BO3MOYKHOCTH MCC/IENOBATh OCTATOUHBIM uieH kak B § |, B kauecTBe mpHmMEpa
umeeM Keagparypuable (opmyssl (68), (72), (73).

B § 3 crpontcs kBagpatypHas (opmyia (74) ¢ ysomM 4 U ¢ BHEUIHAMHA y3JIAMH,
PACIIONIOMKEHHBIMI CJIeBa OT @, TpHYEM JIOKasbIBACTCs, YTO OCTaTOUHBIM UJICH
umeer Buf (78), a QyHKIEA @ (x) He MEHSeT 3Haxa B UpOMEKYTKe (X,_; , b).

B § 4 paerca BaykHOEe TNPWIOKEHHE, I'JIe YCTAHABJIMBASTCA KBafgpaTypHasd
dopmymna (90) c ee ocrarounpim wieHOM. OTMeuaercs, UTo UL 9TOH (POPMYIIBI
He MCIIONIB30BaHa, KaKk o6bruHo, (opmysia HEI0TOHE 719 HHTEPIIOIMPOBAHUA CIIEBA.

CpaBuuBasi Bepxume rpanu p a1 |R|, Beipaykaempre dopmysoii (92),
¢ Bepxuumu rpamsmm s |R'| wm |R''| B xBagparypHbIx (opmysax
laycca OJMHAKOBOH creneHd TouHoctH mpu 7 = 1,2,..., 10 Opuxogar K
tabmune (97). Bospacraromue umcia B IOCHEOHEM cronlne 9TOH Ta0JIIIBI,
mocrurarone sHauenns 710, 246, 214, 380, npu n = 10, sacraBnator ObITh
0coGEHHO BHHMATEIBHLIMH IIPH IPHMEHEHHH KBafpaTypHbBIL (DOPMYJI ¢ BHELIHUMEI
y37IaMu, PACIIOJIOYKEHHBIMH CIIeBa 110 ApH(METUUECKOH IPOrPECCHH, H 3aK/II0UATh,
YTO IMPEeIIOUYTHTEIBHO TI0JB30BaTECA KBaAPaTypHbiMu (QopMynamu ¢ BHYTPEHHHMH
y3JIAMH TayccoBa THIIA.

SO

9 —c 70
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B § 5 maerca HoBoe BayKHOE IIPUIIOMKEHIE 1 YCTaHABJIMBACTCA KBaApaTypHAast
dopmyna (108) ¢ CHMMETPMYHBIMH OTHOCHTEILHO Xy BHEIIHHMH y3JIaMH, PAaCIO-
JIOYKCHHBIMH 110 apU(METHYECKOH IPOrpeccHH, TPHUEM OXHOBPEMEHHO IOy~
“aerca M ee ocrarouHsld wieH. Keapparypraa ¢opmysa nonyuena Ges obbrunoro
TIpUMEHEHHs KBagpaTypHOH (opmynnt Beccensi. Cpasuwgas BepxHme rpanm Bri
s | R |, BeIparkaemble hopmyioit (109), ¢ BepxHHMU TPaHAMH [JI5sT ]R'I KBa-
AparypHoi opmynesr T'aycca ORMHAKOBOH CTEleHM TOYHOCTH TIIPUXOIAT U5
n=1,2,3,4,5x rabnune (110). Yucna B mocneguem cronbre oToi TabIIHIBI, BO3~
pacraiompe ObICTpO M gocTuurarinue 391, 528, 613 upu n = 5, scHO TOKA3BI-
BalOT HEJIOCTAaTOK (DOPMYJIBI C BHEIIHMMH V3IIAMH.

Ecin cpapnmure taGmuuy (110) c rabmneit (97), To MOMKHO 3amMeTHTB, uTO
KBaIparypHbeIM (QOPMyIaM C CHMMETPUYHBIMH 110 OTHOLIEHHIO K CEepeMUHe Tpo-
MEKYTKA HHICTPHPOBAHNA BHEIIHHMH YSJIAMH CJEJyeT OTHATh TPEHMYIIECTBO
IICPEN KBAIPaTYPHEIMH (DOPMYJIaMH C DACHOJIOYKEHHBIMH  CJIEBA  BHEIIHHMH
y3iami,

B § 6 mayuaercss Ha OOHOM NpUMEPE BIIMSHEE BHYTPEHHHX ¥3J7I0B Ha BH[
KPHBOH y = ¢ (x). D10 HMCCIEOBAHME NIPOBOMUTCA st KBaJIpaTypHOH QOpmMyIIb
(113) ¢ ysnamm a, a + h, ABATIOMEMECT KOHIAMH TIPOMEKYTKA HHTErPHPOBaHUA
C BHEUIHMM y3JIOM a +2h u ¢ BHyTpeHHWM y3inom a + Ah. Hccnenyercsa Bupg
KpuBOlf y = ¢@(x), Korma A MameHsercs mexay 0 u 1; npm srom momyya-
erca puc. 15. BeIABNAIOTCA YacTHEBIE CIIyyan (116), (117), (118), o6 bacHenue
KOTOPBIX NpUBOIUTCA B § 8.

B § 7 crpourcs xamparypHas dopmyna (1 19) ¢ BHEWHEME yamamy Xi, . . . o
DACTONOXKEHHBIMA CJIEBA OT @, W C BHEMIHUMM YSJEAMH X{, ..., X — CIpPaBa oT
b H c BHyTpeHHMMH y3JIaMH X154 4,%, DACCMATPUBACMBIMM KAK [BOHHBIC.
Dopmyna (119) mama E. B. Kpucroddenen [6] u aensercs o6obensem (popmyIsl
T'aycca. Obobmennio dopmynnr Taycca mocesmens: paborer npod. T. IMonmoenua
[7], a o6oBuienne dopmynnr Kpucroddesns mamo II. II. Cranky [8, 9].

. B macrosueit paGore xBajgparypHas dopmyna (119) u gpyree aHamoruusbe
eil (OpMYyIBEI M3yuyarOTCA C UENBI0 BAYKHOLO NPHAOKEHUsT K  KBaJ[PATyPHBIM
dopmynam, KOTOpble OOGLIKHOBEHHO BBIBOSITCA U3 HHTEPNOIANHOHHON (POPMYJIBI
Crupmmra, ' i

Ilocrpoenne kBamparypHO#t dopmyisr [119] ocymectBnsiercs mpu TTOMOILA
(b)’]’HI{uI/H/’I’ ¢ (x), mociepoBaTenbHO CcoBmAmaomeH Ha OTpe3Kax [Xn, Xp—1], ...
[Xm—1, xm] ¢ DysKIHAME @4 (s e s Prgrgerr(x) — HUHTErpaIamMA qub(bepwunj
IbHBIX  ypaBHeHwi (120) ¢ rpaHUYHBIME  yclOBuAME (121) — (124). Oxassl-
BAETCA, WTO YSJIBI Xy, ..., Xy CYTh HONAPHO DPA3JIMUHBIE RENIECTBEHHLIE KOPHHA
mHOrounena Q, (¥), comepyxammecs B opmye (140). JloxaseiBaeTcsa, uTo
yHKUHS @ (X) He MEHSAET 3HAKA B IPOMENYTKE (Xj, Xi), UTO MAET BOSMOYKHOCTS
NPENCTABUTE OCTATOYHBIN uieH B Buae (151).

B YACTHOM CJIy4ae, Korja p(x) =1, ¢ =1 u Korma BHelIHHe Y3JIBI CHMME-
Tpmtmuﬂ+ lzo OTHONICHHIO K Cepe/iMHe IPOMeKyTKa (¢, b) NOKa3bIBAaeTCS, uTO

a

Xy =

hopmyna (161).
B § 8 aBTOop BO3EBpamaercs K HCCIIEIOBAHHOM B § 7 3amaue, npubaBisas Y3JIBI
a, b wmm TONBKO OmMMH M3 VOB a, b. Taxum obpazom mosyyarorcs op-

u nonyuyaercs ¢opmyna (154). B xauecrse NpuMepa TPHUBOJUTCA
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mynsr (169), (172), (175), (178). B xauecTBe mpumepa IPUBONATCH (DOPMYIbI:

(118) ¢ BHyTpeHHHM Y3JIOM @ + —> PACCMATPUBAEMBIM KaK MBOMHOM I (116) c
15

BHYTPEHHHM Y3JI0M 51{’ paccMaTpHUBAEMBIM Kak ABOHHOM, Tarum oGpasom obbAC-

HAIOTCH Berpevarouptecss B § 6 (29) wacrabie ciyuan.
a-+b B

B § 9 mccrmemyrorcs kBagparypeble (opMynbl ¢ ysimamu a, b,

CHMMETPAYHBIMU OTHOCUTEILHO CEPEMHBI IPOMEXKYTKA | @, b | BHEIIHHMH y3/IaMH,
b—a

pACMOJIOYKEHHBIMH 110 apU(METHUECKOH NPOrpeccHd € PasHOCTHIO /i = 2

Veranapnuearorcss KpagpatypHas ¢opmyna (185) u ee ocTaTOUHBIM dIeH.
BayxHo TO, uyTo 3Ta (hopMysa moiiydeHa Ge3 OOBIYHOIO IPHUMEHEHMs WHTEpPIIOJIA-
nuonnoit (opmyner  Crupmunra. CpasHusas BbIpakaemele ¢opmysoit (187)
BepXHUE TPaHH p C BepXHMMM rpamsmu g |R’| B xBamparypuoii Qopmysie
Taycca OQMHAKOEOH TOYHOCTH NoJydaerca mma n=1, 2, 3, 4 tabimna (188).

Upcna B TIOCTETHEM CTOJIONE 3T0H TaGIHIBI BOZPACTAIOT C TPOMANHOH ObIC-
TPOTOH, UTO TIOKA3BIBAET, YTO KBAaIPATYPHBIM (POPMYJaM C BHYTPECHHHMH y3IIaMH
rayccoBa THTIA CHeyer OTAaTh IPEeANOYTEHHE M M0 CPABHEHHIO C KBaJparyp-
ppimu (popmysamu Buga (185).
Pv  Pe  Ps

3

B ¢opmyne (190) cpaBHEBAIOTCA OTHOIIECHHA — — MexIy Bepx-
Pe Pe Pg

HUMH TPaHAMH aGCOJIOTHONH BEJIMUMHBLI OCTATOYHEIX ulIeHOB B (opmynax (90),
(108), (185) m B dopmyne I'aycca. Yncna B 1mociegHem croydne MOKA3BIBAIOT
npeumymiecTBo Gopmyst (185) o cpasrenuro ¢ dopmymoii (90) u (108).

FORMULES DE QUADRATURE A NCEUDS EXTERIEURS
RESUME

Dans ce travail, I’auteur étudie des formules de quadrature a neeuds extérieurs,
en méme temps que leur reste.

Dans le § 1, on construit la formule de quadrature (12) au moyen de la fonc-
tion ¢ (x) qui coincide, dans les intervalles [Xn, Xn—1l,..., [*m—1, ¥m], avec les fonc-
tions @, (x),..., Pnymi1 (%), intégrales des équations différentielles (3) aux conditions a
la limite (6)—(11). On démontre que les fonctions P, (x),...,Pn(x), Prra(x),... ,Prymi1 (x)
sont des polynémes du degré effectif n-m—1, ce qui permet d’en déduire ensuite
que la fonction ¢(x) garde un signe constant dans I’intervalle (x,, x»). On obtient
ainsi la forme (29) du reste, dont on déduit une limite supérieure de sa valeur
absolue, p (Xp,..., Xn), donnée par la formule (32), ou I est tiré de la formule (30).

On donne, comme un exemple simple, la formule de quadrature (40), pour
laquelle ’une des limites supérieures de | R| est donnée par la formule (41). On
compare cette limite supérieure avec la limite supérieure @, donnée par la formule (46),
relative @ la formule de Simpson (45), ou bien avec la limite supérieure p’
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donnée par la formule (49), relative a la formule de quadrature (48) 4 nceuds inté-
rieurs. Les résultats de cette comparaison sont donnés par les formules (47) et (50),
qui montrent que les formules de quadratures A nceuds intérieurs considérées dans
ce travail sont préférables aux formules de quadratures a4 nceuds extérieurs.

Dans le § 2, on construit une autre formule de quadrature (53), toujours a
neeuds extérieurs, auxquels on ajoute toutefois les neeuds @ et b. La construction est
faite au moyen de la fonction ¢ (x) qui coincide avec les fonctions ¢, (x),..., @t m—_1(X)
dans les intervalles [xp—1, Xn—s],..., [Xm—2, Xm—1], intégrales des équations différen-
tielles (54) aux conditions & la limite (55). Tout comme dans le § 1, on montre que
la fonction @(x)a un signe constant dans lintervalle (x,_1, xm_1), ce qui permet
d’étudier le reste comme au § 1. On donne comme exemples les formules de qua-
dratures (68), (72), (73).

Dans le § 3, on construit la formule de quadrature (74) avec le nceud a et
des nceuds extérieurs a gauche de celui-ci et on démontre que le reste est de la
forme (78), la fonction ¢(x) gardant un signe constant dans l’intervalle (x,—1, b).

Dans le § 4, on présente une application importante, en établissant la formule
de quadrature (90) et son reste. On remarque que 1’on est arrivé a cette formule
sans avoir eu recours 4 la formule d’interpolation & gauche de Newton, ainsi qu’on
procéde d’ordinaire.

En comparant les limites supérieures p, de | R|, données par la formule (92),
avec les limites supérieures de | R’| ou |R"| des formules de quadrature de Gauss,
de la méme précision, on a pu, pour n = 1,2,..,, 10, dresser le tableau (97). Les
nombres de plus en plus grands de la derniére colonne de ce tableau, qui pour n=10
atteignent la valeur de 710 246 014 380, attirent I’attention sur la maniére d’utiliser
les formules de quadratures a nceuds extérieurs en progression arithmétique vers
la gauche et permettent de conclure qu’il est préférable d’employer des formules
de quadrature 3 nceuds intérieurs du type Gauss.

Dans le § 5, on présente une autre application importante, en établissant la
formule de quadrature (108) & nceeuds extérieurs symétriques par rapport a x, et
en progression arithmétique, ce qui permet d’obtenir, en outre, son reste. La for-
mule de quadrature a été établie sans avoir recours & la formule de quadrature de
Bessel, ce qui est le procédé ordinaire. En comparant les limites supérieures Py, de
| R|, données par la formule (109), avec les limites supérieures de | R’ | dans la formule
de quadrature de Gauss, de la méme précision, on a pu dresser, pour n = 1,2,3,4,5,
le tableau (110). Des nombres de la derniére colonne de ce tableau, qui, pour n=5
atteignent rapidement la valeur de 391 528 613, le désavantage des formules de qua-
dratures 4 nceuds extérieurs ressort clairement.

Si I’on compare le tableau (110) avec le tableau (97), on constate que les for-
mules de quadrature & nceuds extérieurs, symétriques par rapport au milieu de 1’in-
tervalle d’intégration, sont préférables aux formules de quadrature 4 nceuds exté-
rieurs a gauche.

Dans le § 6, on étudie sur un exemple I’influence des neeuds intérieurs sur la
forme de la courbe y = ¢(x). L’étude porte sur la formule de quadrature (113),
avec les neeuds, a, a-+-h qui sont les extrémités de I’intervalle d’intégration, avec
le neeud extérieur a--24 et avec le neeud intérieur a--A h. On étudie la forme de la
courbe y = ¢(x) dans le cas o A varie de 0 & 1 et on obtient la figure 15. On fait
;‘esgogtir les cas particuliers (116), (117), (118) dont I’explication est donnée dans
e .
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Dans le § 7, on construit la formule de quadrature (119) avec les nceuds exté-
rieurs Xxi,...,xn, a gauche de a, xj,...,xm & droite de b et avec les nceuds intérieurs
Xp,.--Xq considérés doubles. La formule (119), donnée par E. B. Christoffel [6],
constitue une généralisation de la formule de Gauss. Des travaux relatifs a
la généralisation de la formule de Gauss ont également ét¢ entrepris par T. Popo-
viciu [7], et D. D. Stancu a donné une généralisation de la formule de Chris-
toffel [&], [9].

Dans ce travail, I’auteur étudie la formule de quadrature (119) et d’autre for-
mules analogues, en tenant compte d’une application importante aux formules
de quadrature déduites en général de la formule d’interpolation de Stirling.

La formule de quadrature (119) est construite au moyen de la fonction ¢(x)
qui coincide tour A tour avec les fonctions ?,(x),..., Pntmrq+1 (x) dans les intervalles
[Xns Xn—tlyeres [Xm—1, Xm], intégrales des équations différentielles (120) aux condi-
tions & la limite (121)—(i24). On prouve que les nceuds x;,...,x, sont les racines réelles,
distinctes et comprises entre a et b du polyndme Q, (x) donné par la formule (140).
On démontre que le signe de la fonction ¢(x) est constant dans I'intervalle (xn, xm),
ce qui permet de mettre le reste sous la forme (151).

Dans le cas particulier olt p(x) = 1, ¢ = 1, et les neeuds extérieurs sont symé-

a-t+ b
2

et I’on aboutit a la formule (154). On donne, pour exemple, la formule (161).
Dans le § 8, on reprend le probléme étudié au § 7, en ajoutant les neeuds a,b,
ou un seul de ces neeuds a,b. On obtient ainsi les formules (169), (172), (175), (178).

Th

A titre d’exemple, on iudiqué les formules: (118), avec le nceud intérieur a 4 o

triques par rapport au milieu de ['intervalle (a,b), on démontre que x; =

5h = b
considéré double, (117), avec le nceud intérieur a +E?cons|dere double, (116),

S 3h S e e A .
avec le nceud intérieur a + — considéré double. Ainsi -s’expliquent les cas parti-
|

culiers rencontrés dans le § 6 (n° 29).
a+b

Dans le § 9, on étudie les formules de quadrature avec les nceuds a.b,

et des nceuds extérieurs symétriques par rapport au milieu de I'intervalle (a,b) en

' ; o ; : b—a
progression arithmétique a la raison i = i

On établit la formule de quadrature (185) et son reste. 1l faut remarquer qu’on
est arrivé A cette formule sans avoir eu recours a la formule d’interpolation de
Stirling, ainsi qu’on le fait d’ordinaire, En comparant les limites supérieures p,
données par la formule (187), avec les limites supérieures de | R’ | de la formule de
quadrature de Gauss, de la méme précision, on a pu dresser, pour n = 1,2,3,4, le
tableau (188).

Les nombres de la derniére colonne de ce tableau montent vertigineusement,
en indiquant ainsi que les formules de quadrature a neeuds intéricurs du type Gauss
sont préférables, méme aux formules de quadrature de la forme (185).

i L a




134 D. V. IONESCU 90

: : Py P : o
Dans le tableau (190), on a comparé les quotients _N, = : Eirelatlfs, aux limi-

Pe Be | Re
tes supérieures de la valeur absolue des restes des formules (90), (108), (185) et de la
formule de Gauss. Les nombres de la derniére colonne montrent que la formule
de quadrature (185) est de beaucoup préférable aux formules (90) et (108).
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