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REZOLVAREA UNEI PROBLEME LA LIMITA
PENTRU ECUATIA BIARMONICA

DE

CAROL KALIK

Comunicare prezentatd in sedinta de comunicdari a Institutului de calcul al Academiei R.P.R.,
Filiala Cluj, din noiembrie 1958

1. fncepind din anul 1948 a apirut o serie de lucrdri ale lui G. Fichera,
precum si ale altor matematicieni, in care se demonstreaza completitatea unor mul-
timi de functii respectiv vectori, alese in asa fel incit cu ajutorul lor sd putem con-
strui solutia anumitor probleme la limitd (vezi de exemplu lucrarea [1] sau [2]).
Urmind calea acestor lucriri, ne vom ocupa de rezolvarea unei probleme la limita
legatd de ecuatia biarmonica.

Fie Q un domeniu arbitrar, mirginit de curba I'. Vom presupune ca I" poate
fi impértit intr-un numir finit de portiuni, in asa fel ca fiecare dintre acestea si se
poati reprezenta in coordonate locale cu ajutorul unei functii y=¢(x), unde ¢(x)
este continud si derivata ei satisface conditiei lui Lipschitz. De asemenea presupunem
pozitivd raza de curburd p, a lui I". Studiem urmitoarea problemd la limitd: si
se determine functia u (x,y) in domeniul Q in asa fel ca ea si satisfacd conditiilor

4 4 4
Aty=T By 0 00 (TR g o
ox* axrayr oyt
u=f,@)pel, 2)
1—c du ’
— Au+ o g=f2(S)P3P, 29

unde f,(s) si f5(s) sint functii date, de patrat integrabile pe I', 0<<o<C1 fiind constanta
Ini Poisson, iar v este normala interioard la T'.
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Vom rezuma pe scurt ideia urmati in rezolvarea acestei probleme. Si notim
cu {;} un sir de functii biarmonice. Pe baza formulei Iui Green avem

A ; _ :
(Q-—”fz)i— Ay e, + éLMA'ZJL-—ua—A—v‘ do =0, (i=1,2,.)
av dv v av
de unde, tinind seama de (2) si (2’), obtinem sistemul de ecuatii integrale relativ
la vectorul necunoscut [@[, — % ;
av av
o 220
Jlov p v v
. A,
:S(j;ai"wﬁ‘”*)da:ci, ik @)
) av av
I :

Acest sistem de ccuatii integrale este numit sistem Riesz-Fischer. Construind in
asa fel sirul de functii biarmonice {,} ca sirul de vectori

{v;}) = { — Av,+ . _G%,vi} Sii=13..)

Po Ov

sa fie ortogonal si complet pe I' in sensul lui Hilbert, din sistemul (3) obtinem

aV = pO Bv

Aceste serii converg in medie patratici pe I'. Considerind si conditiile la limita (2)
OA

av
scrie solutia problemei la limita formulati, avind in vedere formula bine cunoscuts :

AU+ Ay aus, ai! U) do,

v av av av

’ . b b . ;
si (2'), cunoastem pe I" cele patru functii u, o Ausi cu ajutorul cdrora putem
v

u(P) —LS(H EiA_U b
L,
i
unde U=r In r este solufia fundamentald a ecuatiei biarmonice.

Mentionam ci aceastd metoda, ideia cireia a fost elaborati de M. Picon e,
reprezintd un deosebit interes din punct de vedere practic, avind avantaje fati de
majoritatea metodelor de rezolvare aproximativd a problemelor la limiti. Anume,
pentru calcularea solutiilor aproximative avem de calculat valoarea integralelor
pe frontierd I' si nu pe Q. In afard de aceasta, functiile @y, care intervin in calcule,
sint polinoame armonice $i biarmonice, respectiv combinatiile lor, ceea ce de ase-

menea usureazd calculul.

ou; 0Av,
=

Oy v

w0
1) Conditia Z‘ C? < o se indeplineste, vectorii

]ﬁ'md de patrat integrabile.
i—1
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La punctul 5 al lucririi vom construi sirul {o;} in asa fel ca ele si satisfacd con-

ditiilor de mai sus. 0 ‘ _
2. Pistrind notatiile, precum si conditiile asupra lui I', din punctul precedent,

vom formula doud teoreme care sint consecinte imediate ale rezultatelor lui

G. Fichera [I]. | :
Teorema 1. Dacd ¢, (Q)€ L(I") si ¢, (Q)€ L(T"?, atunci functia

o (P) = Scpl(Q) U, Q)dc+§<pg(g)1nr(P, 0) do
T T

existd aproape pentru fiecare PET si este sumabild pe T'.
Aproape pentru fiecare MEL" avem

h‘mw(P)—S 0.(0) UM, 0) do + S%(Q)IBF(M, 0) do
r

T
5i
dlnr(M, Q0
lim dv (P) = + mo, (M) + gcpl(Q)B/U—(M’—Q)dG i S% (Q)_l'l_;(_Q_)dG 3)
Y - 0V g Vo

cind P — M pe normala la T in punctul M, iar limitele sint funciii ,s_’umabi{e pe T
Teorema 2. Dacd o (Q)€ L(T") si @,(Q)€ L (L"), atunci functia
avu(pP, dlnr (P, Q)
w(P) =\ (Q)--Lg)ﬂ’G 0 gth(Q)‘ do
‘ 3\!@ L GVQ
T r
existii aproape pentru fiecare PET si este sumabild pe L.
Aproape pentru fiecare M €T avem
au (M, Q) dlnr(M,Q) , 4
timw () = F s () + {0 @ 2202 1 (0,020 s
: Q . Q
ir r

cind P— M pe normala la T' fn punctul M si ﬁmcﬁa‘ la h'mr.'fﬁ este sumabild pe T'.
Observiam ci limitele din aceste doud teoreme existd dacd punctul M este punct

Lebesgue al functiilor ¢, (Q) si @, (Q). . ] ’ Ny
3. Introducem multimea functiilor {#} definite pe domeniul  in felul urmétor

o functie u apartine multimii {u}, dacid existd doud functii ¢;(Q) € Lp (I st
05 (Q) € Ly (') in asa fel ca
) =\n@ue 0d+{a@n e o6
T T
Multimea este caracterizati prin

2) Tn general notim cu L (D) multimea functiilor reale sumabile pe domeniul D, iarcu Ly (D)

multimea functiilor reale de patrat integrabile pe D. Lo ; - . &
" 3) Consiéerﬁm semnul - cind punctul P se afid in interiorul domerialui €} §i semnul

cind P se afli in exteriorul domeniului €. d
1) Limitele sint considerate cind P—M pe normala la curbal' in punctul M, ceea ce vom

subinfelege si in viitor fari ca si menfiondm special.
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Teorema 3. Dacd u€f{u}, atunci
a) aproape pentru fiecare M €T au loc egalitditile
lim u (P) = p, (M),
. Ou (P
]lm -—(_) =110 (M)’

Var

lim Ay (P) = p, (M),

. OAq(P
hmT'()ZSQ(M),

Vﬂi

b) pentru fiecare P € Q avem

AT (P,
87 u (P) = g[p«l(Q)—ag—Qﬁ 300} A0y 4 i, (020 C)
f Q aVQ
4
—3,(0) U(P, Q)J o .

. c) pentru fiecare P'€ CQ (CQ — ] 7
a lui Q relativd la planul intreg) avem : ( pag sl

IAT (P, ,
0= S[m @22V 5 oy av i, gy 4 ) it
T du (%)

VQ 5
— 5(Q U, Q)J =

Invers, dacd I) 5i i
i t1s 1, o, 85 € Lo(T") si dacd aceste functii satisfac conditia ¢, atunci
o £l 2 "

¥

Junctia w (P) din formula (4) apartine multimii {u}.
Demonstratie. Fie u €{u}. Pe baza tecoremelor 1 s 2 avem

iy (M) — Scpl (Q) U (M, Q)do + S 02 (0) In r (M, 0) dbo,
T T

8, (M) = TPy (M) + S(F’l (Q)?M do - Scp,, (Q)(Mdc
T "m % : Yo :

by (M) — 4 Scpl(Qnm(M, 0)ds + 3 §<,al (0) do,

T T

-83 (M) = 4x P (M)+ 4 K 1 (Q)QIHIT(MZ—Q) do.
P Yo

REZOLVAREA UNEI PROBLEME LA LIMITA 139

]

Se observa ca aceste functii sint de patrat integrabile. Inlocuind aceste expresii in
partea a doua a egalititii (4), pe care o notam cu /, obfinem -

2u(M,
e R@I(Q)dog [U(M,Q) GAUP.M) _ SUM.Q) ppyp, 1)+
‘ . v OV

B I

Lamrong BEM) 2y A4 U(P,M)] do -+

8\’,\[ av}\d

AUEM) MAU(P,M)} do +

BVB4 avﬂd

- S@Z(Q)dcg [ Inr (M,0)

T IR

+ 38 AU M) o g o, (Q)do — 4 nScpl(Q)U(P,Q)dG - s o Q)AU(P,Q)do .

av
M
d T T

Pe de altd parte, fie Q' un punct pe normala exterioard la I' in punctul Q.
U(P, Q') este o functic biarmonici regulard cind P apartine lui €, deci

OAU(P,M) _ 0U (M,Q") pryip pry+

Var OVyr

8 xU(P,0") = R[U'(M,Q’)

I

JU(P,M) oAU(M,Q") U (P,M) ]dg_

avﬂf

-+ AUWM, Q")

Ve

Trecind la limitd cind Q' — O, obtinem

S[U(M’ o) PAUEM) UM, ©) Ay (p pgy 4+ alnr (b1, 0) LM
' Wy 2y .
T

au (P, M) i

_ 4 8lr(M, Q) U(P,M)] ds =127 U(P, Q)JS
= BVAJ

dvﬂf
fn mod analog avem

oAU (P, M) " 31111‘(M:Q) AU (P,M)}d6=87'¢1n1‘(P,Q)+WAU(P:Q)‘

OV ANVpr

S [In r (M, 0)

Introducem aceste rezultate in expresia lui I, de unde
I=8nu(P)

ceea ce inseamnd ci conditia (4) este satisfacutd. La fel se verificd si egalitatea (5);
punctul Q’', care intervine aici in calculele ajutitoare, trebuie si fie pe normala

interioard la T' in punctul Q.
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Trecem la demonstratia afirmatiei i '
. Treces t {itel inverse. Fie 3 i
sideram sistemul de ecuatii integrale de tip Fredholill,' R S

1 ; ) :
4__‘_;82 (M) =, (M) + 15@1 (Q)Mda

TTF Vg
Ls (M) = e (A -2 au (M, Q) Al alnr (M ©)
i P2 (M) + _5@1(Q)_ﬁdo + *\@Z(Q)Mdc i

L Ny T Var ]

T
r
Vom arita ci i i i i
ta ca acest sistem are o solutie [¢;, @], si cu ajutorul ei functia u (P) poate

fi reprezentati cu formula (3).
Paralel cu (6) si considerim sistemul omogen

A dlnr (M,
P (M) = — —Sc,ol(QJ ot O)e

w Mg

r

A au (M, : (6°)
¢y (M) = — 7&@1 (Q)_(—@dcr — ASCPO (Q)Mdﬁ

T . Vay e | vy ¢

T i
Pentru A=1 sistemul (6') are ca vector i '
. : i s propriu numai pe [0, o], i i

funclie propri a primei ecuafiidin sistemul (6) pentru -1 Despy acbasth ultmmg
alirmafie ne putem convinge in felul urmitor: observim ci .-

lim dlnr(M, Q) __ curbura in M
Ny 2

d1nr (M, Q)
‘ OVpy
proprie a ecuafiei satisface’ conditia lui Lipschitz [3].

Sa presupunem acum ci pri ; : !
——— prima ecuatie a siste £t 5 o i
liniar independente g, (M) si 2,(M). Fie mului (6") are doud functii proprii

cind Q — M, ceea ce inseamni ci
mndca inua ' i ori i
; este continud pe I', deci orice functie

v (P)— ﬂ[cl. £(0)+ Cog, ()] Inr (P,0) do.

r

b e on SHE(P)
D: Z X0, avem ¥ (P r = C
at fiinded lim i, 0, ave (P)= Cpe Q4 I'. Alegem constantele f
i Cy in asa fel ca si avem ¥V (P)==0. Dar

“(gradV)?df:S VQI—/dGzO
21 &y v

cn T
deci V(P)=0 in tot planul. Si in sfirsit fie Pe Q si P'eCcQ atunci
J {3.’/(1':) a7 (P')
[imilEssmess—tare

Vg vy,

lzz 7 [Cyg, (M) + Cy (M)] — O,

7 REZOLVAREA UNEI PROBLEME LA LIMITA 141

ceea ce este in contradictie cu ipoteza cd functiile g,(M) si gy(M) sint liniar indepen-
dente. Trecem acum la verificarea primei afirmatii. Fie [{;, 5] un vector propriu
oarecare al sistemului (6") cind A—=1. Este usor de vazut ci $;=0 §i ¢y=cqp,. In-
tr-adevir, pe baza celor de mai sus {;=cp, si atunci

Pa (M): —LS(PO (Q)Mdﬁ A= lg‘Pg (Q) dl]’l!'P(M, Q) ds.
TE EJvM T, 0

I ig

Var

Aceastd ecuatie are solutie numai dacd termenul liber este ortogonal pe functia
proprie unicd a ecuatiei omogene conjugate, care in cazul de fatd este constanta.
Deci trebuie si se indeplineascid egalitatea

K dz {an(0 0P =0

T Ym
TR

sau

ke

= —"SS drs%( 0)AU(P, )do = 0.
cQ ’

)

De aici urmeazi ¢ =0, fiindci S @, (Q) AU (P, Q) do = constanta =0. Ca urmare
in

=0 si, = co,. Pe baza teoremelor lui Fredholm putem afirma ci sistemul con-
jugat al lui (6") are de asemenea un singur vector propriu, cind A=1. Imediat se ob-
servd ci [1,0] este acest vector. Deci conditia necesard si suficientd pentru ca

sistemul (6) si aibd solutie este ca

SBZ(Q)dc—o
r

iar solutia generald este
0, (M) =} (M) ; 9, (M) =0, (M) + co (M),
unde [p;, ¢,] reprezinti o solutie particulard a sistemului (6).
Vom ardta ci
«r) =0 (@ U ¢, @ do +\ 0@ (2.0 do.
T ' r
Intr-adevir, fie P, un punct arbitrar din domeniul Q. Definim constanta ¢ din
conditia

AP gcpl () U (Py,Q) do + Rrpz (@) Inr (Po, O) do.

T r
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Notam

o (P)=u(P)— gcpl (QU(P, Q)ds — Sc,ca2 (O)Inr (P, Q) do.
T T
Este evident ci o (P)€ {u} si Jima—?)(—P) = IiméiAL(m
vy, 9y,

= v (M) silim A y, (P) = v, (M). Folosind egalitatea (5) avem
AU (P.Q) g

S[vl oy 2UE.0) vz(Q)a_U(i’,_Q)J e
P GVQ E?VQ

Dar aplicind operatorul A la aceasts egalitate obtinem

dlnr(P'O) .
SVZ(Q)M do = 0.
h av
= 0

Trecind la limitd cind P’ — M pe normala in punctﬁl M avem

4“5002‘4§H@ﬁm%9@@dr—&ﬂ@ﬂUMMﬂ@

v
Q J av 0

respectiv

Ty (M) = — g“z(Q)wdc.

i an

Facind abstractie de un fact i
; tie or constant acest sistem coincide cu si j
al lui (6). Deci singura solutie este [c,0]. Aplicind formula 4) gésslislltfmul e

v (P) = igmda: f'_ga]ﬂ"(P,Q)

Sﬂf d\lo 2T 6‘10

do =c, (PEQ)).

r

Dar v (Py) =0 deci v (P)=0, ceea ce demonstreazd afirmatia noastra,
Lema 1. Daci u€{u} atunci

S 3, (@) ds = 0.

E

Demonstratie. Aplicim operatorul A egalititii (5):

dAU(P
S[HE(Q) jav(—’g)— 5 (@) AU (P Q)}dczo.
& Q

b
) In lema 1, care urmeazi, vom demonstra ci aceast

functie a mulfimii {u}. i egalitate este indeplinitd pentru orice

=0. Notimlimo (P)=
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Integram pe un cerc arbitrar C, de razd R, care contine domeniul  in interiorul siu

Sw@»wsﬁ“”iﬁﬂm-ﬂsﬂ@mﬂauuagyh—a
. f !

aVQ
r Cr Cr

Dars AU(P', Q)ds = S [4Inr (P’, Q) + 3] do = constanta pe I, fiindcd

Cr Cr
AU(P',0) |

BVQ

g Inr (P',Q) do = c in interiorul cercului. Ds aici urmeaza si S 0

b Ch

prin urmareS 3, (Q)ds = 0.

r
4. Vom demonstra unicitatea solutiei problemei la limita propuse la punctul 2,

relativ la elementele multimii {u}.
Introducem functionala

mmﬂm@—wm¢+wcﬂﬁm )

K r
definitd pe elementele multimii {u}. F(u) este o functionald pozitivd, ceea ce este
evident dacd in prealabil observim ci

S (g 8y — Uy 8y) do = gS (Au)ds.

r ‘0
Dar aceastd ultima egalitate se poate verifica inlocuind in membrul intii expresiile
functiilor p;, 8;, Vs, 8y si efectuind calcule simple urmind calea demonstratiei

teoremei 3.
Teorema 4. Dacd u€{u} si

u=0pel
1—oa du :
=N —=0pe '
Po av

atunci u=0 in L. 7 ,
Demonstratie. Bvident F(u)=0, de unde urmeaza

SS(AH)ﬂdT_o si \l(@)uda—o.
- Jlav
Q 13

: . . du ; ¥ . on .
Deci Au=0 in € si = = 0 pe I'. Aceasta inseamnd ci u este solutia problemei lui
v

.. Ou i . gt s ;
Neumann cu conditia — = 0 pe frontierd ; deci u=c in £2, si fiindcd condifia teoremei

impune ca u=0 pe I', urmeaza uv=0.
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5 Fi i { a
le Pp,o) si O(p',9") doua puncte in plan. Este bine cunoscuti formula

13

ID"(P: Q):lﬂ p'— Z'-_.é'_’; cos ??(@ﬁcpl)-

1
. n=1 H
Cu ajutorul ei obtinem

2 o — ! (2 ' ’
EIR G0 gt (B Zoploan ik ol — g oy - R 1S RS
n=1 f?(n+]) P'"‘

cos ny 4

1 pn

n=2 fT(”i'“ 1) p"“z

_{_

cosny,

unde y=¢—o’ d i a
Y=¢—¢". Dacd introducem urmitoarele notatij

G =—p RO . 1 n [cos no
sing VET i (n=23,.)
Y n(n—1)" |sinn g Keals
Po=¢p"; Bt M!cos no
n(n+-1) sin no =127,
r—p [cOs np’
Tn =P { . gor (n = 0,1,_")
Sin ne ’
Sn — p’n_z {COS ntp’ (n iy
Siﬂ HCP, i 5---).

Cu ajutorul lor putem scrie

rilnr=8,Inp" + o'~ In 2 ¢ \ S
P+ 208 Inp’ + B o
nY oy, Op.
Pent HZ:(') n o rg M
fu a usura caleulele ce urmeazi, introducem notari prescurtate

P = 11(0) = 8,0) + 13(0) ~ 5,(0); 60) =27 | £y 17
iar v av
0Av
Pu). G(v) = p, — — v
Hq an 81 Ay -+ HEBTQ +827).

Inlocuind in formula G)U=rinr

prescurtate, egalitatea (5) se poate Scriep In sirul ei de mai sus si folosind notatiile

Inp’ . ) %
g SP(L:) G (By)do + 28, In KP(U)G(ocl)dc—f—Z ; gp(u).g(ﬁn)dwr

r T n=o
r

ot n%:: 3 SP(H) G (o) do = 0, ®)
-

—

———
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care este valabila pentru fiecare punct exterior fa{d de un cerc care contine in inte-
riorul siu pe . Fie Cr un asemenea cerc fixat. Dat fiindcd pe Cg sirul de
functii I, sin @', cos @', sin 2¢’, cos 2 @’,... este complet, din egalitatea (8) urmeaza

gP (1) G (Bg)ds + InR \.P () G (£y) do = 0.

T T
2R InR RP(H) G () do + RP (u) G (B ds + R RP(H) G () do =0
T i r
SP () G (Pr)ds + R- RP () G (ap) ds =0 (=2 3 )
r 1

Dar acest sistem este valabil si pentru orice R;>R, de unde rezultd

RP(M)G(DE,;,) do =0, =125 3
i
SP (1) G (Pr) ds =0, =051
r
sau notind cu {@,) sirul {«.} U{fa}:
RP(H) G(n)do=0, (r=12,...). (9)

=

Din cele de mai sus rezultd ci sistemul (9) reprezintd conditia necesard pentru

ca u€{u}. Relatia (9) reprezinta totodatd si conditia suficientd. Intr-adevdr, fie
B1s 81, U, O3 € Ly(T'); functia

W (P") s & [P’l (Q) w

dv
r

— 3, (Q)AU (P', 0) + 12(Q) ‘5’%2) =

Q Q
— %(Q U(P, Q)] %,

este biarmonicd in CQ. Tnsi din (9) urmeazd w(P)=0 in exteriorul cercului Cr
ceeace inseamnd cd w(P)=0 si in CLQ.

Rezultatul final este formulat in teorema urmatoare:
i - f 1l—oc i Vi
Teorema 5. Sirul de vectori {{;} = IT),; — A 9w+ —— — este complet

i P av
in sensul lui Hilbert pe T,
Demonstratie. Fie ¢ un vector ortogonal pe toate elementele sirului {J,}. Com-
ponentele vectorului ¢ le vom nota in felul urmétor: ¢ = [~ 8,, &;]. Conditia de
ortogonalitate este

W— 8o B Mg 28,0 g =0, (=T,
wills f ov

10 — ¢, 79
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Dacid considerim M=0 §i p,=

—

atunci egalitatile preced inci
. i egalitatile precedente coincid

cu (9), deci

. l | —0o il
”(P):—ﬁ” S(Q)Lm
Srrl,‘ gy v, —% QAU 0) - 3, U(P, QJ] do € {u}.
Avem
fmu(P)=0,  limAuP)=1"9% ) 2B _ 5
0 - aVM Gl 1("{)
si lim M: 8, (M : :
MVar 2 (M), toate considerate cind P—MET" pe normala
Observind ci |
lim [ﬁAu_lrg u J: - ]LES LT
) Po vy e 9=0
si 0 Po
lim y =
pe baza teoremei de unicitate urmeazs =0, deci L, e Bl Ay
vy e av =%=0

pe I' ceea ce inseamni =0

Institutul de caleul
al Academiei R.P.R., Filiala Cluj

PEIIEHHE OIHOH IIPEIEJIFHOIT SADAYM 1T
BHUTAPMOHWYECKOIO YPABHEHUSA

KPATKOE CONEPXKAHHE

% O6ozraunn yepes Q IUICCKYI0 06J1acTs, or
PEAlIONAraem, uTo pajuyc KpHBHIHLI P -
byexnueti u yro I ABIACTCA Aocrar :
- ‘ - i

B namnoit paGore AOKAa3bIBaeTCH,

‘paHIIlE?HH)"IO SaMKHYTCH xpuBoi [
kpuBoi I apismerc -

J CA TIOJIOXKHUTEIRHOL]
OYHO I'JTagKeil. =

T
ITO HOCHG,LIOBHTG.’IBHOCTB BGI{TOD-quHKHHﬁ

{‘Ul', == A'Z)Ij —F— _I;O; fﬂ’

Po cv
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13

geIsgeTcAa momHoif B cpegmem mo  kpusoil I 3pecs

{'Un} = {’3'-?'} U{i?"i}

cos ng' n

1 P ]
- COS(P‘U_”: n | COS 1P =23,.); Yu=17p —n{ : ) =0,1,...)
sin @ nm— 1) |sin no sin #gp
1 : s , cos ng'
By Py By e = .o'fH{C,‘JS " (=1,2,...); 8n = p”{ SRR 1.0,
rnin-+1) sin 7 sin neg
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- LA SOLUTION D’UN PROBLEME
AUX LIMITES POUR L’EQUATION BIHARMONIQUE

RESUME

Soit £ un domaine borné par la courbe I'. On suppose que la courbe I' admet
le rayon de courbure p, positif et, en outre, que cette courbe est suffisamment

lisse.
Dans ce travail, on démontre que la succession des vecteurs
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