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1. Aceasti lucrare este continuarea a doud lucrdri anterioare [11 si [2]. In
lucrarea [1] am dat o generalizare a teoremei contractiei a lui Koebe relativa la deli-
mitarea modulului unei functii w=/f()=2z+ a;32* + ... din clasa § (adica
olomorfd si univalentd in cercul unitate si normatd cu conditia @ =1),
atunci cind |z| =r < 1. Generalizarea constd fin inlocuirea cercului |z|=r
printr-o curbd inchisd Jordan de ecuatic polard p=p(0) (0 < 0« 2x), situata
in cercul unitate si continind originea in interior (sau pe curbd [2]). Rezultatul,
pe scurt, este urmitorul :

S considerim in planul w curba Iy a cirei razd vectoare Ry si unghi polar y
sint date parametric sub forma

pli+e*+2N]
1__. ry 1+ o3IV
Rl_l_p—gl—_]rfp)hﬂ 0% ’ 1)
s P
’ 2 1_
ST ol R e @

_ 22+ (1 + BN 1+ep
fn mod analog considerim curba I'y de ecuatii

p[1+p*—2N]
— p\Ze—(+pHN .
R, — P (1 p)p (LHEry, 3)
[—p2\1 +p
7 i 2 &
y=0 prllr—gdo oy T, @)

(i N L+
unde

j- b TR
p=p®, p :&_EP)’ N =Jp® + o".
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Fie A;, respectiv A, componenta in planul w (care contine originea) a
complementului curbei I',, respectiv I,, Si notim cu Al (0) cel mai mare
domeniu stelar in raport cu originea continut in A; si cu A3 (0) cel mai mic
domeniu stelar in raport cu originea, care confine pe A,

Atunci putem afirma ci A{ (0) este cel mai mare domeniu ce este acoperit de
orice imagine D a domeniului d mdrginit de curba p=p(0) prin functii din clasa S,
iar A3 (0) este cel mai mic domeniu ce acoperd orice imagine D.

In lucrarea [2] am dat o aplicatie a acestei teoreme in cazul cind

T

=cos® [—F <o ™).
p ] ( e ézJ

2. Ne propunem acum si studiem citeva proprietafi generale ale curbelor I,
si Iy, Vom ariita mai intii ci intre R (care poate fi sau R, sau Ry), ¥, e si 0 exista
o relatie foarte simpld. Pentru aceasta si eliminim pe p’ intre ecuatiile (1) si (2),
pe care le mai putem scrie sub forma

BN - _f
Mloguzlogu,
22+ (1+e)N "1+4op 0

p'(1—p?) g

log— - =
26 +(+ AN "1 4+p

Impirtind aceste doua ecuafii membru cu membru, obtinem relatia

cpdised o 1

T T Ry

B— .

unde

1 e AD
fop Tl =)

6 —v 0

o =

De aici deducem

=200l —8 (L 1o}

. 5
T )
Ridicind ambii membrii la patrat, obtinem ecuatia de gradul doi in o'
[oo (1 — 0% — 460" — 2ap (1 — g% " 4 p" (1 — p2)2 = 0. (6)
Pe de alta parte, din (2), tinind seami de (5), obtinem relatia
2pp’ I
TR s e e e S 3
xlltplp—e(l—p8) 8
unde
l—e
B === [Ocr —_— .
O—y "1+p
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De aici obtinem
i P (i. e Pz) i (7)

© T a(l + oY) —280
Tnlocuind pe o' dat de (7) in (6), obtinem relafia
(1 — 97 — 4t — 20 (1 + ) [ (1 + 09 — 280 + [ (1 + ¢7) — 2B 6" =0,

de unde, ficind calculele, obtinem
B2 —a?=1.

Deoarece
1 P

= log :

O—v "R (l+p)?

17 o Ball= p)°

0 .
0— P

rezultd cd relatia cdutati este
1—p) _
log £ lo Ry ( °) =(0—-")2.
Ry (1 + p)? P

- s s e ci
Eliminind pe p’ intre (3) si (4), obtinem si in acest caz exact aCECE-1$ll ;ieiape, asa
in definitiv putem scrie cd intre R, v, p §1 0 existi intotdeauna relatia

__ P log RU—p) — (B =% (8)

3. Sa notam
£ =log R.

; e :
Putem privi atunci relatia (8) ca o ecuatie de gradul doi in &, care se scrie

P = p p +(B_ )2: %
£+ 1 log Y :
e gL T el TR

g2 —2log

) ;. X Al
Celor doud solutii &, si &, ale acestei ecuatii le vor corespunde cele doud valeri
lui R. Aceste solutii sint

E,o=1o P+ lo g Z—log 2 - log P 5
o]0 o gl*pgﬁ gl——pz (1+P)2 (I—P)

Dacd notim

0=y
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se verificd imediat ci

Elﬁlogl ﬁ]/m
b=l 4 5"y,

de unde, deoarece By, obtincm

R, — e
R , ©)
R —_P  VE—(@p—p
2 J,__pzf . (10)
4. In vederea studi ; :
Ty udierii graficului curbelor I'y'si Iy, vom calcula derivatele
dy # dy Y

Din formula (1) obtinem printr-o derivare logaritmici in raport cu 6

1 dR, p_’+2pp'_2' .p[l+p +2N]
Ry db g ' 1—g I—p2 2%+ (1 + )N
40 (=0 (1—p (p"— pp”") + 202 N W PR )
N [20% + (1 + p2) N2 I'+op P[?Pz < (1. %) ]

+P'(I—Pi)_(l—pz)(p’a‘pp”)+29’21\f I—p

N [26% + (1 + o2) N T2 o
Deci e ) A Forep
dR _ o' (i—p)N _ ‘
49 o[+ (14 eN] 1 .
unde |
g—11F [(I; 92)’(9’2—9 PLYe 208 ] - e
*+ )20+ (1 +e) N o1+, (12) '
Din formula (2), derivind in raport cu 0, obtinem 1
CLY: 1 70’2 a7 '
49 2+ (1L+) N |
[P”(l*Pz)—QPP'iJ[?PQ'F(I4'92)]\’]_9'(1—pz)[dfpp’-ln?p p'N+wJ , "{
= N
[2¢° + (1 + %) N2 X
=
- ]ogI_IP: ;VE-I +P2+3N] pLL+p%+2N][(1 —p%) (o' — ee'")+2p"2N], 1
P p? (1 +p2)N N[2p2+(1 +p2) NJ? Ogl—i—p |
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e

Deci
2
d_'_Y:[l—i-P +2N]NU. (13)
40 - 2¢A 4+ (1 & ¢*)N
impartind relatiile (11) si (13) membru cu membru, obtinem in definitiv
) P+ e+ 2N]
fﬁa}: P’ (1 il p2) R == g (1 o P)EP + 1+ PE)N (]4)
dy pe[l4+¢+2N]  1+p*+2NU+p

Se vede imediat cédel are acelasi semn cu p’ §i se anuleaza o datd cu e'. Re-
dy
zultd deci urmitoarea
Teoremdi. R, are valori extreme pentru acele valori ale lui O pentru care
o(0) este extrem.
in mod analog obtinem relatiile

dRy,_ ' (1—f)N
d ot — (U +eHN
dy__[1+¢*—2N]N ,
dB 22— (L+p)N
unde :
e PIE =P (S =gl 28 Wl L=p,
(e + '3 [262 — (1 + ¢®) V] 14 ¢
Deci

’ = ” pll+ p*—2N]
L 1 S ) N R (149)%2(”@2“\,' (15)
dy el 4 p*-—2N) 1+ ¢ —2N\i+p

Teorema enuntati mai sus pentru R, este valabild si pentru R,, numai daci expresia

1+p —2N péstreazd un semn constant pentru orice 0.
Sid observim acum cii dacd functia p verificd mcgqhtateq diferentiald U>>0,

atunci curba T, este stelard in raport cu originea. Intr-adevar, in acest caz din (13)
rezultd cd ungh]ul polar vy variazi monoton cu 0. Atunci R; va creste sau descreste
o data cu p(0).

Dacid U < 0 curba I'; de asemenea este stelard, insd R; creste cind p descreste
si invers.

Putem deci enunta urmatoarca

Teoremdi. Dacd functia p(0) este astfel ca expresia U datd de (12) sd pds-
treze un semn constant, atunci curba Ty este stelard in raport cu originea w=0.
Pe de altid parte, se verifici ugor c¢d avem intotdeauna

20" — (1 + % N <0.
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Deoarece atit 14-p2—2N cit si V pot schimba de semn, rolul lui U de mai
inainte il va juca produsul [1+ p*—2N]V. Deci daci acest produs va pdstra un semn
constant, curba I’y va fi stelard in raport cu originea w = (.

5. Formulele (1), (2) si (3), (4) sint valabile §i dacd curba p = p(0) trece
prin origine. In acest caz stelaritatea se va considera tot in raport cu originea w=0,
care acum este pe curba I' (I'; sau T',). Din cauza conditiei de normare a clasei S,
orice directie interioard domeniului d va f interioard si domeniilor A¥ (0)
sau A¥ (0).

S4 mai precizim inci urmitorul lucru. Functia p(0) a fost presupusa uniforma
i netedd (adici continui impreuna cu prima sa derivatd). Aceastd ipotezd este
necesard pentru ca functiile care dau pe R si vy sd fie continue. insi din punct
de vedere geometric, problema extremali pe care ne-am pus-o initial [1], are sens
si in cazul cind curba p = p(0) prezinti puncte singulare (unghiulare). In acest
caz derivata p’ va avea puncte de discontinuitate de prima spetd. Fie = 6, un
astfel de punct si fie €] si @, limitele de la dreapta, respectiv de la stinga, ale
acestei derivate. In vecinitatea Iui 0, putem aproxima pe o(0) cu un arc de curbi
care se racordeazd cu curba p(6). Fie {r,(0)} o familie de astfel de arce care pentru
n—30 sd tindd citre punctul unghiular considerat al curbej. Inseamni ci si anumite
portiuni ale curbei I' (adicd sau T, sau I;) vor fi aproximate de curbe ce corespund
arcelor r,. Dar pentru un » destul de mare 1 (0) variaza foarte putin pe cind rn (0)
variazi foarte mult. De aici, printr-un proces de trecere la limitd, rezultd cd por-
tiunea de curbi I' corespunzitoare Tui § — 0 se obtine daci vom considera in for-
mulele (1), (2) sau (3), (4) pe 0 si p ficsi (0, respectiv p, = p(6,)) $i vom varia pe p’.

n definitiv ecuatia acestei portiuni va fi dati de (9), respectiv de (10), unde 0 — B,
iar y variazi intre v, si v,, care sint limitele de Ia stinga si respectiv de la dreapta ale
functiei y = y(0) (din (2) sau (4)) cind 6—0,.

6. Vom da acum o aplicatie simpld a rezultatelor anterioare in cazul cind
curba p = p(6) trece prin origine §i are un punct unghiular,

Pentru aceasta si considerim ecuatia diferentiali

1+p2—2N=0
care, trecind pe 2N in membrul drept st ridicind la patrat, devine
(15 9% =Al(gh - p'%)
de unde obtinem imediat ecuatiile diferentiale
20" =1 —p)=0 (16)
Si .
29" il — gy =0, (17)
Integrala ecuatiei (16) care satisface la conditia p(0) = 0 este
6 e —1

2 Ot

p=rp, = th

T 5
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iar integrala ecuatiei (17) care satisface la conditia p(w) =0 este

i spi i i . i : rnesc
Aceste douid integrale reprezintd doud spirale situate in CCIC!:ll liltltat;-:ze,ré:llg [27 iy
din origine, sint simetrice in raport cu axa Oy si tind asimptotic citre :

Sa considerdam atunci in cercul umtle.lte curba
reprezentatd sub forma polard de ecuatiile

1
P=0 pentru0<0\<—2~,l

T
P = Py pentru?\éﬁgw.

Aceastd curbd prezintd un punct unghiular pentru

0—", undep = th — = 0,65... (fig. 1).
2 4

Fig. 1

T.
Intr-adevir, pentru 6 = Bl -
e

™
iar p; de Cind 0 0 < £ , portiunea corespunzitoare a curbelor I';,
1 o ——= = = 5" ¥
(e? 41 2
respectiv I';, se obtine facind in
p = p. In mod analog cind = < 0 <<, vom pune in aceste formule p = p,.
= 0. -

formulele (1), (2) respectiv (3), (4) pe

—_

in cazul cind 8 = —, vom obtine portiunile corespunzitoare ale curbelor
o !

- e P gy
I', si I, considerind in formulele amintite pe p' ca variabild (intre p; $i p2) S

facind pe 6 = T s 0— th-~ . Dacd punem N; = J¢! + pi® se verificd imediat ca
' 4
avem
4[e® 1]
7 9 N fale e
2Pg (1 + 91) 1 (ee T 1)4

, 0 4 +1)
Pt[l +pi+2N1]:th?'m,

de unde e
e[l +pf+2M e
29% b (1 *I‘P%) Ny
De asemenea, : 2
p (1 —¢%) i

20} +(1+ )Ny ch20
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si
Pl +ed)
Z2p: —+ ) Ny

Tinind seama de aceste relatii, formulele (1) si (2) devin

JRl:ishO-e_mhze
2

0<B< “) - (18)
2 ( =
v —26 chz 0 2
ch20
De asemenea formulele (3) si (4) devin
1
Ry, = —shb T '
) (0 <0 <§). (19)
¥ =1 [

A T - ~
Pentru cazul cind 2— < 0 < 7, in mod cu totul analog (inlocuind in. formulele

respective pe p cu p,), obtinem

1
Ry= 5 sh (m — 0) o Oty (n— ).

= 2
_ 20ci(z—0) = (F<o<m)i @
ch2{m—0) .~
Ry = i) sh (=—H0), o
4 (— Y P n). @n
T = T, 2

5 T . : 5
Cind 0 = = dupd cum am specificat mai inainte, portiunile din curbele I';, res-

pectiv I';, se obtin facind in formulele (9), respectiv (10), pe 6 = s p = th =
7, )

In acest caz

Deci

1 e
Ry sh g ¥ Y1) = i
-k R (9 = ] (22)

«
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si

1 T V) ul
R,——sh —e 0=—1. 23
e ( 2J =2

Ecuatiile (18), (20) si (22), respectiv (19), (21) si (23), vor defini in intregime
curba I, respectiv T'.

Si construim acum aceste curbe. Se verifici imediat cd, din formula (18)

7
avem ¥ > 0, deoarcce U > 0. Pe de alti parte avem

d

s ch?— i

dRy _ 2 o020 o 2

dy ch20 c
Deci cind 0 creste de la 0 la
1; , 7 creste dela 0 la valoarea £

cht ™
R N A
i ch~ : 2 0 < 0. -
iar R, creste de la 0 la valoarea Fig. 2 Fig. 3
1 — Ty
R=— ch= ¢ 2 024, ,.

Curba T, porneste din origine si ajunge in punctul 4 (fig. 2).

% i ) e : 5 = 5
Cind 0 = —, se verificd imediat cd punctul curent de pe curba se va intoarce
2

; B T . 1 T e
din punctul 4 pini in C, unde y are valoarea —, iar R, valoarea Ry = — th—¢ 2 =
2
— 0,23..., apoi merge din C in B pe un arc simetric cu AC in raport cu axa Ov.

: 5w T . ; . .
Cind 0 variaza de la = la 7, punctul de pe curbd I'; porneste din B si descrie arcul

BCO simetric cu ACO. Este evident ci domeniul interior curbei astfel construitd
va fi domeniul A;*(0).
Si studiem acum alura curbei T,. Formulele (19), (21) aratd cd atunci cind

' . T . - c T
0 <0< 5 respectw’; < 6 < =, portiunea corespunzitoare a curbei I, este

: I TG :
segmentul (O, D), unde D are abscisa R} = — sh — si respectiv segmentul (£,0),
2 2

unde E are abscisa —RY (fig. 3).
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Sa studiem curba T, cind 0 = —275 In acest caz din ecuatia (10) deducem

3

( L )
1 2 V'Y( 7:—‘().

V)

Se vede imediat ca atunci cind v variazi de la 0 la i , R, creste dela RY la
2

Sh .E.l
2

1 T 7 . : .
Rj = —sh —-e? =553... care este o valoare maximi, s1 apoi cind y creste

i o . - .
de la = la 7, R, descreste (simetric) de la R} la R, Aceastd portiune se racor-

; 1 ;
deazd cu segmentul (£, D) deoarece pentruy = Osiy = =, Ry tinde la + o0, res-

dy
pectiv — o0,

in figura 2 graficul este dat la o scard de 20 ori mai mare decit cel din gura 3.

Institutul  de calcul al Academiei R.P.R.,
Filiala Chyj

OB OBOBHIEHHMM KOHTPAKIIMOHHOI TEOPEMBI B KJIIACCE
OOHOJIHUCTHBIX DOVHKIIUIA

KPATKOE COIEPXKAHUE

Hacrostmas pa6oTa ABJIAETCA IPOOIDKEHHeM fpesiaymux pabor [1] m [2]. B
pabore [1] aBrop jman obobirenme KoHTpakumomHOil Teopembl Kefe B Kiacc S
OOHOJUCTHBIX (GYyHKIMH (B ClIydae, KOrma Kpyr lz[ = r < 1 3amMeHEH 3aMKHYTOMH
KPHBOii ¢ noJsIpuBIM ypaBHenuem p = p (6)). B macroameii pabore mnsyuarorcs
cooficta kpuseix [’y m D'y, momsipHo napamerpuueckm ompemeneHHbIe ypas-
nenusimu (1), (2) coorsercrsenno (3), (4). Ianee paccmaTpHBAeTCS Cyual, KOrjd
kpuBast p = p (b) o6nagaer yriuoBBIMH TOUKAMu, M [AETCH NMPOCTOE TIPHIIOSKEHHE
MOJIYUEHHBIX PEe3yIIBTATOR.

SUR UNE GENERALISATION DU THEOREME DE CONTRACTION
DANS LA CLASSE DES FONCTIONS UNIVALENTES

RESUME
Le présent travail est la suite de deux travaux antérieurs [1] et [2]. Dans le

travail [I], ’auteur avait donné une généralisation du théoréme de contraction de
Koebe dans la classe S de fonctions univalentes (au cas ol le cercle |z| =r< 1

il 0 GENERALIZARE A TEOREMEI DE CONTRACTIE 159

est remplacé par une courbe fermée dont 1’équation polaire est p = 0(0)). Dans
le présent travail, il étudie les propriétés des courbes Iy et I'y définies en coordon-
nées polaires et paramétriques par les équations (1), (2), respectivement 3), (4). I
étudie ensuite le cas oi1 la courbe p = p(0) présente des points singuliers et donne
une application simple des résultats obtenus.
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