ASUPRA NOTIUNII DE FUNCTIE CONVEXA FATA
DE O MULTIME DE FUNCTII INTERPOLATOARE

DE

ELENA MOLDOVAN

Prezenta lucrare urmdreste sd aducd o contributie la studiul notiunii de functie
convexa si al unor generaliziri ale ei. Ideea clasicd de functie convexd este legatd
de citeva ecuatii functionale importante si de interpolarea prin polinoame. in
studiul functiilor convexe de ordin superior un rol fundamental il au propri-
etitile diferentelor divizate. Functia f(x), definitd pe o multime liniard E, se
zice convexd, neconcavid, polinomiald, neconvexd respectiv concavd de ordinul n,
dacd [x;, Xpseees Xnyo3 ]l >=,=,=, <0, oricare ar fi punctele distincte
X1, Xgseees Xnpa ale multimii E. Aici n poate lua valorile —1,0, 1,2,..., iar
multimea E contine cel putin » - 2 puncte. Aceastd definitie a fost datid de
T. Popoviciu [19]. Ea conduce la studiul comportérii functiilor definite pe
E, fati de multimea polinoamelor de grad cel mult egal cu n (vezi formula (39)).
Este firesc deci sd ne propunem a da o definitie analoagd, inlocuind multimea
polinoamelor de grad cel mult egal cu n, cu o altd multime de functii care are
proprietdti asemindtoare. In acest scop am considerat multimile interpolatoare
de un ordin dat n, in sensul definitiei I din lucrarea de fatd. Multimile de
functii interpolatoare au mai fost studiate de I. S. Pinsker [I4], M. 1.
Morozov [11], S. F. Paskovski [I12] si V. N. Burov [4]. O primi
extindere a notiunii de functie convexd fati de o multime F depinzind de doi
parametri a fost dati de E. F. Bekenbach [3]. L. Tornheim [29]
di o definitie bazatdi pe notiunea de functie n-valenti. In Iucrarea de fata,
prin introducerea functionalei D [F,; X, Xg,.u, Xnt1; f1, am dat o definitie
mai generald a functiilor de ordinul n fati de mul{imea &, de tipul I, [a, b]*).
In stabilirea proprietifilor acestor functii ne-am bazat pe citeva teoreme de
medie (teoremele 7 si 13). Teoremele 7 si 13 nu sint cunoscute in literatura
matematicd. Teorema 9, care de asemenea e noud, are la bazi o proprietate
analoagd diferentelor divizate. Pe baza teoremei 14, rezultd ca un caz parti-

*) Vezi definitia 1 din prezenta lucrare.
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definitia convexitdtii dupd L. Tornheim. Asupra multimilor de functii
imterpolatoare care intervin nu se face ipoteza liniarititii.

In capitolul I se di un criteriu de liniaritate. Capitolul II din lucrare contine
si citeva proprietiti de descompunere ale multimii de definitie a unei functii de
ordinul » fati de o multime de tipul 7, [a, b]. Ca o aplicatie se di o generalizare
a unei cunoscute teoreme a lvi V. A. Markoff [7].

Introducerea notiunii de spic interpolator al unei multimi &, permite gisirea
mai multor proprietdfi noi; unele din acestea au la bazi o proprietate impor-
tantd pe care o are o multime F, de tipul I, [a, b] : orice submultime de functii
egal mérginite pe [, b] a multimii &, , este compactd *).

Capitolul IIT din lucrare este consacrat inegalititilor diferentiale care carac-
terizeazd functiile de ordinul » fatd de multimea integralelor unei ecuatii dife-
rentiale de tipul J, [a, b] (vezi definitia 13). Aceste inegalititi se aplici apoi
la studiul problemei. polilocale, pentru ecuatii diferentiale ordinare. Fle explicd
in acelasi timp citeva criterii clasice de unicitate pentru problema bilocali pentru
ecuafii diferentiale de ordinul al doilea, ca spre exemplu cele date de Ch. de la
Vallée Poussin [24], Scorza-Dragoni [27], V. N. Babkin [2].
Inegalitatile diferentiale gdsite au condus la o generalizare a metodei de integrare
numericd a lui Ciaplighin [28]. Ideea de a lega notiunea de convexitate de problemele
calitative ale teoriei ecuatiilor diferentiale n-am gisit-o la alti autori.

In capitolul IV din lucrare se urmdreste gdsirea citorva rezultate privitoare
la cea mai bund aproximatie in sensul Ivi P. L. Cebisev. Aici se trateazi in
special cea mai bund aproximatie a functiilor de ordinul # fati de &,. Dupa
cum era de asteptat, aici apar deosebiri esentiale de la o multime interpola-
toare la alta. Dupd cum rezultd din paragraful 2 al capitolului TV, nici multimile
liniare de tipul /. [a, b], nu se comporti toate la fel in privinta proprietitilor de
cea mai bund aproximatie. Capitolul IV se incheie cu o aplicatie a teoremei Iui
dela Vallée Poussin, careconduce la gisirea unei noi teoreme de tip Helly.

In capitolul V am dat o noud teoremi de medie referitoare la functionale
continue definite pe mulfimea functiilor continue pe un interval [a, b]. Aceastia
teoremd de medie confine ca un caz particular o teoremi dati de T. Pop o-
viciu [21], care std la baza teoriei structurii restului in procedeele de apro-
ximare ale analizei. Noua teoremi conduce la studiul restului in procedeele de
Integrare numericd a ecuatiilor diferentiale.

CAPITOLUL 1

§ 1. INTRODUCERE IN STUDIUL MULTIMILOR INTERPOLATOARE
DE FUNCTII

1. Definitia 1. Multimea &, de functii reale, de o variabili reald, definite
pe o multime liniard E, spunem cd este interpolatoare de ordinul n pe multimea E,
dacd sint indeplinite urmdtoarele conditii :

A. elementele multimii &, sint functii continue pe mulfimea E ;

*) Din aceasti proprietate rezultd, de exemplu, in cazul cind functiile din &p sint
derivabile, existenta unui interval de contractie pentru teorema lui Rolle. Aceastd proprie-
tate am studiat-o intr-o altd lucrare.
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B. oricare ar fi sistemul de n puncte distincte ale multimii E
Kopw Xgas,wm. oy (1)
si oricare ar fi numerele
Yis Vaseess ¥n, (2)

existd in multimea F, o funcfie si una singurd ¢ (x), care satisface relatiile de
egalitate

@)=y, i=12,...,n 3)

Pentru simplificarea limbajului, o mulfime interpolatoare de ordin}ll n pe
E, o vom mai numi si mul{ime de tipul [, {E£}. In particular, E poate si fie un
interval inchis [, b] sau un interval deschis (a, b), semideschis (a, b] sau [a, b).
Tipul corespunzitor se va nota I, [a, b] sau I, (a, b), In(a, b] respectiv {n [a, b_).

Functia ¢ (x) € F,, care satisface conditiile (3) din definitia 1, o notdm prin
simbolul

LTy Xy, Xy sveny Xt Vi Vouwe Vel X

sau, pentru a pune in evidentd faptul ci numerele (2) sint valorile l.lm’:i func;lii
f(x) definite pe punctele (1), f(x;)=p;, i=12,...,n, vom folosi si notatia
mai simpla

B (T ks Nonmates Xl |2):

Acest paragraf contine notiunile de baza privitoare la multimi interpolatoare de
functii, precum si citeva din proprietatile lor mai importante.

2. Notiunea de multime interpolatoare de ordinul n este o generah'z_are
fireascd a multimii polinoamelor de grad cel mult egal cu n—1, care este de tipul
In(— oo, o0). ,

Multimea &4,41 a polinoamelor trigonometrice®) de ordm cel mult e:gal cu n
este interpolatoare de ordinul 2# + 1 pe orice interval inchis de lungime mai
micd decit 2. s

Multimea integralelor unei ecuatii diferentiale liniare de ordinul n, cu coefi-
cienti constanti, este de tipul I, (— o0, o0) dacd toate ridicinile ecuatiei carac-
teristice sint reale [16]. Tn cazul cind rddicinile ecuatiei caracteristice nu sint toate
reale, aceasti proprietate nu mai are loc. In acest caz, daci X< Xp<Tooo < X §l
diferenta 7 = x, —x; este suficient de mica, unicitatea integralei, care pe punctele
x,, i=1,2,...,n, ia respectiv valorile y,, i = 1,2,..., n, este asigurata. DCtBl’.ITll—
narea maximului lui /4, in diferite ipoteze precizate ficute asupra rﬁdﬁcimlor_‘
ecuatiei caracteristice este unul din aspectele pe care le prezinta studivl problemei
polilocale pentru ecuatii diferentiale ordinare.

*) Elementele multimii §,, . sint de forma

I
T(x) =ay, + X (a, cos kx + by, sin kx).
k=1

G
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In toate exemplele de mai sus multimile interpolatoare considerate sint liniare*).
Existd si multimi interpolatoare care nu sint liniare. De exemplu, dacd in multimea
polinoamelor de grad cel mult egal cu n, ne fixdim asupra submuvltimii formate
din polinoamele in care coeficientul lui x™ este un numdr fixat «, obtinem o multime
interpolatoare de ordinul i, pe intreaga axi reald, ale ciirei elemente sint polinoame
de forma « X"+ a; X ...+ an, unde ay, a,. .., a, sint coeficienti variabili.
Aceasti multime o vom nota intotdeauna cu @,.; (). Daci «=~0, este clar
cd Lp+1 (@) nu este o multime liniard, deoarece nu contine suma a doud
elemente ale ei.

In ultimul capitol al acestei lucriri se mai dau si alte exemple de multimi
interpolatoare care nu sint liniare. Notiunea de multime interpolatoare de ordinul
n —aga cum am definit-o mai sus — o intilnim la L. Tornheim [29] sub
denumirea de multime cu »n parametri gila M. I. Morozov [11] sub denumirea
de clasi de functii de aproximatie. Problemele pe care le studiem in aceastd
lucrare sint in general diferite de cele tratate de L. Tornheimsi M. I. M or o-
zov, iar metodele folosite in demonstratii diferd esential de cele intilnite la cei
doi autori, deoarece in prezenta lucrare aparatul principal de studiu il oferd
tecoremele de medie relative la multimi interpolatoare de functii, pe care le-am
stabilit in lucrarile [8], [9], [10].

3. Lema 1. Fied, o mulfime de tipul I, [a, bl. Dacd sirurile de numere
{y(‘)}fll si {xl”}f_ll, a<x0L b, i=1.2,..., sint convergente si au respectiv
limitele y; st x,, atunci girul de functii {L (Fy; x5y x)}i~, converge uniform
pe intervalul (a, b] cdtre funetia L (F;; xq; p,| ).

Pentru demonstratia lemei 1 si observim mai intii ci daci ipotezele din enunt
sint satisfacute, atunci sirul de numere {L(Fy;x; yt9) [x)}i~, este convergent
si are limita 4. Pentru a ardta ci aceastd proprietate are loc este suficient si ari-
tdm ca oricare ar fi numarul v >0, pentru N suficient de mare, avem y, — 7 <
< L(¥y; xn) s plm! X;) <yi +, oricarear fi n > N. Si presupunem ci ar exista o
mﬁmtgte de termeni ai sirului {L (?"1; x5 )| X))y, astfel ca y << L (Fy;
x93 Y| xy). Cazul contrar se va studia in mod analog. Si presupunem ci existd un
n >0, astfel incit p; + 1 < L (F; x™; p) | x,), pentru un anumit subsir de indici
{k:iji=,. Atunci, tinind seama de faptul ci doud functii distincte din multimea ',
uu pot si coincidd in nici un punct al intervalului [a, b], rezultd cd au loc inegalititile

L ('L'?l; .\’1; Vi + -ﬂl .'X) “< L (:j—ll; x(rri); y('z“i}l x)) i = 1:\250 SE N (4)
oricare ar fi x € [a, b]. Atunci din inegalititile (4) rezulti ci sirul de puncte
IM (xt, y("'l'3)}f":1 are un punct de acumulare diferit de punctul M (x;, ).
Or, aceasta contrazice ipoteza ficutd in enunt. Rationind in mod analog asupra
cazului cind exista o infinitate de functii in sirul {L (Fy; x; y| x)}* , care 1au
valori mai mici sau egale cu y; in punctul x,, rezultd ca trebuie s aibd loc relatia

lim L (F; x@; p| x;) = y;. Pe baza acestei observatii, pentru demonstratia lemei 1,
1 o

*)Aici prin liniaritatea unei multimi M de functii se intelege urmatoarea proprictate: daca f;
si f, sint elemente oarccare din M, atunci $i of;, -+ Bf, apartine lui M, oricare ar fi numerele
reale o si B.
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este suficient sd ardtim cid are loc urmditoarea afirmatie: dacd x; este un punct
fixat in intervalul [a, b] si sirvl de numere {J“}”, are limita y;, atunci sirul de
funi:gii {L @y x5 5 x)}i, converge uniform pe interv.’a_llul [a, b] citre .func.;ia
L(Fy; xy;5 y4| x). Sd ne plasim in ipotezele acestei propozifii. Se observd imediat
cd sirul de functii {L(F; x; W 2}, este egal marginit pe interva]yl [a, B].
Prin urmare oricare ar fi punctul x, € [a, b], sirul de numere { L (F;; x;; 79| x0)}7~
are in totdeauna cel pufin un punct de acumulare. Si presupunem cd pentru un Xx,
oarecare diferit de x; acest sir ar putea avea un punct de acumulare y* diferit
de L(F; x5 y1| Xp). Fie pentru fixarea ideilor y* > L(J,; x;;y4|x,). Atunci pentru
o infinitate de termeni ai sirului de functii {L(ﬂ'l; X3 79| x)};?’:i, avem L(J'y;x;;
y1|x) < L(Fy; xp; W | x) oricarear fi x € [a, b]. Or, aceasta atrage dupd sine
existenta unui subsir al sirului de numere {}’“)}:.”:1, care are o limitad diferitd de
y1, contrar ipotezei ficute. Prin urmare nu putem avea y* = (I s | )
Analog se aratd cd nu putem avea nici p* << L(Fy; x;;5 yy| X). Punctul x, fiind
arbitrar ales in [a, 5], rezultd cd sirul de functii {L(F'y; x5 7| x)}2., , este conver-
gent pe intervalul [a, b] si are functia limitd L (F,; x;; ;| x). Mai trebuie si
ardtim cd aceasti convergentd este uniformd pe intervalul [a, b]. Functia limitd
filnd continui pe intervalul [a, b}, orice subsir monoton®) de functi {L(:*J'l; Xy
3 (k)| x)};?';l al sirului initial, pe baza teoremei lui Dini [5], este uniform conver-
gent pe [a, b]. De aici, pe baza proprietdtii pe care am mai folosit-o, ci doud
functii distincte din &, nu pot si coincidd in nici un punct din [a, b], rezultd
si_convergenta uniformd a sirvlui initial {L(F'y;x;; ¥y x)}, de functii.

Lema 1 este astfel demonstrati. Vom da mai jos citeva aplicatii ale acestei leme.

4. Definitia 2. Fie date punctele My (xy, 31), Mo(Xs, Vo)ses s Mn—1 (Xn—1,
Vret)y Xg5 Xgse » « Xn—1 fiind n—1 puncte distincte din intervalul [a, b] si multimea &,
de tipul I [a, b], n > 2. Multimea functiilor din &, , care pe punctele x; iau res-
pectiv valorile y;, i =12,...,n—1, o numim spic interpolator de ordinul n—1 al

multimii 9, , relativ la punctele M, (x;, y), i=12,..., n—1 s5i o notdm prin
Xy Xa e x,,_i}

Y12 Vooeoes Yn—i

Daci x;<{xy<{---<¥p—_i, atunci spicul S

simbolul S {:F =i
Xy Xy s oy Xn—1

Fs

Vi Vasesao Yn—1
L (% 45 %), i=23,..., n-1. El este de tipul I, [a, x;), dacd x;=Fa, si de
tipul 1 (%p—1, b], dacd x,—15~b. Pe baza lemei 1 rezultd

Teorema 1. Fie datd multimea &, de tipul I [a; b], n =2, si doud functii
distincte @y (x) §i @, (x) din F,. Dacd existd n—1 puncte x; << Xy <<... << Xn—1 in
[a, b, astfel ca ¢, (x)) = @, (1), i = 1,2,..., n—1, atunci diferenta ¢, (x)—qp, (x)
schimbd semnul in fiecare dintre punctele x, care sint situate in interiorul interva-

lului [a, b].

este de tipul

*) Sirul de functii { fre (x) }?:1 , XEI[a, b] se zice monoton, dacd pentru orice x,€ [a, b],
sirul corespunzitor de numere { fre (x0) }:.11 este monoton si sensul monotoniei este acelasi
oricare ar i x.
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Demonstratia teoremei 1 este imediatd. Dacd n = 2 si x; 7= a, x; 55 b, @, (%)
= @ (x;), sa facem ipoteza ca diferenta ¢; (x)—¢, (x) nu schimbd semnul in x;.
Fie pentru fixarea ideilor ¢; (x) — @, (x) >0 cind x 5= x;. Spicul S { 75;¢ (a) }

2

este de tipul [; [«, B], oricare ar fi intervalul [u, B], astfel ca ¢ < a, p = b. Putem
aplica lema 1 sirului de functii {L (F5; a, x;; @, (@), @p (x) + 1 | X))y, unde
{Mk}r~, este un sir de numere pozitive care tinde citre zero. Pentru N suficient
de mare, functia L(J,; a, x5 @5 (@), @ (%) + 7, | x)coincide cu ¢, (x)
in cel putin doud puncte din vecinitatea punctului x;, daci k > N. Dar doud
functii distincte din J, nu pot coincide decit in cel mult un punct din [a, b].
Prin urmare ipoteza ¢; (x) — @, (x) > 0 pentru x == x;, nu se poate realiza.
Analog se observd cd nu putem avea nici @; (x)—q, (x) << 0 pentru x == x;. Deci
diferenta ¢; (x)—g, (x) trebuie sd schimbe semnul in punctul x;.

Daci n: > 2 si ¢, (X), @, (x) satisfac ipotezele din enuntul teoremei, si presu-
punem ci in punctul x,, diferit de a si de b, diferenta ¢; (x)—¢, (x) nu schimba
semnul. Convenim si notdm x,=a, x, = b. Consideram multimea functiilor
din ', care coincid cu ¢, (x) pe punctele x;, Xp,. .. X, (5000, Xn—1. Aceasta
este o mulfime de tipul 7, (x4, x,,,). Deci rationamentul ficut mai sus pentru
cazul n =2 rimine valabil in orice interval inchis situat in (x,_,, x; +1). Rezultd
imediat cd nu putem avea o (x)—o, (x) > 0 sau ¢; (x)—@(x) < 0 pentru
x€ (x_y x) U (x,, x,, ). Diferenta @ (x)—g,(x) trebuie deci sd schimbe semnul in x;.

Teorema 2. Dacd x; < x5 <o <X, 8 X" Fx, i=1,20.., n—1,
iar { J’(i)}i: , este un gir de numere cu limita y*, atunci sirul de functii {L F,;
o AN S S N T TR L) x)};_ jconverge uniform. pe intervalul [a, b]
cdire functia L (F s Xy K 5s o5 Koy H 5 VinaVaabews Pamts M2 | 20) Aol m==2,
punctele x;, i =1_2,..., n—1 si x* apartin intervalului [a, b, far y,, i = 1,2,...,

n—1 sint numere arbitrare.
Demonstratia teoremei 2 se bazeazd pe lema 1, si pe teorema |. Functiile

care formeazd sirul din enuntul teoremei 2 fac parte din spicul § ! ,;

Xis Xp ye ey Xn—1 o 5 = >, w
T } . Sa presupunem cd x, , << x* << x,. Convenim si notdm x, = a,

yls J’z Lo b Lty y,,ﬁ1
X, = b. Pe baza lemei | este clar cid pe intervalul [xi_1, x] sirul de functii din

enuntul teoremei converge uniform citre functia L (F,; x5, Xoveeor Xnet, X* 5 Y1 Voo
«eesYy_p ¥ | x). Sd observdm cid functiile care formeazi sirul din enunful teore-
mei 2 sint egal mérginite pe intervalul [@, 5]*). Prin urmare, oricare ar fi punctul
X din [a, b], sirul de numere {L (s Kis K go sion Xty X5 Pv Vapasvat o dals
¥ | 3?}:‘; , are cel putin un punct de acumulare. Pe baza teoremei I, rezultd ca
acest punct de acumulare trebuie si coincidd cu L (Fn; x;, Xp,eewy Xu—t, X*;
Pyt oy P o | ). Dacd n-ar fi aga, am ajunge in contradictie cu ipoteza
cd sirul de numere | y(iJ}‘L?": , are limita y*. Caracterul uniform al convergentei

pe [a, b] rezulti acum imediat si nu mai insistdm asupra lui.

*) Aceasta se observd usor pe baza convergenlei sirului de numere {y(iJ }?; 1 si pe baza

tcoremei 1.
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Lema | pe care am dat-o mai sus, este un caz particular al unei teoreme
care se datoreste lui L. Tornheim [29]. Fie 7, o multime de tipul I, [a, b].

Teorema 3. Dacd se dau sirurile de numere {x{}¥_,,..., {xP ) astfel
ca x}") F= ) eindjksia<xP<=b k= 1_,2,...., n, 1 = 1,2,..'., avind res-
pectiv limitele distincte Xy, X5 oo, Xn, S1 Sirurile { yi’)}:f; Lome { y,(:)}?": 7 avr‘r.zd
respectiv limitele yy, Vy,..., V,, atunci sirul de functii {L (@ s 2 e 25
VP e ¥ | X)), converge uniform pe intervalul [a, D] cdtre funcfia L (s

Xis Xgoenis Xn3 Vi Yosoees Yy | x).
In lucrarea [29] se di o demonstratie indirectd a acestei teoreme. O demon-
stratie directd se poate da pe baza unor consideratii analoage cu cele din demon-

stratia lemei 1.

5. Lema | si teoremele 1—3 au o seami de consecinte importante. Fie n = 2
si ¥, o multime de tipul /1, [a, b]. Fie ¢ (x) si ¢, (x) doud functii distincte
din &, Si notdm cu n; numirul de puncte in care @(x)—py(x) se anuleazi
schimbind semnul. Dacd g (a)—q, (@) =0 sau ¢ (b)—e¢, (b) = 0, atunci a, res-
pectiv b, aparfin acestor m; puncte. Fie n, numirul punctelor din (a4, b) in care
o; (X)—q, (x) se anuleazd fard sa schimbe semnul.

Consecinta 1 a teoremei 1. Avem intotdeauna n, 4 2n, = n—I.

Consecinta 2 a teoremei 1. Dacd ¢, (x)—q, (x) nu se anuleazi in a si b si
daci sgn {o; (@)—o, (@)} = (—1)" sgn {v, (b)—o, (b)}, atunci numirul de puncte
din interiorul intervalului [a, b], in care diferenta ¢; (x)—@, (x) se anuleazi, este

cel mult egal cu n—2.
Consecinta 1 a teoremei 2. Fie &, o multime de tipul I, [a, b], n = 2, si

S {f’—‘n; 5o 200 1] un spic al ei. Dacd JIU este o submultime a acestui spic,
Yir Vg reves V|

astfel ca intr-un punct x, == x;, i=1,2...., n, mulfimea valorilor functiilor din

N sd fie mirginitd, atunci multimea J1U este compactd *).

Consecinfa 1 a lemei 1. Dacd &, este o multime de tipul [ [a, b] si JIL este
o mulfime de functii din &, astfel ca pe un punct x, € [a, b], | g (x) | < K,
oricare ar fi g (x) € JIL, atunci JIU este compactid. Rezultd imediat si un criteriu
de compactitudine care este o consecintd a teoremei 3.

Teorema 4. Conditia necesard si suficientd ca o mulfime N de functii
ale unei multimi ,, de tipul I, [a, b] sd fie compactd este ca sd existe n puncte
distincte Xy, Xpy.o., Xn in [a, b] si un numdr K astfel ca oricare ar fi g (x) € 9K,
sq avermi | 2oy | = K i=12.... 7

Demonstratia fiecdreia din consecintele enuntate, precum si a teoremei 3 este
clard si deci nu ne mai oprim asupra lor.

6. In toate rationamentele ficute mai sus, se observi ci pe lingd proprietatea
interpolatoare a intervenit in mod esential proprietatea de confinuitate a func-
tillor studiate. In cele ce urmeazd, vom folosi observatiile ficute pini acum

*) Orice submultime infinitd a ei confine un sir uniform convergent pe [a, b], cdtre o
functie din 9IT.
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pentru a pune in evidentd un prim aspect din studiul comportérii functiilor defi-
nite pe uninterval [a, b], fatd de o multime de tipul 7, [a, &].

Definitia 3. O functie [ (x), definitd pe intervalul [a, b], spunem cd este
n-valentd fatd de o mulfime 3, de tipul I, [a, b], dacd oricare ar fi o (x) € J,
diferenta [ (x)—o(x) nu se anuleazd decit pe cel mult n puncte din [a, b].

Notiunea de n-valenti a fost introdusi de T. Popoviciu [22] in cazul
cind multimea de tipul /; [a, 5] din definitie este inlocuitd cu multimea poli-
noamelor de gradul n—1. In cazul polinoamelor de grad zero regisim notiunea
de univalentd binecunoscuti.

Teorema 5. Dacd [ (x) este o functie continud pe [a, b] si n-valentd fatd
de multimea F,, atunci, dacd x; << Xy < ... < Xn sint puncte din [a, b], diferenta
S ) — L5 xp, Xg,0 00, Xu3 | X) schimbd semnul in fiecare din punctele x;, care
sint situate in interiorul intervalului [a, b].

Demonstratia teoremei 3 este analoagi cu cea a teoremei 1.

Asupra proprietitilor functiilor n-valente fati de o multime de tipul I, [a, 5],
vom mai reveni in capitolul II al lucririi.

7. S considerdm un sistem de n-1 puncte distincte din intervalul [a, b]

o B e e T ()
si un sistem de n-+1 numere arbitrare
Vis Voseoos Vo Yoy (6)

Definitia 4. Sistemul de functii
L& % 5 Xy snis Xi 45 Xiyqresnn Xy g3 V1> Vaseoos Vi gs Vipgres s Ynrtl s %)
) R e T e
ale multimii &, de tipul I [a, b, il numim sistem interpolator relativ la numerele
(6) pe punctele (5) si il notam prin simbolul

[,., X1, Xgoeee, Xnti
T -
e i ¥

1 J@as ey Jpgg

Acest sistem se compune sau din n + 1 functii distincte sau dintr-o singuri
funcfie. El se compune dintr-o singurd functie atunci cind in 7, existd o functie
care pe punctele (5) si ia respectiv valorile (6). Functiile (7) au citeva proprietati
importante care decurg din conditia B. In cele ce urmeazi ne fixim asupra unei
multimi &, de tipul [, [a, b] carc va riminea mercu acceasi in cursul rationa-

mentelor afard de cazul cind se specifici contrariul.

Lemad. Dacg xy€ |ai bl %, = %451 atunci

L (s Ko s Ky seons Hniis Pusvss Voiy | B0 =

=L (ﬂ;"; X1 o Xgserns Xiedy Niddseeos Xntd3 V15 Vo000 Vigo Vipgoenes y,;.u' X)) (8)
sau

L('L:FH; Xo, Xgseees Xntls Voo Vaseoos n+1 ix[]) =

A e e e e R B g s Vi 19 Yiggrer o Yara [ 205D

e B (©)
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dupd cum

LA T %55 XgnadesXe's Vs Vasos oo [ ) sy s (10)

Sdau
& (Uln—ﬁ-l; Xys Xopeww s X 2 Yis Voseons Yy I "R+1) <y"+1 : (1 l)

Demonstratia lemei 2. Dacd L (F 5%y, Xg5-0s X011 s Moiyuewo Vo fx"+1): Yopd

0 Hapaiais 5a Dok . T L
1> 2ore s L oo compune dintr-o singurd functie si
UAET R

atunci sistemul S§ { T
atunci in (8) are loc semnul egalititii., Dacd S! F s

X135 Xgyeooy Xnj1
Yio Voseson, J’,,+1

duce la o singura functie, atunci cele n +1 functii (7), care alcituiesc acest sistem,
coincid doua cite doua pe cite n—1 puncte din sistemul (5) de puncte. Prin

urmare, conform teoremei 1, au loc inegalititile

nu se re-

L (T 03 XasXgoee s X g5 Xypgoee s Xypgs Voo Vaoeoos Vigs ViggoerooVnn %) >0,

i
sau

Eo( Ty 95 Bgissins By Hippqormnes X in $ Vi s Vasenvs Yips Yirioms os Vi) 95
dupd cum i este de aceeasi paritate sau de paritate contrard cu n + 1, cind

LT Bis X e, Bu Vs, Yadsoio By | Hnd) = Vo (12)

si inegalititile contrare (suprimindu-se egalitatea) cind
LS X5 Kaivnms, s Fpdasr von 3 | Xpat) = Vi (13)

De aici rezultd cad dacd are loc inegalitatea (12), atunci pentru x, << x << Xpt1,

avem

L (Ulﬂ; K15 Xgyeee, xifls Xitlseens xﬁ+1; YisVasees J’i,19 yi+1 AL yn+1 | x) <
< L(’y'ﬂ; xz’ Xgseee; Xnii; J’g, y.; AL J’,,+1 ‘ x)s i :2535" . 1,
si deci pentru x > xny1, trebuie si avem

L (:J[’!; Xis Xgseeas Xi1y Xitlseooy Xnf1i Y1y Voseos yi,l,J“Hi R .}}”.j.f_ | x) =
AP Ky Fgpsens Kmidy Vou Jasasiss ”+1|x), f= D3 W,
deoarece funetiile L. (Fys %y, Xyye ooy Biets Xigdhower Xl s Vi Pasones Yo ys Vist
st enn i 2050 B X3 0 s v St Vo' Vgsiswina Vppq | %) coincid pe punctele

Xos Xgseney Xi—1y Xjflsone, Xptl-. . .
In mod analog se observd ci daci are loc inegalitatea (13), atunci, pentru

Xn << X << Xp41, avem
L (P Xy, Xpaenes Xiety Xifdsenes Xntls Vi Vaseows Vigs Viggseoes Vppr | ¥ =
£ e, (5'”; Xgs Xg seoss Xpitis Vos VYyseoas J’,,+1|x)
=23 s R




;!i
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si, pentru x > Xny1, avem
b [ R Sl e i e i el TR e .V.--TJ,~-"’J’H+1|"’) =
= (0 Yy X v ems Mg Wy imns Wigite] 2, F= 2.3 0555, B

Concluzia din lema 2 are deci loc.
Lema 3. Dacd x, € [a, b], Xy > Xuy1, atunci au loc inegalitdtile L (Tt %)

] i I
Xp yeves Ximly Xitdsewes Xut1s Yoo Yasee s Vi go YVigqsreor Vg | Xp) >

= L X Xn s My Wyanteen s B | Xo) # =253 0k 1,

dacd inegalitatea (13) are loc, i inegalitdtile conirare ( suprimindu-se egalitatea) dacd
este satisfdcutd inegalitatea (12).
Demonstratia lemei 3 este analoaga cu cea a lemei 2. Lemele 2 si 3, care decurg din

proprietatea elementard exprimatd prin teorema I, sint totusi importante pentrucd ele
A - & ~ . . . o X1y Xpseess Xatl

pun in evidentd comportarea functiilor din sistemul S § &F,; ~* °* S e A
J,l" JJ2 ’...’yﬂ-i-l

care are un rol mare in intreg studiul multimilor interpolatoare.

8. Definitia 5. Fiind date punctele (1) si numerele (2), sistemul de n
Sfunctii

LT e B W 00 05 10,050,087 =
11— n—1i

D iy Tei()

il numim sistem fundamental relativ la numerele (2) pe punctele (1) si il notdm prin
' i e e, SN
simbolul BT, 3 *LrBean i

e V1> Voorees Jn| : - 4 s

Functiile (14) joacd un rol important in cazul cind mulfimea &', este liniara

si numerele (2) sint toate egale cu 1. In acest caz o functie oarecare g (x) € F,

se poate exprima sub forma

n
g0y =2 o (%) LT s Ky Faysn o5 ¥n g 00,000 1,000,000 ). =, (15)
=1 —_—— —_——

i—1 n—i

In multimea <,, functiile (14) sint polinoamele fundamentale ale lui Lagrange.
Functiile (14) formeazd, in cazul cind &, este liniard, o baza interpolatoare [1U].

in baza proprietatii B, oricare ar fi sistemul (1) de puncte din [a, b], o functie
oarecare g (x) € F, este determinatd de sistemul de numere g (x7), g(xs),. - -, g(%n).
Este deci fireascd ideea de a organiza multimea &, ca spatiu vectorial, adoptin-
du-se o definitie convenabilid a operatiei de adunare, a operatiei de inmultire cu
un numdr real si a normei. Sa fixam punctele (1) si si notam operatia de adunare
a doud functii din ', prin simbolul @, iar operatia de inmultire cu un numar
real, cu semnul ®. Pentru norma unei functii ¢ (x) adoptim notatia || ¢ (x) ||

Si adoptim urmitoarele definitii, functiile ¢, (x) si ©, (x) apartinind mul-

timii &7,
o1 () @ @ () =L Tn; xp Xppee s X3 ¢ ) + @ (1), 01 (x2) + (16)
+ @p (x2), v @1 (¥n) + 2 (xn) [%),
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o @ iy (X) == LTy | 3, Xgs vy X S 0001 G 88 By (R)is 55809 () [2) o L1T)

(o« numir real)
e &) ll= g% oGl o) E Fn. (18)

Se observid imediat cd operatiile definite prin (16) si (17) se bucurd de toate
proprietitile cerute prin axiomele spatiului vectorial, functia 0, zero, fiind aceea
care pe punctele (1) se anuleazi. In ceea ce priveste norma introdusi prin (18),
avem || o (x) || 2 0, @ (x) | =0, dacd §i numai dacd ¢ (x) =0, |a o (x) | =
=l | ¢ @Ile ) aCo)ll <@+ eI
Spatiul vectorial obtinut astfel il notim cu V {F,; x;, Xs,..., Xx}. Cu ajutorul
normei (18) se introduce metrica

Plor () e @ =1l o x) © 9 ) || =max {| ¢ (x) — o2 (x) [} (19)

Spatiul ¥ {F; %, Xp,..., Xn} este complet. Pe baza teoremei 3, metrica introdusa
prin (19) este echivalentd cu metrica
" [ (), 9 (D] = e | e sl (20)

Prin urmare spatiul metric ce se obtine din multimea &', prin introducerea metricei

(20), este de asemenca complet.
Spatiul ¥V {J,; x;, Xy,..., xa} este izomorf si izometric cu spatiul vectorial

n-dimensional V5, In care distanta intre doud elemente v, = (g, dg,evts @), Vo =
(by, bg,e.., by) este datdi de formula
pr (g "2) = max {l a; _bt i}’
1

iar operatiile de adunare si inmultire cu un numdr real se definesc prin formulele
V1 + Vo =— (“1 == bp dy + bz-:- A e bﬂ))

ov; = (otdy, oy, e s, Gn),
Dacd notdm cu A[v] operatia definitdi in V,si cu valorile in V {F,;
Xi» Xp,o - -,Xa}, care face si corespunda vectorului v = (ay, a5 ,...,a,) functia din
o, care pe punctele (1) ia respectiv valorile @y, as,...,a,, avem
AV = Ay e i8] == 005y Xy sy 5o B i m armn ] 5).
Din cauza proprietatii B, operatia 4 [v] are inversd. Dacd notdm inversa operafiei
A [v] prin A7 [g], g€ F,, avem
=k L I,

A7 [g] = v = (g(xy), &(xa),....8(xn)).

Au loc relatiile

Ay + vyl = A[n] @ A4[v], (21)
Aflev] =a @ 4 [v]. (22)

Lema 4. Operatia A [v] este continud, adicd are loc relatia ™)
“ll'il;l A [vi] = 4 [v]. (23)

*) Aceasta proprietate rezultd direct din teorema 3.




172 ELENA MOLDOVAN 12

In formularea lemei 4, prin v; — v se infelege hm 1 pn (vi, v) =0, iar prin lim 4 [v] =
i o

= A [v] se intelege ]nn e [4A[vl, A v]] = O Are loc

Teorema 6 Pen'rr U ca mu!nmea F . sd fie liniard este necesar si suficient
sd existe un sistem de puncte (1) in [a, b], astfel ca suma a doud j.:mcru oarecare
din &, care se anuleazd cel putin pe cite un punct al sistemului (1), sd aparfind
mulgimii &,

Demonstratie. Necesitatea conditiee din teoremd e evidenti. Si dovedim sufi-

cienta ei. Si presupunem ca pe punctele (1) conditia din teoremi este indepliniti.
X1 Xgseaay Xp

2

yl 2 y2 Ohik y"
oricare ar fi numerele yy, y5,. .., ¥, apartine multimii &, si este o functle care se
anuleaza*) cel putin pe unul din punctele (1). De aici rezulti ci, oricare ar fi numerele
(2), si suma celor n functii (14) apartme de asemenea rnult]mu F . Adicd o functie
oarecare g, (x) din &,, se poate exprima sub forma

Atunci suma a doua functii oarecare din sistemul £ ! J,

g (x) = Z‘L (o 3 B e SO0 o g (x), 0,0,...,0|x). (24)

=1 i—1 n—i

Folosind conditia din teoremd rezulta cid daci g, (x) € ',

g2 (x) = Z L({’Tﬂ;xla xz EEL xﬂ; 0505' L] °:0= gz (xi)a 0101' . ':0 | x)s (25)

i=1 i—1 n—i

avem si g;(x) + g, (x) €, deoarece in (24) si (25) sumele din membrul al doilea
se pot aduna termen cu termen si avem de aplicat conditia din teoremsi, siste-
mului fundamental

Tl o0 Xy ¥, }
&1 (X))t (x1), &1 (%) + 82 (%2) 5+ o v, &1 () + g5 (Xn) .

Rezultd deci cd suma a doud functii oarecare din &, apartine acestei mul{imi.
Atunci in (16), (17), (21) semnul € se poate inlocui cu semnul +. Operatia
A [v] fiind aditiva si continud este si omogena. De aici rezultd atunci cd, in ipote-
zele din teoremd, multimea &, contine, odati cu functiile g, (x) si g,(x), orice
functie de forma agy(x) + B go(x), @ si f fiind numere reale oarecare. Suficienta
condifiei din teoremd este astfel demonstrata,

G

§ 2. TEOREME DE MEDIE PENTRU FUNCTII DEFINITE
PE UN NUMAR FINIT DE PUNCTE SI PENTRU FUNCTII CONTINUE
PE UN INTERVAL

1. Fie &, o multime de tipul I, [a, b]; si considerdim multimea E, formati
din punctele
X~ Xs = e s = X M= = (26)

*) dacd n > 2.
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situate in intervalul [g, ] si numerele

P s sl @7
Pe fiecare grup de cite # puncte x; X xz._),. vos Xy s ale multimii E,, se poate considera
v | x), pe care, in cele ce urmeazi (in-

functia L (9,; Xij» Xppreoon X, 5 Vg
totdeauna cind va fi vorba dc puncteIe (I) si numerele corespunzitoate (2), o vom
nota mai simplu L (J,; x5, x5,..., Xa; ¥ | x), deoarece numerele Yir din sirul (27),
care figureazd aici, au aceiasi indici ca si punctele Xy Despre indicii 7, iy, .y in
se va presupune intotdeauna cid indeplinesc inegalititile
léf1<f2<---<in§nh (28)
Vom presupune de asemenea ci x, << b. Are loc
Teorema 7. Dacd x, < xy= b, atunci numdrul
n
L(Tu; x; 5 Xpy00e05%; 5 V] Xo) (29)
este cuprins intre cel mai mic §i cel mai mare dintre numerele
G . . ; SRR ;
LA H s %%y g omms B gy 00 gy i =dagvin = L swiime— 5122 (30)
Continutul acestei teoreme se interpreteazi in felul urmitor: valoarea in
punctul x;, a functiei L (F,; Xir Xigreews X 3 ¥ | x), care pe n puncte oarecare X0
2 n
X; 5...,X; din sirul (26) ia respectiv valorile Vi Vigoeees Yy » €8t 0 medie intre
n n

Tig "
valorile in acelasi punct x,, ale functiilor din &7,, care pe cite n puncte consecutive

Xjp Xiiqaeees X, o, ale sirului (26) iau respectiv valorile Vi Vigy oo vos Vi g
Adica
min EAs %5 Hiapniema bt ¥ | Fp)iS
j:il, i1+!,..., b1 .
SLEn X5 X000 X% 5 Y[ X) = (31)
= max L(Fn; 8, Xy qseves Xjpn g5 3| Xo)s
):EL, 1'l F ey tyg—ntl

punctul x, fiind astfel ales ca sd avem xiu<xoi_-.’b. In (31) semnul egalititii

are loc atunci si numai atunci cind toate numerele (30) coincid.

Demonstratia teoremei se bazeazi pe lema 2 si lema 3, care constituie acel
caz particular al teoremei 7 in care 1 =i <ijp <i3<... <ih=n+ 1. Vom
proceda prin inductie completd asupra numarulm in — Iy de puncte ale multimii
E,, situate intre x; o si x . Avem i, — 2, =n — 1. Dacid i, —i=n — 1, atunci

punctele Xi 0 X; N smt consecutive si proprietatea exprimati prin teorema 7
n

TR

revine la a se considera semnul egalitdtii in (31). Daci i, — i, = n, atunci intre

punctele Xy, §i x; existd un punct din £, , care nu figureazd printre cele n puncte
fid

- . )

Xy <X, e <X (32)

Fie acesta punctul X;, 410 Situat intre punctele X §LX, 4 din sirul (32). Sa

considerim acum cele n + | puncte

Ko Xpasser Xy s % e K (33)

X
12 e 1 ” Thetd L
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Pe baza lemei 2 si a lemei 3, avem pentru x; << x,<b

T =, Hig oo v o Xy xik.l, xiﬁ_+1,...,xin;J)[x0)<

2 ke 78
<L(U[n; xi'l, xizp"'s xi;r..’ xi},«'l‘l’ x,'k_}_z 3k aily xin;y|x0)< (34)
G .. i
< L ('j n’ Ail 2 xi2 g h xih ) xik-l-l : ) xinv-}-l yRLE '5‘x;'"_1! yl xﬂ):
daca

L (F s %,

fg 7 Fagnseion Xgo®o 13 5 Xy 50wy X, 5 | xin) > (3%)

si egalitatile contrare, daci in (35) avem inegalitatea contrari. In (34), in locul
ambelor inegalititi, figureazi semnul egalitafii, daca in (35) in loc de inegalitate
avem egalitate. Punctele (33) fiind consecutive, am verificat ci, in cazul 7n — h=n,

S n e
teorema este adevirati, deoarece functiile L (J o Xip Xy seves Xpu Xp 4y X p1e e

e Xy s Y|x) s L (Fa Fiy» Xigsees X; 5 y | x) sint singurele functii din F,

n

construite pe cite n puncte consecutive din sirul (33), cu valorile corespunzitoare
in sirul (27).

Sd presupunem acum ci proprietatea exprimati prin teoremi este adevirati
Pentru /u — i ==v, v=n §i si aritim ci atunci ea este adevaratd si pentru
In—h=v+ 1 Fie in — = v + 1. Atunci existi printre indicii punctelor (32)
cel putin unul, 7,, astfel ca Ip+1— iy > 1. Si considerim cele 1 - 1 puncte

dig: M s (36)

ipt1? Fippq0e i

Aplicind punctelor (36) acelasi rationament ca mai sus si inlocuind indicele A
cu indicele p, avem

Xips Xjgreans xip, x

min L (J ; Xy X

: S T o e
j=1,2 Tprb L a® SRS RS e ey

b+

gt | xp) =
gl,(i")—‘";xil, Xiyoeees x,:p, xip+1, sees X Y fx)== (37)

max L (F_; Xiis X

j=1,2 .i}.+1’.'.,x';p’ X, i A TR TR 3 V| xg)
=y

YA n—2

Dar iy — i, =< v, iy — I = v. Rezultd deci ¢ numirul I T Xiys Xig 50005 Xip,
Xigt12 Xippgse+ s Xip_s5 ¥ | Xo) este cuprins intre cel mai mic si cel mai mare dintre
numerele

Gy . e : . . : > C 3

L (Fn; X5 %t 1,00y Xjpnoi; ¥ [X)j=idp iy + 1, eoeyipy —n 4 1,
1ar numdarul L (F,; x;,, Xig v ey Xiy * X1 :cip+1 seemn X 0 %)
este cuprins intre cel mai mic si cel mai mare dintre numerele
L(ﬂlﬁ'; Ky Xjb1 g0, Xitn—1; ) | xt)))j: i]_s i; + 1 e e, iﬂi n + 1.

Din (37) rezulta deci (3 1) si astfel teorema 7 este demonstrati,

2. Vom da acum o aplicatie a teoremei 7 la studiul diferentelor divizate. Si
consideram multimea <, a polinoamelor de grad cel mult egal cu n — 1. Ea
este de tipul 7, (— oo, oo). Si considerim 7 puncte distincte x,, x, ,. .., X, si # numere
0arecare yy, ¥y ,-.., y,. Se stie ca elementul ¢ (x) al multimii &, care satisface con-
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ditiile ¢ (x;) =y, i =1,2,..., n, este polinomul de interpolare al lui Lagrange

pe care il vom nota cu L (%€,; x5, Xg,.-., Xn; » | x) sau, fiacaf (x) este o f;mlc;le
care pe punctele x; ia respectiv valorile y,, i = 1,2 ,..., n, il vom nota cu L (s} x;,

Tasos e s I |X) Avem

- )
L (Tn; %y, Xgy oons %n; £ ) = X700 17 (), (38)
i—1
unde
1 (x) = e A si=1200,n 1(x) =[] (x — x).
(x — x) ' (xi) R
in (38) coeficientul lui x*~* este diferenta divizatd [x;, x5 ,..., Xz; f]. Avem
2 n—2
L %y Xioeew X1 ) S (xp)
1 % %0528 ©° Flo)
1 Xn X?r e x:iQ .f(xn) )
[x1, Xgseees X5 f1= = 1, :
1 X1 XL ... X1

2 n—1
1 Xg X2 e0us X2

2 n—1
15 n W een X

Din proprietatea interpolatoare a multimii E'L',f r'ezulti .,CévdaCﬁ f(x) € &y, it_ulnm
L(%4: Xy, Xs,e 0, Xuy [ | X) este chiar f (gc). De aici rezultd cd pentru p (x) = apx" '+
+ a; " +... + an—1 diferenta divizatd [x;, Xg,..., %n; p~] = a,, oricare ar ﬁ
sistemul de » puncte distincte x;, i= 1,2,...,n. Pe de altd parte, daci consi-
derim multimea €,_;, n =2, si construim pe punctele X, Xp,..., Xn_1 po_lmo_—
mul lui Lagrange de gradul n — 2, L (Tn—1; Xy, Xg,eeer Xu—1; | | X), se stie ca
dach x| = 1.2 tevenii— 1 atunel

n—1

S (xn) — L(En—1; Xy, Xg 50 e X135 | Xn) = [%g, X5 vy X3 1 11 Gen— xi).  (39)
=1

Prin urmare, dacd x; < x, < ... < X,, atunci semnul diferentei divizate [x,

X35+, Xn; f] coincide cu semnul diferentei f (xn) — L (Ln—1; Xy, Xz .+« «, Xn—15 f| Xn)-
De aici putem trage concluzia: daci P (x) este un polinom de gradul n—1 care are
coeficientul a, al lui x"—* diferit de zero si x; << X, << ... <C Xa—q < Xn, atunci
ay are semnul diferentei P (xn) — L (Tt} X1, Xgyeoes Xu—1; P | Xn). .
Sa consideram punctele M; (x;, y,), My (Xs, ¥y) e, Mu—a (Xn—1, ¥, ,), unde

e L Xa . Spienl

S @n;xl’ Xg 5o uey Xn—1 (40)
Yas Vgowens Yoy

confine un polinom P, de gradul n—2. Fie xa>Xu—1 . Poh'no_ame]e d.lln 51_3110[1] (fl(_)),

care in punctul x, iau valori mai mari decit P,—s (x,), au coeficientul 11;1 X p-OZIE;]_VE

iar cele care iau in x, valori mai mici decit Pu—s (xx) au coeficientul lui x

negativ.
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Asupra spicului (40) mai putem face si o altd observatie, pe care ne vom baza
in cele ce urmeaza. Am mai observat la inceputul lucririi cd €, (x), oricare ar fi
numdrul «, este o multime de tipul [, (— 0, o0). Rezultd cid pentru « fixat,
spicul (40) confine un element si unul singur din ¢, (x), oricare ar fi punctele x;,
$i numerele y., i=1,2,...,n — 1. Pe de alti parte, daci y € (— o0, c0) si notim
cu Py, polinomul din spicul (40), care pe punctul x, ia valoarea p, se observd ci
diferenta divizata [x;, Xs,...,%s; Py] este o functie continui de y pe orice punct
al intervalului (— oo, o0). Aceasti proprictate este bine cunoscuti. Ea se poate
deduce si din teorema 3 dacd se trage din ea concluzia ci oricare ar fie >0,
existd un numdr v >0 astfel ca si avem

|Pi(x) — Pa(x) | < e pentru orice x € [a, b], (41)
dacid

miax{ | Py (%) — Py(xi) f} <1

pentru n puncte distincte Xy, Xg,...,Xxs din [a, b].

Aici P; (x), P, (x) €%y. Or, daci (41) are loc pentru ¢ >0 suficient
de mic, atunci coeficientii lui x"~* din P; (x) si P, (x) diferd putin unul de altul.

Din proprietatea de continuitate mai sus amintiti a diferentei divizate [x;,
Xg e« -s Xn; Py] si din faptul ci pentru Py, apartinind spicului (40), diferenta divizata
[xy, X3, .., %5 Py] ia o singuri datd orice valoare e, rezultd ci [x,, X5+ .., Xn; Pyl
este o functie monotond de y pe intervalul (— oo, oo).

Sd considerdm acum punctele

g M5 o ooy o (42)
si o functie f (x), care pe aceste puncte ia respectiv valorile
Vs Vgseors Yy (43)

Sd aplicim teorema 7 multimii <,y pe punctele (42), pentru numerele (43). Din
relatiile (31), in cazul m = n §i X, = xa, rezultd, pe baza observatiilor de mai sus,
inegalitatile
min [.X'j, Kidt gownoyMjtn15 f] g
J=ip, i iy —n 1

g[xflsxiga"'sxf";f]g max [xj1 .x_r'_i_}_,---,}f_;'J__n—]_;f],

F=ipy t A iy = A

unde 1 =#, <iy < ... <Ix =<m. Aplicind un rationament analog cu cel ficut la
demonstratia teoremei 7, rezultd o teoremd de medie bine cunoscutid pentru dife-
rentele divizate [20]: diferenta divizatd [xi,, xi, seees Xiys [l pe n puncte oarecare
din sirul (26) este o medie intre diferentele divizate pe cite n puncte consecutive
din acest gir.

Din teorema 7 mai rezultd si alte teoreme de medie, ca de exemplu pentru
diferentele divizate generalizate, relative la un sistem Cebisev de functii. Deoarece
in acest caz — din cauza liniarititii — analogia cu proprietitile polinoamelor este
foarte mare, nu mai insistim asupra lui.
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3. Un exemplu important de multime interpolatoare ni-l oferd o mul-
time de functii care este generati de o functie F (x; o, tg,...,0), de va-
riabila x € [a, b] si de n parametri reali oy, 0ty,. .., «y, care satisface urmitoarele
conditii :

1° F (x5 oy, ttgye v, 0ta) este o functie continud in raport cu ansamblul variabilelor
sale, pentru x€[a, b] i — o0 <oy <0, i=1,2,..., n.

2° oricare ar fi punctele distincte (1) din [a, b] si oricare ar fi numerele (2), sistemul
de ecuatii

U005 D icton. . O) = W =k Dy (44)

cu necunoscutele oy, oy . . ., an, are o solufie si una singurd.
Multimea F, de functii care se obtine dind parametrilor «; toate valorile posi-
bile, este o multime de tipul 7, [a, b]. Trebuie s observim cd parametrii «; pot fi

supusi si la anumite conditii restrictive, ca spre exemplu Br= o =0,0=12,.:., 7,

B, si B, fiind numere date. In acest caz nu mai riimin valabile in general toate proprie-
tafile expuse in paragraful 1 al lucrarii de fatd. Ne vom opri asupra citorva proprie-
tati interesante ale multimii 7, de mai sus.

Teorema 8. Dacd n =1 gsi condifiile 1°, 2° sint satisficute, atunci F (x ; o)
este o functie monotond in raport cu o, pentru orice x € [a, b].

Pentru demonstratie e suficient si observim ci din conditia 2° rezulti ci,
pentru fiecare valoare a parametrului o, corespunde o funcfie si una singuri din
Fy. Cum doud functii distincte din F; nu pot sd coincidd in nici un punct din
[a, b], rezulta cd, oricare ar fi x, € [a, b], F (x,; o) este o functie univalentd in raport
cu parametrul o, Proprietatea de monotonie din enuntul teoremei rezulti deci din
condifia de continuitate impusd prin [°

Teorema 8. Dacd n=1 si conditiile 1°, 2° sint indeplinite, atunci pentru
orice x, fixat in [a, b], w; este o functie monotond in raport cu y.

Fie x, un punct arbitrar fixat in [a, »]. Si considerim functiile L (F; x, ;
»| x), unde y descric un interval J. Atunci o, este o anumitd functie «, (y). Este
evident cd o, (y) ia o singura datd fiecare valoare a sa pentru y €J. Pe de altd parte,
oy () este o functie continua pe intervalul J, fiind inversa unei functii continue.
Concluzia din teorema &' rezultd deci.

Sa presupunem acum cd sint satisfacute conditiile 1° si 2° si ci printre para-
metrii oy, Gg,. .., 0 eXistd unul o, care are proprietatea ci, pentru orice valoare
% a lui, multimea de functii F(x; oy, og,..., o 10y g 3 5003y Unde
Oyy Ogyeves O_ys %y ,een, &, sint variabili, este de tipul 7,_, [a, b]. In aceastd
ipotezd, parametrul oy are citeva proprietdti asupra cirora ne vom opri. Din
conditia 2° rezultd ci dacd se dau punctele distincte x;, X,, ..., X, si numerele
Vis Vgseens ¥, atunci valoarea lui ¢, este bine determinati de relatiile de egali-

} de vari-

By Fiamrins B
Yy aspews M
' b M =
P Wowmvss g |
unde presupunem x; << X, < ... << Xy_i. In baza restrictiei impuse mai sus
asupra parametrului «,, au loc urmaitoarele proprietiti:

tate (44). Din acest motiv, «, este o anumitd functie o:[{

abilele x; si y,,i=1, 2,..., n. Sd considerim spicul S {JF";

12 — ¢, 70
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e SR S . S A L
Lema 4'. Oricare ar fi numdrul o, spicul S |F,; < s 4 con-
PN
line o singurd functie din F, pentru care =gt ¢

; . oo 0%
Lema 5. Dacd xn—1 <xa b si y€(— o, ), atunci or,,{ AL "}

PisVoares, ¥
este o functie monotond in raport cu y.

Afirmatia din lema 4’ rezultdi imediat. Intr-adevir, daci punem G=an
atunci, pentru orice sistem de » — 1 puncte distincte Xy Xgyaew sy Xn—t §1 pentru
OLICEC TNUMELE J;, Vy,-e+s ¥, 4, ©€XiStd o functie si una singurd, astfel ca
FRS 0y, Ry v O gl iy Bpicpiyon v ) =P =1, 2escia— 1

Pentru a demonstra ci lema 5 este adevarati, observim, pe baza lemei 4/,
cd oy este o functie univalentd in raport cu y. Pe de altd parte, punctele x;,,
i=1,2,...,n, fiind fixate, daca sirul de numere {y(’")};’ll converge citre y,, atunci, pe

. £ < g s = Py i 5
baza teoremei 3, sirul de functii VL s s w0 e Py ps Y J)};"ZI
converge uniform citre functia L (Fmiin R X3 Pys gsvens Iy | x). Dar din

et il SR ] o N
conditiile 1" i 2° rezultd cd, oricare ar fi ¢ >0, existd un numar » > 0, astfel ci daci

| £ (x; o500, @n) — F(x; ai, o8, ..., 00) | <7,
oricare ar fi x € [a, b], atunci au loc si inegalititile

o — o =gy | o, 20 0000

525

Prin urmare o, este o funcfie continud de y. in concluzie, afirmatia din lemi este
adevarata,

In cazul cind caracterul monotonici parametrului e, in raport cu y este acelasi,
oricare ar fi sistemul de puncte x; << x, < ... < x», atunci are loc

Teorema 9. Dacd se dau punctele (26) si numerele (27), atunci

min o, Xio Fipoeeor Xppny =
J=ig s ig 1y dy—ntd Pis Yigyoress Vieyyq

KA eai Gl = A

‘éar { 12 !zs 2 !”

J)EJ. ? }"iz R y’.n

I S

< : max C'fl J JaNj41s s Afban—1 ,

=0+ 1 dy—n41 ' Vis Vitdse ooy Vidn—d

Xiy < Xiy < ... < X, filnd n puncte oarecare din sirul (26).

Proprietatea din enuntul teoremei 9 este o consecin{a, dupd cum se observd
ugor, a teoremei 7. Aceastd proprietate este in acelasi timp §i o extindere a teoremei
de medie pentru diferente divizate la multimi interpolatoare neliniare.

<

4, Fie_ L:F » 0 multime de tipul /, [a, b]. S4 considerdim punctele (5) si o functie
J (x) definita pe aceste puncte. S introducem notatia
D [:FN; "\fla x21‘ AR -xlv*l: xi‘f’l:' Lol 7 A‘H—ﬁ-l, Xi ,f] =
S — LA Xy Hage v Kimns Riitin o s Xngns ] 8 (45)
= R 5 [
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Pentru fiecare valoare a indicelui i, D [Fu; %, Xosee oy Xiet, Xiddse o os Xntt, £ f]
este o functionald definiti pe multimea functiilor definite pe punctele (5). Este
esentiald ipoteza ficutd asupra ordondrii punctelor x;, adicd ipoteza cd
X << Xg <<.eew << Xpipi. .

Teorema 10. Dacd punctele (5) sint fixate si sirul de functii {fi (x)}z4
definite pe intervalul [a, b] converge cdtre functia limitd f (x), x € [a, b], atunci,
pentru fiecare valoare a indicelui i, avem

o DTk g, Xy s 0o Kty Xidosons Xnt o X5 S0l =
i (46)
— D [T 5 op v gt Hiliens sien itz Buail ks
Demonstratia acestei teoreme rezulti imediat pe baza teoremei 3. Intr-adevir,
in ipotezele din enuntul teoremei 10, sirul de functii {L (g Wyt g Son B 1,
Xig1seeos Xnt13Jk[X)] 7, converge uniform pe intervalul [, b] catre functia L(F,;
Xy, Kapes o Xid, Kitdse ooy Xnats [ | x). Prin utmare gisul .de numere {L oy,
A G N S I L xf)}gégl este de asemenea convergent si are limita
L (Fpi oy, Haseons Kty Findyee v ¥} [ ). Relatia (46) rezultd deci, pentru
i Ly, e oo it -1, penten ¢ fin] S Gei) =f(x3).
3o

Daca fixim funcfia f(x) si facem sd varieze punctele x; <T xp <T... < Xyq1
astfel ca ordinea lor si rimind aceeasi, atunci pentru fiecare valoare a indicelui 7,
D [F s %y Koo ig ity Kt 5o <05 Xngt » Xis )| devine o funetie O (%, Xp 2o 00 ¥ty
Xiad 5o ooy Xnids X1) de variabilele x;, Xp . <o) Xt Xigd, » oy Xit1, X Are loc

Teorema 11. Dacd f (x) este o functie continud pe intervalul [a, b], atunci
Functiile Dy (Kr.o X vosa X, Bittyes o el X U= 1, 25004 1 = L, sinticontinue
in fiecare punct al domeniului lor de definitie. .

Demonstratia teoremei 11 rezultd pe baza teoremei 3. Ea fiind imediatd nu
insistim asupra ei.

Teorema 12. Dacd [ (x) este continud pe intervalul [a, b] ;3'1' dacc? pentru
doud sisteme distincte de puncte x;<C Xp< voo < X < Xpp1 §I X1 << X2 <T ...
oo < Xn < X1 din [a, b], avem

D[ 2y Ky o Xy Xty o) = A,
D [F s x1, X0,0 005 Xny ¥ng1 5f1= B, 4B,
atunci, oricare ar fi numdrul C cuprins intre A $i B (A < C < B sau B << C < A),

existd in cel mai mic interval, care conine punctele x; si xi, i=1,2,...,n+ 1,
: # v r =
un sistem de n -+ 1 puncte £, < £y <<... << Euy1, astfel ca sd avem

D [fﬁu; E]‘_: Eg-n- .3 ’:'-:.-Hs EI?Jrl;- f] = C.
Pentru a demonstra teorema [2, si notim")
tz (N =k Sl = T ol e W e e

2 fiind un numir real, 0 =< A << 1. Conform teoremei 10, func:'t,ial o) =D [F s
), fy W)se ey fu (M), turs (1); /] este o functie continud de variabila 2 in intervalul

*) Aceastd demonstratie esie analoagd celei care se da in [20] pentru teorema de medie a
diferentelor divizate.







