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INTRODUCERE

fncepind cu primele abace, concepute de Maurice d’Ocagne la sfir-
situl secolului trecut, nomogramele s-au rispindit din ce in ce mai mult. O data
cu dezvoltarea tehnicii volumul de calcule necesare in problemele stiintifice si de
proiectare a crescut in continuu, ajungind azi la proportii uriase. Tehnica calculului
trebuia si se dezvolte si ea pentru a putea face fatd noilor cerinte. In aceastd dez-
voltare nomografia are un rol important. Impreund cu rigla de calcul (care de fapt
este de asemenea o nomograma) a servit ca punct de plecare pentru masinile ana-
loage de calcul. La nomogrami se utilizeazd relatia dintre mirimile geometrice
ale unei figuri pentru a rezolva acea categorie de ecuatii, care revin tocmai la aceasti
relatie; masinile analoage de calcul se bazeaza pe acelasi principiu, cu deosebirea
cd in locul relatiei geometrice avem o relatie intre mirimi fizice masurabile cu apa-
rate (tensiuni, frecvente etc.). Desi astdzi nomograma este depdsitd din anumite
puncte de vedere de masinile analoage §i in special de masinile digitale de calcul,
totusi a pistrat importanta sa practici si o va pistra incd mult timp, deoarece
domeniul de aplicatie al nomogramelor nu se suprapune cu cel al maginilor moderne
de calcul.

Construirea nomogramelor ridici o serie de probleme teoretice, care in mici
misurd sint azi rezolvate. Aceste probleme se incadreaza in categoria problemelor
legate in general de aparatele de calcul, formind o ramurd a analizei numerice.
Tatd unele probleme teoretice de nomografie: 1) stabilirea conditiilor in care o ecuatic
poate fi reprezentati cu un anumit tip de nomograma; 2) precizia-calculului nomo-
grafic; 3) determinarea transformirilor nomogramei care conduc la precizia maxima ;
4) construirea nomogramelor aproximative,
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In aceastd lucrare i€ vom ocupa numai cu prima problemi din cele insirate
$i anume in cazuri simple. Conditii de reprezentare nomografici sint cunoscute
in multe cazuri, daci se presupune ca functiile care intervin sint derivabile. Am
considerat insi ci restrictia de derivabilitate ny este o conditie fireascy impusi
de natura nomogramelor §i de aceea vom presupune numai continuitatea si mono-
tonia functiilor. Aceste conditii apar in urma def initiei date nomogramei in aceasti
lucrare. In aceste ipoteze J. Aczél a dat conditia de reprezentare nomografici
intr-un caz particular sub forma unei ecuatii functionale, Acest rezultat va fi extins
in lucrare in diferite directii.

Vom pune in evidentd, pentru cazurile studiate, legitura dintre nomografie
§i teoria ecuatiilor functionale, Conditiile de reprezentare nomografica vor fi expri-
mate prin ecuatii fuctionale, jar ecuatiile scirilor nomogramelor vor fi determinate
de asemenea prin rezolviri de ecuatii functionale,

Pe de alti parte, am reusit sa folosim o ecuatie functionald, provenita din carac-
terizarea unui tip de nomograme, la elaborarea unej metode noi de a rezolva ecuatii
functionale cu functii necunoscute de doua variabile independente. Este vorba de
ccuatia functionald (sau conditia functionala echivalenti), care caracterizeazi
functiile de forma Soey) = 5! [F(x) + G ()], numite in lucrare pseudosume
si care sint reprezentabile prin nomograme cu trej sciri rectilinii. Prin metoda bazati
be ca am rezolvat ecuatia asociativitatij, a bisimetriei, a tranzitivitatii, diferite
modificari si generaliziri ale lor, toate in conditii de continuitate $i monotonie.
Unele din aceste ecuatii au fost rezolvate de alti autori (pe alte cii si fard a ardta
legdtura lor), altele sint pentru prima datd rezolvate firi ipoteze de derivabilitate.

Aceeasi metodi conduce la rezolvarea maj multor probleme in legatura
cU nomogramele compuse. S-a Pus in evidenfd legitura dintre conditiile de exis-
tenta ale reprezentirii nomografice cu trei sciri rectilinii, pe de o parte, si ale
nomogramelor compuse, pe de altd parte,

Ecuatiile functionale studiate, pe linga interpretarile lor nomografice, au si
alte interpretiri geometrice, de exemplu se pot da in baza lor diferite proprietati
caracteristice pentru cubice,

Solutia ecuatiei functionale de bazi in metoda noastrd exprimi o proprietate
cunoscuta in geometria tesuturilor, dar nu a fost recunoscuta utilitatea ej in lega-
turd cu ecuatiile functionale,

Sper ci am reusit si arat pe cazurile simple considerate ci legarea nomo-
grafiei de teoria ecuatiilor functionale este rodnici pentru fiecare din aceste ramuri
ale matematicii $i sper ci primele incercdri in acest sens vor putea fi continuate,

J. Aczél a sistematizat o categorie de metode in teoria ecuatiilor functionale
privind functiile de o variabild. In lucrarea de fata am incercat si introduc 0
oarecare sistematizare in metodele de rezolvare ale unor ecuatii functionale cu
functii necunoscute de dous variabile.

Exprim multumirile mele tovarasului prof. Tiberiy Po PO Viciu, membru
corespondent al Academiei R.P.R., pentru indrumirile date si pentru sfaturile
sale atit de pretioase, cu care a ajutat elaborarea acestei lucrari.

T MOGRAFIA
ECUATII FUNCTIONALE IN LEGATURA CU NOMOGRA

CAPITOLUL I

NOTIUNI INTRODUCTIVE

i a e un sistem de
1. Familii de curbe, retele si tesuturi!). In aceastd Iﬁfrsézex Fl il
curbe.va fi numit familie de curbe _ini:u'-up ?(zjmegigptsejn;)gra[ele Tt
o : _ icd a unui fascicul de ; S
imaginea topologicd a : ! ! Aol b
E[%rnn;:lzllizlf D' z%l planului euclidian, convex in rapon;i culc)lceste p
contine cite o portiune conexd din aceste drepte) (fig. 1).

in aceastd definitie rezulta: o
Il))“;_:n'ilbﬁecare punct al domeniului D trece o curbd a fa :

2) doud curbe diferite aléfan;ﬂieiaigluiiirgﬁln (L:tndﬂn}():f ;:ior(?{tu;)11;01())1._(1.01121&]?
Fi? (.Xscgi-‘]).ecoi(i)1‘2131‘3&5{;11;35: tie;lege prin transformarea topologicd considerata.
%gggogll'nﬂrea topologicd se scrie
astfel
u=f (x, y) } )
v=g (% ¥)

unde functiile fsi g sint continue
in D' i ecuatiile (1) pot fi rezol-

vate in raport cu x §i ¥ i i
A } (2) Fig. |
y=4y (4, ),

i a aceeasi directie
functiile o si ¢ fiind continue in D. Presupumnd cd axa OJ-J _argozst o Cuelie
fasciculul de drepte paralele, ecuatia acestui fascicul este x = = t

cu fascic le, ecuat
familiei de curbs corespunzitoare .
o (4, v) = const.

i cur iliei tre, cind constanta
inii i iel i ai curbele familiei noastre, .
i a? 'flLInCE'IeltCP Stmtv:l?g:'?le dintr-un anumit interval deschis (e, ().
: . At : @ ¢
membrul al doilea ia toa ! cw
‘g)l;cé aceastd constantd variazd monoton in («, ), atunci curba P
i e | asi sens. Sui _
e laseazd mereu in acelasi . _ _ : bl bl
o dg;isté ocinﬁnitate de transformari topol.oglce prlﬁ (_:al{:u(:%ilzeg: iy
drepte paralele, deci functia ¢ (u, v) nu c?ste unLvoc (E;;;zla I’E’;l;f a@. depindé b
a a iei familiei de curbe. ; inde LES
e e i P - functie continu
(c:)urba pe care ne aflim, avem evident @ = F (9), unde F e(s);eteoreZOh;a ok
si deoarece ¢ si © au acelasi rol, CCUEEIR @ = F('(p)vSEJ:Fp e
cu w, deci F este o functie strict monotona. Invers, dacd F e
¥ % A " -
si strict monotond, atunci impreund cu 3) .

F [0 (u, v)] = const.

: L S
este de asemenea ecuatia familiei de curbe considerat

i isi : laschke
1) Definitiile date pentru familiile de curbe, regele si {esuturi sint cele formulate de B1a
si Bol [l1].
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Sd ludm ecuatia (3) a familiei de curbe cu ¢ fixat. Fiecirei curbe din familie
ii atagim valoarea constantei din membrul al doilea si scriem lingd unele curbe
aceastd valoare (cota). In acest fel se obtine o familie de curbe cotate (fig. 2).
O familie de curbe poate fi cotati intr-o infinitate de moduri; in baza celor
ardtate mai sus, toate aceste familii de curbe cotate pot fi obtinute dintr-una
prin aplicarea unei funetii continue si strict monotone asupra cotelor acesteia,

Fig. 2 Fig, 3

Un sistem de doud familii de curbe din domeniul D se numeste o refea de
curbd, daci cite o curbi din cele doud familii se taie cel mult intr-un punct,

Rezultd ca prin fiecare punct al domeniului D trece cite 0 singurd curbi
din fiecare familie,

Domeniul D si reteaua de curbe trasatd in el pot fi transformate topologic
intr-un domeniu D’ respectiv in doui fascicule de drepte paralele cu axele de
coordonate, domeniul D’ fiind convex in raport cu dreptele paralele cu axele
de coordonate. Intr-adevir, fie ® (4, v) = const. si ¥ (u, v) = const. ecuatiile
celor doud familii de curbe. Transformarea definita prin ecuatiile

X=09 (4 v

y=4q (u, v |

este univocd si continui si din definitia retelei rezulti ci unei perechi de valori
(x, » ii corespunde cel mult un punct (u, v), deci transformarea este biunivoci
si continud, adici topologicd. Din definitia familiei de curbe urmeaza cd punctele
corespunzatoare unei valori date ale functiei ¢ (. v) formeazi un arc conex, deci
i a axa Oy si tot asa in raport

cu paralele la axa Ox.

Invers, orice imagine topologicd a unui domeniu si a dreptelor paralele cu
axele de coordonate trasate in el formeazi o retea de curbe, dacd domeniul e convex
in raport cu paralele 1a axe,

O retea de curbe formati din dous familii de curbe cotate poartd numele de
refea cotatd.

Trei familii de curbe formeaza un fesur intr-un domeniu D, daci familiile
luate doua cite doua formeazs refele de curbe,

Un tesut format din trei famili de curbe cotate se numeste nomogramd cu
linii cotate (fig. 3). .

- Nomograme cu ‘linii cotate. Sd notdm cotele curbelor celor trei familii
ale unei nomograme cu lini cotate in domeniul D cu X, y respectiv z. Fiind dati
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. L il
i loare pentru x si y, acestora le cores_pund CI'EC'O Cl:ltlbd igla%lerﬁqlhfls
e are se taie cel mult intr-un punct din D. Sa admitem el
e Cdr‘e ctie P; prin P trece o curbd din familia a treia, care a ek
g?;i;l?saigtil S]?)éci pe;‘echilor de valori (x, y) dintr-un anumit domeniu al p

-

Jui xy le corespund cite o valoare z s
z=f (x, »).

i nud. Ea
a i iat ca functia f este continud.
i itii Z tul 1 rezultd imediat ca tia oty
in definitiile de Ia punc e DAt R
ste ill? acelasi timp strict monofond*). Intr-adevir, si t[rdnsrm‘mt?:;sf"(?rmai S
ebt'lté X, z in paralele la doud axe rectangulare; ati.u]lmdte (.) ey
g(; ‘curbé’j‘formind cu cele doud fannlu' le_eﬂdrepte para iet s mu]t: sy
ste interséctatﬁ de dreptele acestor familii in cite un pufcl B
;*-- const., z este o functie strict monotond de x. La fe
— 2 { | :
B e C?ﬂgl{' figura 3 putem rezolva grafic ecuafia (4) si
b Sl i ili: trece
1 ajutorul nomogramet : 3 pL il
anungzl' ﬁJiud date valori pentru x g1 p, ciutam Curb'ac?tli?n fir:ta cu,rbei .
rin pljnc[ul de intersectie al curbelor de cote (liatle rsl el ol
% Zicem ci ecuatia (4) este ecuatia nomogramei dm_ i gut 5: e N
gramd este o reprezentare a ecuafiei (4)u (sauo 1:(;)):;5;@15 s 8 e
1 i i fi reprezentatd cu
Orice ecuatie (4) poate L
: e continud si monotond. : ‘ PR T
mncgfl’i[{rﬁséemonstratie alegem in mod arbitrar refeaua cota;a j,c ;m{ L
aralel cu doud axe réctangulare. Reprezentind graﬁclf ((\:’é }Y, Sl
i E 2 o gy, )
EC ffctmilie de curbe, pentru ca prin transfi)rmft ?adtoapcc;ac;%é o o
j ilic r aralele. Luin ot i
5 la o familie de drepte p 1 : e
se a%?ﬁ]%:?ﬂ 0 nomogrami cu retele, penfru ca tranﬁformaleiatg?al‘e ag topologicé
f,'?nt.e transformd reteaua y, = in paralele la axe, 1c1;5 traigfl e
£ v =Ff e reteaua x, z in paralele la .':uosi cuatis
et o fods ia ecat.
constru,itﬁ este evident ecuatia (4) de la care am p
Putem deci enunta

I eoremeé ] I ol (jHI([ ¥ eSs S1 Suficienitd Peﬂ“” ca ecuaria (4) sda
recesarda f .

s . C 1
f‘“? JeP]éZé”lﬂb“a cu o HOJJ?Ggla’ma cu IH?H colate este ca /“”C”a f sa ffe contmud

i i ii : i ru oricare doui
¢ Sr{;zcl‘;iabil'L z nu joacd un rol special. Fiind date valori pent
<l

. . " SR : ﬂ
ar lablleq ' d[o( rea core ariapil S€ poale cl
t[‘u cea de a tl cia Vv h la 1 .d
i 1rea Spl!nZdtOEll (& pen
V]d fe] de pe llOlIl()g]‘ama d[n I gLEla 3. Peﬂt! u a pl.ll‘le mn EHdelltﬂ IOIL![ Sl[[letl 1C

€l varia ,lle (e} ) Z I 4 b orma
]l 1 X, J1 scriem ecudt[a () su

Z, k

F (x, y, 7) = (5)

de F este o ctie co 1ua scuatia (5) este rezolva ild 1 raport cu fiecare
L1 st functi nti A Sl CUe ];1 ( ) t 1 ila in 1 P

i i inr variabild, aceasta
variabild. Rezultd cid, dacid rezolvim ecuatia (5) in 131}3?{t Sguc; g
devine o functie continuil si strict monotond de celelalte

i a (res i ri onolond), dacd ea
1) O functie de mai multe variabile se zice monotona (1espec\f;&;i§gﬁ%t Igentru e
este monotona (respectiv strict monotona) in raport cu fiecare 5

oarecare ale celorlalte variabile.
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Exemplu. Pentru ecuatia
i
kP (14 tg? @)+ p (k tg o — —3) =

intilnitd in rezistenta materialelor, avem nomograma aratata in figura 4, daci 0]

si p variazi in intervalele (20°; 45°) respectiv (0.4; 1). Pentru aceste valori ecuatia
datd satisface conditiile impuse ecuatiei (5). Ecuatia familiilor de curbe sint

i
3

YSieen, sy=— =f, e o au g

Eliminind din aceste trei ecuatii
pe x si p, regisim ecuafia data.

Observatie. Nomogramele cu
linii cotate nu sint precizate in
literaturd in sensul definitiei date
la punctul 1[27], [28], [26], [23]. Se
considerd in general trei mulfimi de
curbe cotate in planul u, v

f (”1 v, .\f) = O,

g, v, y)=0,
h (u, v, 2) =0,

unde functiile £, g, & sint presupuse continue (de fapt in tratatele de nomografie
se lucreazi numai cu functii derivabile). Din aceste curbe cotate se formeazi o
nomogramd cireia i se ataseazi ecuatia F (x, y, z) =0, obtinuti prin eliminarea
lui u si v din ecuatiile de maj sus. In acest fel se ajunge la afirmatia ci, daci
F (x, y, z) este o functie continud, atunci ecuatia F (x, ¥, z2) = 0 este totdeauna
rezolvabild cu o nomogrami cu linii cotate. Dar in acest caz curba x intersec-
teazd curba p intr-o multime de puncte, care poate fi densi chiar intr-un domeniu
plan si nomograma devine iluzorie, Conditia de derivabilitate nu modifici
acest fapt.

Prin restrictia impusi de definitiile adaptate 1a punctul 1, la nomogramele
cu linii cotate corespund tocmai ecuatiile z — f(x, y) = 0, in care [ este o functie
monotond si continud. Aici nu intervine derivabilitatea.

O nomogrami cu linii cotate poate fi supusd la o transformare topologica
oarecare, fard a modifica ecuatia ei. Printr-o transformare topologici convenabili
refeaua cotatd x, y a nomogramei poate fi transformati intr-o retea cotatd oare-
care. Ecuatia nomogramei fiind dati $i reteaua x, y aleasi, nomograma este
evident univoc determinata.

Prin alegerea adecvati a retelei x, y se cautd a avea o nomograma formati
din anumite linij simple (de exemplu drepte sau cercuri sau drepte si cercuri sau
conice ete). In aceasti categorie de probleme cea mai importantd este realizarea
nomogramei cu trei familii de drepte (problema anamorfozei),

Sd vedem intii in ce conditii formeazi trei mulfimi de drepte cotate o nomo-
grami cu linii cotate? Are loc

oo
on
&
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Teorema I, 2. S4 presupunem cd fiecare din multimile de drepte cotate
ay (x) u+ by(x) v+ (x)=0,
ay(y) u-+by(y) v+ e(y) =0, (6)
as(z) u—+by(z) v+ o5(2)=0,
in care ai, bi, ei sint functii continue respectiv in intervalele (¢i, £:;) (i = 1,2,3)

' ), convex in raport cu dreptele
acoperd domeniul simplu conex D al planului (u, 1), convex fznufzrﬁi;;e ;rde cg,rme
: ? i, 0 b s
(6). Atunci urmdtoarele condifii sint necesare §i suficiente pe

i i ‘amd linii cotate in D:
6) sd formeze o nomogramda cu . ] ) — o .
Y 1) doud drepte oarecare din aceeasi multime sd nu se intersecieze in D,

7 ibd nici g i comund.
2) doud multimi diferite de drepte cotate sd nu ar_ba nici ‘.O dig?(.'{ﬁcéci:; W
Aceste conditii sint evident necesare. Pentru a argia ca sint 51 5(6) S
s A M a ~, 1€
i a iti atre a sine faptul ca fiecare ecuat
observim cid conditia 1) atrage dups? : ; : e
rezolvatd univoc in raport cu Xx respectiv y respectiv z. De exemplu,
x = (u, v) solutia primei ecuatii. Transformarea

x=q (u, v } @

-],! = -
i 4 i in r u sy
este univoca si continua. Ecuatiile (7) pot fi rezolvate univoc in raport ¢ 3

by &) y+ & (%) i
Uu— — o
ay (x) )
Y= J’J
deci transformarea (7) este topologicd. Ea tra11sf0r111£“1dpn'imafmu];im€ cl)e f(rjlfﬁli)[%z
i ¥ a ax i a Itime de drepte formeazi i
6) in paralele la axa Oyp, deci aceastda mul te fo ! :
((ie) drep]t)e si la fel celelalte doud multimi de drep_tt? (6). Avm_c} in Ve?erf‘cidf‘a(}gi‘iﬁ
drepte diferite se taie intr-un punct cel mult, conch'glal 2) asigurd cd cele t]g_ fa;ni[ﬁ
de drepte (6), luate doua cite doud, formeaza retele si prin urmare cele trei

a a inii ate. :
formeaza o nomogramd cu linii cot = e s
Ecuatia nomogramei formata din dreptele (6), conditiile teoremei I, 2

satisfacute, se scrie astfel
a(x)  b(x) ¢ (x)

a0 B @@ (=0 ' ®
as (z) bs (2) c3 (2)
i . b .
sau schimbind notatia functiilor % —ifis ci =g, (i=12,3),
filx) &) 1
L) &0 1 =0. 9)
f2(2) @ 1

Ecuatia (9) poartd numele de ecuatia luii Soreau. Condffm' necesard i S”fv)"
cientd pen'n-'u ca o ecuafie (4) (f (x, y) fiind o functie continud si strict inonot)(:;(;d
sd  fie reprezentabild cu o nomogramd cu drepte cotale este ca ea sd se [

serie sub forma (9).
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Conditia necesard si suficientd pe care o ecuatie trebuie sa indeplineasci pentru
ca sd se poatd scrie sub forma ecuatiei lui Soreau a ficut obiectul multor studii
s1 poartd numele de condifia de anamorfozd. Ea a fost stabiliti de Gronwall
[15] si are o forma foarte anevoioasd; se exprima prin existenta unei integrale
comune la un sistem de doud ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea (pe
care nu l@: scriem deoarece nu se leagd de cele ce urmeazd). Amintim doar ci
S. V. S| mirnov aardtat ca aceasta conditie poate fi verificatd prin operatii de deri-
vare §i eliminare [36]. Dizertatia aceluiasi autor adinceste problema p'osibiJitﬁtii
de anamorfozd iardsi in conditii de derivabilitate [37]. Pentru o serie de cazuri
particulare sint cunoscute conditii mai simple (cu ipoteze de derivabilitare).

3. Nomograme cu puncte aliniate. Fie
i) (10)

o functie continua si strict monotona, definitd in intervalul («, B) si (a,b) intervalul
valorilor lui w. Dacd atagim fiecdrui punct al intervalului (a,b) de pe,axa Ou valoarea
x corpspunzétoare (si marcdm pe (a,b) valori ale lui x in progresie aritmetica),
atunci obtinem o scard rectilinie. Ecuatia (10) se numeste ecuatia scarii. Intervalul
(a,b) este suportul scdrii. Din monotonia functiei f(x) rezulti ci valorilor diferite
ale lui x le corespund puncte diferite pe scara.

In mod analog ecuatiile

u = f(x) i
¥ = g(X) )

definesc o scard curbilinie in planul (u,v). Presupunem ci functiile /'si g sint continue
pentru o << x << si cd la valori diferite x corespund puncte diferite pe scard. Arcul
de curbd definit de ecuatiile (11), numit suportul scdrii, este atunci un arc simplu
sau jgrdanjan (imaginea topologica a unui segment de dreapta). Scara curbilinie
este imaginea topologicd a unei sciri rectilinii.

O nomogramd cu puncte aliniate este figura duald a unei nomograme cu drepte
cotate.

Sa considerdim o nomogrami cu drepte cotate si fie (6) ecuatiile dreptelor co-
tate; aceastd nomograma rezolvd ecuatia (8) sau (9), pe care o scriem z — fx, ).
Sa aplicim planului ei = o corelafie (fig. 5). Prin alegerea convenabild a sistemului
de coordonate proiective in planul transformat =, o dreapta p din = se transforma
i:}tr-un punct P din =" avind coordonate punctuale egale cu coordonatele pliicke-
riene ale dreptei p. Familia de drepte cotate x are coordonatele pliickeriene

neomogene

—

4y (—Y), 5 Gdi= by (x ,
¢ (x) o (x)

J1(x) =

dc-:c1uea se transforma 11}_locul geometric al punctelor cotate [ f; (x), g, (x)], adici intr-o
scard x (deoarece functiile f; (x) si g; (x) sint continue si la doud valori diferite ale
lui x corespund drepte cotate diferite deci si puncte diferite). Familiile de drepte
cotate y_@i z se transformd de asemenea in cite o scard. Un sistem de valori x, y, z
atunci si numai atunci verifica ecuatia z = f{(x,y), daci dreptele cotate corespuﬁza-
toare p.q.r, sint concurente, deci atunci si numai atunci cind punctele P.Q.R de
pe cele trei sciri cu cotele x,p respectiv z sint coliniare.
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Prin urmare o nomograma cu puncte aliniate se utilizeaza in felul urmitor:
daci se dau valori pentru x si y, unim printr-o dreaptd (rezolvanta) punctele scirilor
x 5i y de cote date si citim cota punctului de intersectie al scirii z cu aceastd dreapti
Nomograma se utilizeazi in mod analog, cind se dau valori pentru alte doud variabile,

Conditiile 1) si 2) ale teoremei I, 2 se traduc in conditiile necesare i suficiente
pe care trei sciri oarecare trebuie si satisfacd pentru ca ele si formeze o nomo-

Fig. 5

grami cu puncte aliniate. Observind ca punctelor domeniului D le corespund in
figura duald mul{imea de drepte rezolvante, conditiile 1) si 2) devin:
1’) O dreaptd care intersecteaza o scard in doud puncte sa nu aiba nici un punct

comun cu o altd scard;
2') Scarile sa nu aibe puncte comune.
Conditia 2") rezulta din 1'). Dacd supoartele scérilor au tangentd in orice punct

atunci conditia 1”) sz poate inlocui cu

1") Tangentele scirilor si nu taie celelalte sciri.

Din punct de vedere practic nomograma cu puncte aliniate este mai avanta-
joasd decit cea cu linii cotate, pentru cd atit constructia, cit si utilizarea ei este mai
simpld. Insd nu orice ecuatie reprezentabild cu nomograme cu linii cotate este
rezolvabild si prin nomograme cu puncte aliniate. Nomogramele cu puncte aliniate
rezolva exact aceleasi ecuatii ca si figura duald, nomograma cu drepte cotate, deci
ecuatiile anamorfozabile (cele ce pot fi scrise sub forma (9)).

Fard a ne mai referi la figura duald, ecuatia nomogramei cu puncte aliniate
poate fi scrisd si nemijlocit: fie
u=f, (x) | u=fy (y)} u=fy (2)}
=) ] Ve K 0) v= g (2)

ecuatiile celor trei scari. Relatia intre cotele x,p,z ale punctelor P,Q,R situate pe

aceeasi dreaptd rezolvantd este ecuatia (9).
O nomogrami cu puncte aliniate poate fi supusi unei transformari proiective

oarecare.
Unele sciri ale nomogramei cu puncte aliniate, sau chiar toate, pot si fie rec-

tilinii. Intelegem prin gemul/ nomogramei, numirul scarilor curbilinii.
Nomograma de genul ( revine totdeauna printr-o transformare proiectiva

convenabild la tipurile reprezentate in figurile 6 si 7.
In figura 6 avem o nomogramd cu trei sciri paralele.

17—c. 70
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Fie
O, P=F,(x), 0,Q =f,(3), O3 R =/, (2)

ecuatiile scarilor. Se vede imediat ci intre cotele x,y.z ale punctelor P,Q,R situate
o 2 )

pe aceeasi dreaptd rezolvanti avem relatia

s H(z) = F(x) + G(y), (12)
Pl = 2 o 6= —% pon .
FATTEC 5 detd, 2 ), (2) = /. (2).

Fig. 7 Fig. 8 Fig. 9

Functiile £,G,.H sint1 continue si strict monotone ca si f;, f;, Sy 3 functiile lor inverse
se noteazd cu F ', G~ ', g 1.

Prm alegerea conve'nal.)ilé a scarilor putem rezolva orice ecuatie de forma (12)
cu ajutorul nomogramei din figura 6. Ecuatia (1 2) va juca un rol fundamental in
cele ce urmeazi; ea se mai scrie

z=H[FE)+ GH. (13)

Functiile de doud variabile definite de ecuatia (13) vor fi numite pseudosume.

In figura 7 am reprezentat nomograma Z, formati din doui sciri paralele si
una l?ecanita. Fie 0,0, =asi 0, P = f; (x), 0,0 =/ (»), O1 R = f, (z) ecuatiile
sclartl'or. ntre cotele x,y,z ale punctelor P,Q.R situate pe aceeasi dreaptd avem
relatia :

Ui (Z) 1
R e
P T Ly

Functiile

F(x)=Inf(x),G(y) =In 1 , H(z) = In f3(2)
fa () a—fy(2)

sint continue si monotone. Cu utilizarea lor relatia noastri devine

H(z)=F(x) + G(y)
adicd tot de forma (12).

.
>
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Prin urmare nomogramele de genul O reprezinti totdeauna pseudosume si
orice pseudosumi poate fi reprezentatd prin astfel de nomograme.
Nomogramele de genul | pot fi aduse la tipul aratat in figura 8 printr-o trans-

formare proiectiva. Ecuatiile scarilor fiind date,
u= 0 } W= a = u r—'f3(z)}
ve=fr &F) =) v = g (2)
ecuatia nomogramei este
0 filx) 1
a L) L =0
| D @@ ]

sau
: Sf5(2) —a 25(2)
L) =" - fyl) + a2
f3(2) J5(2)
Introducind noi notatii pentru functii, ecuatia nomogramei devine
G(y) = H(z) F(x) + K(2), (14)
numita ecuatia lui Cauchy. Daca se di o ecuatie de forma (i4), putem calcula functiilg
£, fo(0), f3(2), gs(z), care determina scarile §i putem construi nomograma ecuatiei
date. Deci o nomogrami de genul 1 reprezintd totdeauna o ecuatie Cauchy si orice
asemenea ecuatie poate fi reprezentatd cu o nomogrami de genul 1.
Fie
u = fo(y) =0
v =g(») v = f3(2)

Ecuatiile scirilor nomogramei cu puncte aliniate de genul 2 (fig. 9). Ecuatia ei este

fl(x) gl(x) 1
L &y 1| =0
} 0 f3(2) 1

u = fi(x) }
v = gi(x)

sau
.fl(x) gz()’) 7)(20)) gl(x) . (15)

Six) — fo(»)

Ecuatiile reprezentabile cu nomograme de genul 2 sint cele ce pot fi scrise sub
forma (15). )

Ecuatiile reprezentabile cu nomogramele de genul 3 sint ecuatiile anamorfo-
zabile, adicd acelea care pot fi aduse la forma ecuatiei lui Soreau (9).

Se cunosc conditii exprimate cu ajutorul derivatelor partiale, care sint necesare
si suficiente pentru ca ecuatia z = f(x,y) si fie echivalentd cu (13), (14), (15) res-
pectiv (9). Am amintit deja cd aceste conditii sint cu totul incomode in cazul ecuatiel
(9) a lui Soreau, ele sint de asemenea destul de complicate pentru ecuatia
(15). Dam aici conditiile numai pentru ecuatiile (I3) si (14).

fs(z) =

1%
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® . TeaSescmand 2

Condifia lui Saint-Robert [32]. Conditi i si
’ lia i 132]. 1{1a necesard si suficientd t i
f(x,p), admitind derivate partiale pina la ordinul al treilea, si fie d]gele;l]lac?lgl-)mgs%:g
e fi(ny)
iy g
xdy [, (x,y)

(16)

e 11 m <« d cl e d ¢l
(6] 1 S €
S ve ' cd (Cd)lat cd a easta coi dlt[e este necesara. ] enfr u a arata ca ESte

2@ :
B ) o
sau
f‘;(x,Y) pley . o (y) (x)
’ = gtflr), ev = X) * i
15 ) "o 3
Notind E 111 .
‘l: 4
S%mm:Fm»S%mm—cm;®&w=F®+G@’
iy Yo

(17) se scrie
S () B @, (x, y)
[y603) 0, y)
sau
0. D) _
d(x.p) '

de unde rezultd ci f(x y) =" [P ( =3
. e S X, )] = H " [F(x) + G ().
Dacd admitem numai existenta derivatelor partiale derord(ijn)L]ll intii £ si f

tl][]C (6] ltla necesara si C1 E, a 1 “e de l() ma ]3
a 1 COI d S Suﬁ cﬂ‘d entru c H 4
fLE clia f(.\, l) sa ( )

fi(x, )
Sy e 3)

COIIdllld necesara si SuﬁClBllfa pent!’u ca e le — 3
Cua(. d Z f(—‘ ]) sd “e BC]!H&]EIItd
Cu o ecuatie (14) (dHCSl- fl‘ S1 fy GXISt’d) este urmatoarea :

75 %)
7, (x, )
Conditia (18) este necesard: derivim ecuatia (15) in raport cu x si 1

H (@) F () + [H' ()F(x) + K @] fo (x, ») =9
—GCO)FHIE Q) FX + K @lf (6 ) =0

= A (x) B ().

=AX) - B(y)- CIf(x )] (1)

13
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i prin impartire obfinem

f e Touis
S F(x) - CH(z)= A(x) - B() - C[f(x. )]

JMES) GO
Conditia (18) este suficientd: prin schimbarea de variabila
1= \A(f)df———F(x)
o
¥
di
# === i =iy )
.\ B (1)
Yo
ecuatia z = f(x,y) devine z = ¢ (u,v). Fixind pe z, aceste ecuatii definesc pe y ca

functie de x, respectiv pe v ca functie . Atunci avem

dy f:(x,y)
—_— == :—A,' - B . -
PSR g ey e

si
dv 1

s oAy A __ BO) [— A(x) B(y) - const.] = const.,
du i{ dx A(x)

deci pentru o valoare x fixatd, v este o functie liniard de u
v= H(z)+ u+ K(2).

Rezulta
; G(y) = H(z) F(x) + K(z).

Problema caracterizirii claselor de functii (13), (14), (15) si (9) in conditii numai
de continuitate si monotenic (fird a presupune derivabilitate) este foarte putin

studiata.
in capitolul IT vom da asemenea conditii pentru clasa (i3) a pseudosumelor.

O subclasi a lor a fost caracterizata de J. Aczél prin ecuatia functionald a bisi-
metrid, ;

4. Ecuatia functionali a bisimetriei. Fie z = f(x,y) o functie definita pentru
x si y € [ee.p] siavind valori tot in [w, B] (se zice cd functia f{x,)) este o operatie).

Conditiile
a) [ este continud in dreptunghiul o < x, y < B;
b) f este strict monotond;
c) f satisface ecuatia functionala a bisimetriei:

Sffux), ] = f11wy), fx0)], x,p.u,y €[of] (19)
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sint necesarc si suficiente pentru ca si avem
Fx.y) = H= [a H(x) - b H(y) + ¢, (20)

unde H(x) este o functie continui si stri
. ¢ Inud si str a ii
e as ict monotond [3], [7]. Functiile (20) au fost
Acest rezultat al lui J. Aczé
o al | - Aczél se enuntd mai scurt ii i
z \ . . ) Et :
§i stlll:ct mg;m[one ale ecuatiei (19) sint date de formula ?1)58)[ et
un for a T) Ele
o nonz:(t;l ea(20) f'ormeazg 0 SI‘Jblclasa in clasa de functii (13). Ele sint reprezentabil
. voir me cclil puncte ahmat_e avind trei scari rectilinii omotetice g
o ;ip;ﬁ;tgiildsr(‘)nStr{a%a lui Aczél, deoarece in capitolul IT] v;)ln regasi
el metode mai generale. | imb ardtim aici care s
probkmﬁe, care l-au condus la acest rézu%tat e PRI s gl jars i
.N. Kolmogorov si i .
' .0 $1-4 pus in anul 1930 problema izvoritd dj '
tica matematica de a caracteriza axiomatic functiile b e

MH (xl‘ .‘\'21 ¥ e aa ,Xn) = F."l (M_ . —f— [,{x”)J

n

(21

(Llnde .l X) este (0] ju ICt (% C()nt n da D
( ) 5 | mua si sti lC' monoton ), numite lledll C:lasi(”ffnfef]ce
SLa dat urme toa] ea bOIUtle —-1 ] . C()l]dlt] le necesa 3 ]} <l
re si Sl.ll ciente entru ca 1[” C“l]e
Mn( 15 V33 = s oy '?L) ( £ 3! ) ‘
X X \ fl — 2 L Sa he cvasiari metice sint :

a) M, si fie continuu si strict monoton -
b) My si fie reflexiv: M, (X, x) b X
c) M, simetric Wiy 2 b}
d) M, asociativ in urmitorul sens:

M, (o
i (Yl’ Koo o vey Xy Nhit1s + ot :xu) = A’[H‘ [Mff (XL . e '\'l-) M, (\' X )
Fiarlty (A S NCISRCH T, 7/ IS
Mi(Xyy o0 X0), Xnpt, ..., Xl ’

o c;\l/g nlq\;ia ﬁ;!nﬁ;]ﬁ;ﬁﬁdj[ég? Iaiacel'd& I‘EZU[tEﬂ_ indepg:ndent de Kolmogorov
ime st 21 -It n urm‘a‘_lucrarﬂ(')r lui Kolmogorov si Na-
s cxpune;e : gn:aceil'jetanl de' teoria mediilor, care continua si apara

ety Om u. si bibliografie se gaseste in lucrarea [6].
em el S ol Car'g (t) T OV presupune ca Fungtii]e M, sint definits
anumit n, de exemplu »# = 2 (caiﬁlefr?[z;zg 1;1:\]!;:{52'6 o ldeﬁmte e vk
a reusit sd inlocuiasca conditia d) cu ecuatia bisim::lti‘(i)éi [%3],C ?g]ullﬁlj ir)l;lafecszlil

tiile ecuatiei i is iel i
t atiei functionale a bisimetriei cu conditiile suplimentare de reflexivitate
2

S0e,x) = x, si simetrie, f(x,p) = P ey
et f‘unc;ﬁle' » f(x,9) = f(y,x) (pe lingd continuitate §1 monotonie sgrictd),

fo =gt [AO+HG |
i (22)
undeS H(x‘) e o func}ie continua si strict monotoni
-a ridicat atunci problema rezolvirii ecuatiei (19) fird aceste doud conditii

suplimentare. Aczél a reusit si i
r s1L sd puna la o parte intii simetria, gisi g ii
reflexive ale ecuatiei (19) sint functiilc( PSS B e

.f(x.y): H'[pHE@ +qHQ). p,q >0, gt @3)

1H
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numite medii nesimetrice interne si apoi printr-un nou artificiu de calcul a ajuns
la rezultatul enuntat la inceputul acestui punct.

Conditiile de bisimetrie, simetrie si reflexivitate impuse functiei continue si
strict monotone f(x,y) pot fi inlocuite cu singura conditie de autodistributivitate
strimbd

S Gy, ] = fIf (@ ), f (3, D, (24)

precum a aritat Ryll-Nardzewski prin rezolvarea ecuatiei functionale
(24) [31], si Knaster in mod direct [20].

Functiile (23) formeaza o subclasd a functiilor (20) si pot fi reprezentate prin
nomograme cu trei sciiri rectilinii, paralele si egale, avind originile lor (punctele
0,,0,, 03, pe fig. 6) pe aceeasi dreaptd si scara z intre scirile x si y; iar functiile (22)
formeazi o subclasd a functiilor (23) si pot fi reprezentate cu nomogramele de mai
sus in care scara z este tocmai la mijlocul scirilor x si y.

5, Problema caracterizirii pseudosumelor prin ecuatie functionald. Functiile
(20) au putut fi caracterizate printr-o ecuatie functionald, anume prin ecuatia bisi-
metriei. Se ridici in mod natural problema de a caracteriza tot printr-o ecuatie
functionald functiile mai generale (13), care constituie o clasa de functii, funda-
mentald in nomografie. Problema a fost formulatd de J. Acz¢él intr-o lucrare
din 1952 [5]. -

n aceasta privinti M. HosszU a gisit urmitorul rezultat [16], [17]: Solu-
tiile strict monotone si cu derivate partiale de ordinul intii ale ecuatiei functionale

cu trei functii necunoscute de cite doud variabile

Slg @, ),k (y, V] =f1g (u, ), h (x, 7)] (25)

sint functiile

fx,»)=H "[F(x)+ GO
g(x, y) = Fj [L (x) + N ()]
h(x,y) = G [N(x)+ MO

Ecuatia (25) poate fi privitd ca o generalizare a ecuatiei bisimetriei.

Rezultatul lui Hosszi nu este satisficitor din doud motive: 1) presupune deri-
vabilitate, 2) dacd vrem si-l aplicim, pentru a decide dacid o functie data e pseudo-
sumd sau nu, atunci pe lingd aceastd functie mai intervin doud functii necunoscute,
ceea ce face aplicarea imposibild.

in capitolul 11, vom caracteriza pseudosumele cu ajutorul mai multor conditii
echivalente, una fiind o variantd particularizatd a rezultatului lui Hossza, fara
interventia altor functii strdine si aceasta in cazul continuitétii si a monotoniei
stricte, ceea ce va permite o aplicare usoard in capitolele urmatoare.

Pe aceste conditii se bazeazd metoda noastrd de a rezolva ecuatil functionale
cu mai multe variabile, dezvoltatd in capitolele III si VI si care constd in a ardta
cd solutia ecuatiei functionale respective este o pseudosumi. Vom rezolva cu aceastd
metoda si ecuatia (25) pentru functii continue si strict monotone.

6. Ecuatia functionald a asociativititii a fost considerata prima datd de Abel

[1]; ea se scrie astfel:

(26)

I G ), =[x [ D] @7
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= NN el e

X, y. ¢t fiind numere oarecare din intervaiul de definitie (2. 8) al o ratiel f.
irezolval aceasta ecuatie in ipoteza ci £ ‘ S St L
are castd H1€In 1poteza cd f (x, y) este o functie simetrica transformind
intr-o ecuatie diferentiald. Solutia ej este : , \ "

Je ) = H7 [H (x) 4 H(y)] @Y

Functia (27) poartd numele de Cvasisume

J. Aczél aaritat ca acecasi solutie, daca
el derimbﬂitzti;dt? cd avem dcecdfjl solutie, daci nu se presupune nici simetria
5 f » 1 8¢ presupune doar continuitatea sj i icta

: b : : u doar 4 §1 monotonia stricti [4].

Pentru_ cazul In care admitem ci numirile mtervalului (o, 3) formeazi : i
operatia f{x,y), solutia (28) a fost dati deL.E.J. Bro ulw e (i E:Zﬂ i et
_ L f : . S intr-un gro -
tinu \1{1md|mellml0nal s¢ poate introduce un parametru aditiv) [12] e
Sy ?En g)eggm acest rt}zu]lat In “capitolul IIT de doud orj- I) cu metoda noastra

rala, emonstrind direct ci din asociativi 5
enerald, . mor _ [ ociativitate rezultd simetri ajutor
cdreia bisimetria si solutia urmeazi imediat, e i 2

Acest rezultat permite tratarea ecuatiei functionale

¢+ =1 lp ), o), (29)

unde f'este o functie de doui variabile dati s i
k ) ct . iabil $1 ¢ (x) functia nec i i
(31) gE:neArahzeaza"ecua;la'ftmcponalﬁ a lui Cauchy rp('_\';ﬁ‘v) u:nc:os(c;f)t:mf »})3 e

Cautind solutiile continue $i strict monotone @(x), notam o= H(Pr;(zvf)ﬁu

@(¥) = v; atunci (29) ia forma
f(lf, P) = H‘l [H (H) -+ H(p)}. (30)

Deteg:::ﬁ;;?elm cp_?in (29) este echivalenti cy determinarea lui A din (30). Deci

HI'e urmatoare sint necesare si suficiente pentry i s admits

© solutie continud si strict monoton - ' & g ol bl
T 5 a: 1) f(x,y) s fie con i stri

%) Forw) o b (x, ) ontinuu si strict monoton

CAPIPRON T Ir

CARACTERIZAREA PSEUDOSUMELOR

1. as ; .
Pen(i(;ﬁdlﬂl;urgentru ca o functie cu doui variabile si fie o psendosumi
gurarea exprimarii vom intrebuinta i ¥ i
e ta noftunea de pseudosumi in
Definitie. Functia z — i ita i
Definifie. =7(x,»), definitd in domeni i i
M Mt . nul D, se zice pseudosumad,

Jx,3) = H7' [F(x) 4 G (7)] (1)

S1 dc.ca fLI]lCtIll de (0] arl‘ab]la FG H lt cOo I mor ()‘HI c.
1 € V : 27, S11 n“nue SI St 1Ct
UI’II]EltOdI‘Cd COl’ld]tle este e\'ldCDta .
Coﬁdlf ia E ; D()me]][l.ll 'c‘l]OI‘]l i i C d I I
/ . V 01 le ICUGI ] 01
(\) G( ) ( }) {11 e fo te nume lIe dC fO ma
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Funciia F(x) + G(y) este definitd in dreptunghiul R, circumscris domeniuluj

D (fig. 10). Liniile de nivel ale functiei F(x) + G(y) trasate in R, care au puncte
in D, acoperd un domeniu D’D D. Definifia (1) poate fi extinsd pe D’

Pseudosumele (1) satisfac
Conditia T: f(x;, yy) = f(2xg, 11 flxy, ¥3) = Sy, 1) =D fixy, 1) = X3 )9
Intr-adevir, in baza monotoniei functiei H, din relatiile

H ' [F(x) + G(r)l = H ' [F(xy) + G ()],

HH[F (x) 4 G ()] = H™ ' [F(x,) + G (3)]

urmeaza
F (X)) 4+ G (o) = F(xg) + G(1), Flxp) + G(y3) = F(x3) + G (),

din care obtinem prin scadere
F(xy) + G (p3) = Fxg) + G (o)

sau

H ' [F(x) + G ()] = H ' [F(xg) + G ().

Conditia 7 atrage dupa sine in mod evident

Conditia B: f(x1, yo) = f (%3, y1), flxy, ya) = f (x5, y1) = flxa, o) =D
:>.f(x2 » yB) :f(xa ’ J’z)-

Interpretarea geometricd a acestei conditii din urmi este urmdtoarea: liniile
de nivel ale functiei (1) si paralele cu axele de coordonate formeazi impreund un
tesut. Fie S (xy, 15) s1 L (xp, y3) doud puncte pe dreapta x=x, (fig. 11). Paralela la
axa Ox dusa prin L taie linia de nivel prin § in M, paralela prin M la Oy taie
paralela la Ox prin S in N, linia de nivel ce trece prin N si paralela la Oy prin S
se intersecteaza in P, iar paralela la Ox prin P si linia de nivel prin § in @ si in
fine paralela la axe prin © si S se taie in R. Conditia B exprimi proprietatea punctelor
L si R de a fi pe aceeasi linie de nivel, sau exprimat altfel : exagonul curbiliniu avind
ca laturi si diagonale linii de nivel si paralele Ia axe se Inchide. Acest exagon curbi-

liniu se numeste figura lui Brianchon,
Prin urmare conditia B exprimd faptul c¢d toate figurile Brianchon situate in

D se inchid.
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In teoria tesuturilor exagonale se demonstreazi cd, invers inchiderea tuturor
figurilor Brianchon atrage dupd sine ci functia continui $1 strict monotond /(x, y)
este o pseudosuma [11]. Ddm mai jos o demonstratie simplificati a acestei teoreme.

Sd presupunem cid z = f(x, V) este o functie continui si strict monotond in
domeniul D si ci satisface conditia B. Vom demonstra ca S (x, ¥) este o pse-
udosumi,

Putem admite fird a restringe generalitatea cd D contine in interior originea
axelor de coordonate si /' (x, y) este o functie crescatoare in raport cu fiecare variabili

independentd, cdci printr-o transformare
liniard convenabili a acestor variabile
. se poate ajunge la acest caz.
B R & o Alegem o linie de nivel a functiei
e S(x,»), care taie axele de coordonate in
punctele 4; si B, in asa fel ca domeniul
OA, By sa fie in primul cadran Si interior

O, ‘D.i - O,

22 SAANEEN ) & lui D (fig. 12). Linia de nivel dusi prin

i punctul de intersectie B, al paralelor

& NB N5 la axe prin 4, si B, taic axele in A, si C,.

Din conditia B rezultd ci figurile lui

Brianchon se inchid, deci punctele de

I ON AN AKX 2N Z x intersectie B; si C, ale paralelelor la
axe prin A, si By respectiv prin A; 51 G,

Fig: 12 sint situate pe aceeasi linie de nivel, care

taic axele in A4, si D,. Punctele By, €
si D, obtinute in mod analog sint de asemenea pe aceeasi linie de nivel. Conti-
nuam aceastd operatie pind ce toate punctele de intersectie ale paralelelor la
axe, deja desemnate, nu se afld in exteriory] partii din primul cadran al dome-
niului - D. Putem face aceeasi constructie pentru celelalte cadrane; fie de
exemplu C; punctul de intersectie al liniei de nivel prin By cu paralela la Ox prin
Cy; B, respectiv A_, intersectia paralelei la Oy prin C; cu paralele la Ox prin B,
respectiv O ; punctele B, si O se gasesc pe aceeasi linie de nivel etc. Notim cu Xi, 1
abscisa comuna a punctelor A;. Bii1, Ciye,..., cu Y;, 1 ordonata comund a punctelor
By cu y, , ordonata punctelor Cj, etc. $i cu z;,1 valoarea comuni a functiei z =
= f(x, ) pe punctele A4;, B;, C;,...
Definim functiile F(x), G(y) si H(z), pentru moment in punctele discrete x; 1,
Yi 15 %1, astfel

Flxi 1) =1, GOy ) =i H(zi 1) =1
Atunci z = f(x, ) satisface in virfurile refelei construite relatia
HIf(x, 2] = F(x) + G (p). )

_ Din monotonia stricti si continuitatea Tuj f(x, y) rezultd ca sistemul de ecuatii
_f(z,[ﬂ) = 21,1, /(. 0) = (0, B) are o singuri solutie o, si 0 < o < x;, 0 < B< .

adica pe lm%a de nivel 4, B, existd un punct unic B; cu proiectiile pe axe (4; si B))
in B; si B, are celelalte doud virfuri (B; si C3) situate pe aceeasi linie de nivel, cici
_exagoml! CLlI'bl]ll]'ll.l C3 By By A1 A, B; trebuie sa se inchidd. Tot asa, daca B, este
Intersectia dreptei B By cu linia de nivel 4y By si A3 proiectia lui B; pe Ox, atunci
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punctele Bs si A3 sint situate pe ace_ealgi_].inie de DjVel. C(-)n'T:llnun::ali(!::[ii‘tare:gil;i

structie, obtinem o rafinare a retelei initiale. Notim eciapll e pFin Ben

rafinate cu x — Xi,2 S1 Yy =), 55 Avem Xaka = Xk, 1, Voo = )’f"j l.t ui qu,ﬂ.g iy

functiei f(x,y) pe liniile de nivel trasate in reteaua rafinata; atunci Zars = Z,
Definim pe reteava rafinata:

i
)=
w i (52) .

;
2

¥ Gl = % G (yip) =

: : i 4 Kt
irfuri i initi finite mai inainte) si observa
(pentru virfurile refelei initiale avem valorile de g

a relatia (2) incd are loc. \ 4l e )
3 Co'ntin(uﬁm indefinit aceasti operatie de rafinare a retelelor. Ld. al = pi_
i = X aen — Vhn—1. Z2kn —
obtinem multimile {xin}  {yin}, {Zin} $i Xown = Xn—t, Yo “Jl it;ilnt in 7
= 'z;- »_1. Definim valerile functiilor F, G, H respectiv pe aceste multimi,
, . - r.
i : i e
F(-\‘{,rl) — ’)_" . G(,.vi,n): ? 5 H(-—l,n) 21’1 N
celei te si din r aa (n-1)-a
in acest fel pentru virfurile retelei a n-a, care fac pz})ne si d1'n] al beit,l;autmn(l to)agé
avem valorile vechi. Se constatd imediat ca relatia (2) este va p
a
virfurile de retea. )
isele 2 P
Abscisele xy,1, X100 0 0 Xioe - - ale puncte]qr {Al, 1, it,ﬁ e
tive si formeazi un sir descrescitor, care deci are o limitd :

fxtne yin) = f(x1,n-1,0)

Sx1n, 0) = f0, yin)- . ) 5
Din a doua egalitate urmeaza, in baza continuitafii i r}loncztgmex stllg‘f\eincar 1Jn{|:1b
are de asemenea o limitd cind 7 — co, pe care o notam y-. Facmd :1—: d Apdoua
egalitate, obtinem [ (x*, y*) =f (x*, 0) si folosind mi)not(())ma, y* =i0;

L] b 3 2 ] ? % 2 =)
i i *, 0) =f (0,0), x* =0.
te devine, pentru n— 0, f (x7, 0) = ) =0. e

egahtsaé consider,ﬁr% un domeniu OAB 1nter101‘n]u1 D, marginit d_e axi:tlﬁn S;: ?2 \
donate si de o linie de nivel AB, A filnd un virf de rf:gea. étuncm mult 7 gIclér;;t
este densi pe segmentul OA, cind 7 §i n variazd. Cici dacd presupunem c

segment contine un interval (y, 8) lipsit de punctle x,;,n, ﬂtu[(l:)l penAt[rf}Jl fggcarleg’;
determinim k — k (1) astfel ca (v, d) si fie cuprins intre Aj 5 (ﬁ)“ ( tg :

ini i in A" taie Oy in OV, iar paralela la Ox prin Qp’ intersec-
Linia de nivel prin A4;° taie O) By par: Fa i
teazd linia de nivel prin A{2; in QF}:; proiectia punctului Qx¥i pe Ox est

tocmai A{". Tinind seamd cd pentru n - o0
r(c“) QE”L = OAI(u) = X4 0, 2
icti i 4 i cd punctele de
avem Ag:!') AE.-’331 — (), in contradictie cu ipoteza noastra. Rezultd cd p

retea formeazd o multime densd in 'dom_em.ul_ OAB. i
" §3 ludam acum un domeniu OMM™*, marglmf de axe si de -
despre care nu se mai presupune cd trece prin v1rf:1.1r1 ldc reggjw M§
ci virfurile de retea formeazd o multime densd si pe. m:l il e
ajunge sa demonstrim cd M e un punct de acumulauat pf[f'r:ﬂ e 'stupg
punctelor x;,, situate pe segmentul O/_VI. S;{presupunem conorabl cie;i 3 e
¢ situat la stinga punctului M. Stim ci & e dens pe : g

=1 sint pozi-

R

de nivel MM™,
14). Si aridtim
Pentru aceasta
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punctele Q' si Q" din 8 astfel ca dreptunghiu!l Q'Q“RS si aibi virful S pe
dcecasi linie de nivel ca si Q" si virful R sa fie in domeniul OMM*Q*, Din
felul in care am construit retelele rezulti cid R si R’ sint virfuri de retele, adica
R' € 8 in contradictie cu ipoteza Q — sup 8.

Sd acoperim domeniul D cu domenii D;, mirginite de paralelele la axe s
de cite o linie de nivel. Din cele demonstrate mai inainte urmeaza ci daci un
Dj contine un punct de retea, atunci multimea punctelor de retea e densi in
D;. Rezultd imediat ci virfurile de retea formeazi o multime densd in D,

Functiile F, G, H definite pe multimile dense foo b {v, .}, {zin} sint functii

continue si monotone pe aceste mulfimi, deci definitia lor poate i extinsd prin

£y v
fahd
QI
5) R
—91 @ AR M

] 3 >
H, fiind astfel definite, sint functii continue si strict monotone si verifica relatia (2)
pentru toate valorile (x, ») € D, ceea ce se vede trecind la limita prin puncte de
refea. Deci am demonstrat :

Teorema II, 1. Urmdtoarele conditii sint necesare §i suficiente pentry ca
Junctia z = f (x, V) sd fie o pseudosumd in domeniul D :

1) functia f (x, V) sd fie continud §T sirict monotond i D.

2)f (x, p) s verifice conditia B,

Observatie. Din demonstratie rezulti cj putem slabi conditia 2), cerind veri-
Jicarea conditiei B in toate domeniile cuprinse in p avind diametre mai mici decit
un numdr pozitiv dar (oricit de mic), adicd numaj Pentru x;, yi, care verifici
Heealiric St S R

Deoarece in cazul continuitatii si al monotonjej stricte (1) => condifia T =)
=) conditia B =) (1), putem enunta
corema II, 2. Urmdtoarele conditii sint necesare S§i suficiente pentru cq

functia z = f (x,») sd fie o pseudosumd in domeniul D -

1) f (x, y) sa fie continuu si strict moneton in D,
2) £ (x, ») sd verifice conditia T.

v
Interpretarea geometrici a conditiei T se vede pe figura 15: fieurile i T, hom-
sen Situate in D trebuie s se inchidd.

Conditia B respectiv T pot fi inlocuite cu o a treja conditie ;
Conditia R: f (e, ) =1 (s, ) f (o Vo) = f (x,, Vo) [ (e, Yy) =
=S Goy)=> [ (%, 3) =f (x,, Vp)-
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irecta i ca di rezulti R si ca
Intr-adevﬁr prin verificare directd se constati ca din (1)

3 N i DCCI C
n X A3s 2 ]JS. ‘
dl“ I( IEZLllta B daCd lel]E‘,I X 2 .a.]e I(.) ' : |
[ corema I[, 3. U"/?Tﬂfﬂa"ele CO"({’.”I' sint necesare i .SLIﬁC.'eﬁte PEH ru ca

functia z = f (x, y) sd fie o pseudosumd fin domeniul D:
& =3 Ay A

1) f (x, ) sd fie continuu si s.n:ic! énomrm in D,
' 7 verifice condifia R. =5 a facutsd
?[) ] (I], té‘)orggwlor JI?I 2 si I1.3 putem face observatii analoage cu cea ficuts
n cazul 2ol
3 g 1.1, ok o 16: figurile
dupd] 112?li2121-ca geometricd a condifiei R este a‘rala"tflﬂ P'eieﬁgl:;rﬁi dreﬁfﬁnghi
Reid : isl;er situate in D se inchid, adicd dacid trei din virfuri
eideme

cu laturi paralele la axe se deplascaza

- : v

pe linii de nivel, atunci si lal patr .u]f:a 4
virf se deplaseazd pe o linie de nivel. (A

' 4

Yol =~

¥ . Yo

e

) 4+

e

e | \ i

) i R T =

g XFr )& X3 X¢ X [@]

Fig. 17

Fig. 16

i i cute in
Interpretérile geometrice ale teoremelor II.1,IL2 si II. 3 siht cunos

ia tesuturilor [11]. . e L “ _
geomggvr;jrv&tr‘f. 1) Sa demonstrim in mod direct implicatia T =) R. Fie

F i, 35) = F(x0, 2, f (e, ¥) = f (xa, ¥o)s F (X3, ¥5) = [ (%3, 1)

14

si sd definim numerile £ si #n prin

.f(x1~ )"4) =2 f(E., yg)w f(xb 7]) i f(x31 ya)'

Tinind seamd de T avem f (£, 1) =f (x5, y,). Pe df alta parte
| f (o p) = F 1, ) f (0. ) = FE ) =D/ E ) =1 (Xi,%z)
‘ f('\_lv 'rf) :.f.(xti’ .l'li)sf(xl' .l"g) :f(E.: yl) :>.f(xtl’ yz) :f(g) '1)

deci

f(rx-p J’Z) :f(xili J’4)

: : - e ol
2) Conditiile T si R pot fi combinate si se obtine o a patra conditie echi
valenta :

S, g) = £ (g ), f ey 1) = £ (3 39), [0, ¥) = f63, 73) =5 [0, 0) =
:f (xcb yz)-

i itii - [5Z:
Interpretarea geometricd a acestei conditii se vede pe figura
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2. Alti formi a conditiei T. Dintre conditiile stabilite cea maj simpld e condi-

tia T. Scriind-o sub alti forma apare legatura ei cu ecuatia (25) din capitolul I,
intilnita de M. Hosszu.

Functia f (x, ») fiind continud si strict monotond, ecuatia
F=S(y)

poate fi rezolvati in raport cu x gi p:

x=f(2,y =7, x), (€)
unde funcgiilefgi?sfnt de asemenea continye $1 strict monotone in cite un domeniu
D si D,
Notam

X=T00)=f(u),y =1, FYr=F" ), )

atunci
TC Y =FLF @ %), Fiy, ]

si

I =111 @ 9,7 @ w]

In aceste notatii T se scrie astfel

@=>F(",»") =1 (x", ¥')

sau

L@ .7 0, v]=7[7 . .1 (], Q)

pentru toate valorile X P

s> U, V pentru care notatiile au sens,
Putem enunta:

Teorema II, 4. Multimeq solutiilor continue
Junctionale (5) consti din totalitateq pseudosumelor,
Observatie. Pentru functiile 7z — 7 (x, ») diferentiabile acest rezultat apare
€d o consecinti a solutiondrii dati de Hosszu ecuatiei functionale (25) din
capitolul I. Intr-adevir n-avem decit si facem urmdtoarele particulariziri in
functiile (26) din capitolul T

§1 strict monotone ale ecuatiel

. Lx) = —G(x), M(x) = ‘F(x),N(x):H(x);
atunci

8 =1 @ )sih(x,y) =F (. »).

3. Aplicatie Ia ecuatia de ordinnl al trejlea nomografic. Ecuy
al 3-lea nomografic este

AhLets + Buifofy + Bofy f, + Bafife+ A +Gfy + CGh=0 (6

unde

atia de ordinul

f:I :‘.fi (x)’ fé :fz(J’): f:‘} :fa (x)

sint functii continue si strict monotone.,
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i pri ri-
Aritim ci funcfia z = f (x, y) definitd de (6) este o pseudosumd prin ve
rat? : fia z
ficarea ecuatiei functionale (5). Avem |
i Byfifs + Cifi +~ Cofo + D} ,
SLERTE e vy
= af Bt GhL+GhA+ D]
e [“ Afofs+ Bafo+ Bafo + G
s ot Bl Gl Gfit D] ,
1T =K s BAT

L5 % o Y, f‘ (v) — V, avem
deci, notind pentru prescurtaref, () = U, f3(x) = X, f3(») R

- ~ P
—Lirlf w . el =—,

2 | % A=
o P B, (B UX+C2U+C3X—|—D)(BZ1P+C3Y—]—_C1P ] )
= 3 1

L
— C(BiUX +C U+ C3 X + D)(4YV + B, I;iBCS l:/—lJr DQ;—F
— C(AUX + By U+ B, X + C) (B, YV + G5 B]V+C)
—l—ZD(AUXJrBaV—}—82X+C1)(AYV+31Y+ 3 2=CDdin
imbi ientii B;,—Cy, — Gy,
i i in P schimbind coeficientii B;,—Cy, — ( _
iar expresia Ilmﬁ?;efd%du(f %111’1 C.. Degvoltim expresia ]u} i,g;! IQ/ 5;);;1:”1111:;
. pr(;glg‘iir?iri ]j:e c!ontin2 ’produsul XY ¢ nici termenii fird X si Y.
scriem | ce t
termenii ramasi sint
(Bs D — C,C) (AUV + B, U + B,V + C) (X + 7)),

TR
g Q(A Cs — By B) (By UV +CU + GV + D) (X + ¥),

P . . , . .
]. — est i etl IC mn lapol‘t cu X Sl Y Tlllll]d seama ca _f3 eSlE O unctie strict
C’leC este sim

monotond, avem

L7, T 00 =FLF @), ]

a i Zi— g ste
G5 5 2 tatat cd functia z =f (x,y) ¢
: scarilor. Dupd ce s-a consta s e
- dDeten';l?]a)re?c ridicd problema determlr}a}‘u functiilor £ f(;f)d eG(g)::)n _0, L
?)pdse;l' O;}llrgle si% determinate si ecuatiile scdrilor nomogram
ata :
e ; : i i a (1)1 c,y) este
R eCUaUEtla (’[Ir)ebuie sa rezolvdm ecuapafunctylonala (1) dln ca\rlgrjil(l.‘\) 1);3 25
Peﬂ_tru aceas F (x), G (), H(2) trei functii necunoscute e 0 R
(o] fu]:!ctl;‘ (iata St 671.1!¢ H_,i =, F (x) == 21 G(_V) =, CCUdtla (
notatia F—~ = @, =4,

1 E 4+ 1) =FflpE), $ ()]

sau notind iardsi cu x si y variabilele

7
% (x4 ) =flp ), ¢ O] @




(8]
=3
o

O consecin{d imediati a teoremelor II, 1 —1I, 4 este
Teorema II, 5. Urmdtoarele condifii sint necesare §i suficiente pentru ca
ecuafia funciionald (7) si admité un sistem de solutii continue si strict monotone:

D) f(x,y) sd fie continuu §i monoton, 2) si satisfacd una din conditiile B,T,R,
sau ecuafia (5). ;

Ecuatia (7) este o generalizare a ecuatiei (29) din capitolul 1, 6, in sensul ca
in locul unei singure functii necunoscute avem frei functii necunoscute. Solutio-
narea ecuafiei noastre mai generale (7) revine la aceasta, cici punind y = 0, apoi
¥ =20 si notind g (0) =b si £ (0) = ¢, avem

X x4+ =flo @), ()]
X (xX) = [l (x), ]
X () =115, ¢ ().

Eliminind din acest sistem @ (x) si ¢ (), obtinem o ccuatie de forma (29), capi-
tolul I, 6.

Exemplu. Si se rezolve ecuatia functionald cu trei functii necunoscute :

L& P=9 (@4 v (). (8)
Avem
x(x) = o) +ec
L) =b+ ¢,
care inlocuite in (8) ne dau
LE+Y) =@ +x0)—b—c.

Notind x (x) = X (x) + b + ¢, obtinem pentru 7 (x) ecuatia functionald a lui
Cauchy

L+ =%+ 20

a cirei solutie este ¥ (x) = ax. Deci

o (x)=ax 1+ b
Y (X)=ax +c (9)
X (x)=ax+ b+ c.

Pe de alid parte, functiile (9) verifici ecuatia (8). Toate solutiile ecuatiei (8) sint
date de formulele (9).

Ecuatia (8) este o generalizare a ecuatiei functionale a lui Cauchy 'gi a mai
fost tratatd cu alte metode [29].

Sd studiem numadrul solutiilor ecuatiei (7). Se observd ci daci o (x), & (x),
7 (x) este un sistem de solufii continue si strict monotone, atunci functiile

¢" (x) = ¢ (ax + b)
b* (x) = Y (ax + ¢) . (10)
X' (X)) =x(ax + b + ¢)
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. i am cd alte solutii
formeazi de asemenea un sistem de astfel de solutii. De.mo?stl.'am cd al omn,ﬁ)
nu sint. Fie ¢ (x), U (%), 7 (x) o solutie oarecare (continud si strict mon
a ecuatiei (7). Avem

2+ =Sle ), ¢ (]
Zx +») =1l (.4 O]
alegem u si v astfel ca 5
o @) =9 @) siY () =90
atunci y (x + ) = % (u + v) si i
it =ete @Y v O)
Tinind seamd de exemplul (8) avem
oleg@ =ax+ by d@=ax+c T AE®)=ax+b+te
de unde rezultd = ‘
o (x) = @ (ax + b) = @* (x)
P = (ax+ o =9 @
L@ =ylx+b+o)=1" ()

Teorema I, 6. Formulele (10) reprezintd toate solutiile continue 51]”;?”‘;
fone a?e ecuariel (7,’) o (x), U (%), 7 (x) fiind un sistem de astfel de solutii
o ¥ L] ] s

a,b,c constante oarecare.
Consecintd. Pseudosuma

1
[y =H[F®) + GO )
admite si reprezentdrile = s
flxy) =H" [FX) + GO,
unde F(x) = a F(x)+b, G(y) = a G(y)+ ¢, H (z) =a H(z) + b + c. Functia z =
= f(x,y) nu are alte reprezentiri de forma (1).
5. Proprietatea locald si globala de pseudosumi. Stabilim
Lema. Fie f(x,y) o pseudosumi in domeniul D
fley) = H™Y [F(x) + GO, (x.)€D.
si fi(x,y) o prelungire a functiei f{(x,) in 108
fl(x'ly) :f(xsy): (x,J’) E D:

despre care se presupune ci este de asemenea o pseudosumd. Atunci putem deter-
mina functiile Fy(x), Gy(y), Hy(z) in asa fel ca
filx,y) = Hi ' [Fy(x) + Gi()L (x.p) € Dy

si ca Fy,Gy,H, s fie prelungiri ale functiilor F,G,H.

18 —e¢. 70
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Intr-adevir, si notim

=Y —1
[6Y) = Ha™ [F(x) + G)],  (x,) € D,.
In baza consecintei de la punctul 4, avem in D
F(x) = aFy(x) + b, G(y) = aGy(y) + ¢, H(z)= aHy(z) b L+ ¢
si, tinind seama de aceeasi consecintd, fi(x,y) se mai poate scrie
r —1
fi(lsy) = H!. [Fl(x) + Gl )J)], («\’:.}“)E ‘Dl
unde
Fi(x) = aFy(x) + b, Gi(1) = aGy(y) + ¢, Hi(z) = aHy(z) + b+ ¢
deci in D avem
Fi(x) = F(x), Gi(») = G(»), H\(z) = H(2).
Demonstram
Teorema I, 7. Dacd orice punct al domeniului D are o vecingiate in

care f(x,y i J MiE
f(x.p) este o pseudosumd, atunci J(x.p) este o pseudosuma in domeniul intreg D

(proprietatea locald de seudosuma g A si i i
peeNdosI). P a atrage dupa sine 1 proprietatea globala de

Lo F;;*Vp vgcmata.tea punctului oarecare P€ D, in care J(x,v) este o pseudosumai
e . 7 o - . k . i :
o (;_m_ Iomemu ll’l_ChIS mtei:lol lui D. Putem alege un numar finit de vecini-
iV, (= »-0/1), CAre acoperd pe D*. Alegind pe 8 >0 suficient de mic orice

?

‘dOInenle Q { D i i i 1 I ==
cu un dlametl‘u mair mic declf. 8, este lllT.L’]‘iOI' Unui 9 (l'l '-I ,i'?)
s i bin. 5

diolf'lnt OI‘ICG domeniu Q fuunc}la_f(x,y) satisface conditia B. Din observatia ficuti
pa teorema II, | .rezu]ta ca f(x,y) este pseudosumi in D* :
Sd alegem un sir de domenii inchise. :

DICDC. .CHC...
« tf l ¢ : = i ¥
astfel ca L_;) Dj = D. Functia f(x,y) este pseudosuma in fecare D;
JxD) = Hj [F;(x) + G (»)], (xp)€ Dj.
In baza lemei putem admite ci in D;
Fi(x) = Fjpy (x) = ...
- Gi(y) = Gis1 () = ...

Hi(z) = H; Z— s
Notam ] P
Flx) = lim Fi(x), G(p) = lim Gi(y), H(z) = lim Hi(z);
JHx i+ w j>w e
atunci
fxy) = H-' [Fx) + GO)l, (x.))€ D,
ceea ce era de demonstrat,
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CAPITOLUL III
REZOLVAREA UNOR ECUATII FUNCTIONALE
CU O FUNCTIE NECUNOSCUTA DE DOUA VARIABILE

In acest capitol regidsim solutia unor ecuatii functionale cu ajutorul unei metode
comune, bazata pe teoremele din capitolul 11. In toate cazurile e vorba despre solu-
tiile continue i sirict monotone intr-un interval (2.,3) cu valori in acelasi interval (ceea ce
nu vom mai specifica de fiecare datd). Rezultat nou in acest capitol este numai solu-
tionarea ecuatiei semisimetriei (punctul 5) in conditiile specificate si discutia dome-
niului de valori din punctul 2. Metodele folosite sint noi.

1. Ecuatia bisimetriei. Am amintit, in capitolul I, 4 ci ecuafia

¢ X, S]] = flfu.y).ftx,v) (1)
a fost solutionatd de J. Aczél in ipotezele de mai sus. Solutiile sint functiile
cvasiliniare

fixy) = H [aH() + b HO) + ¢, @)

unde H(x) este continuu si strict monoton in («f) [3], [7].

Se vede prin inlocuire, cd functiile (Z) verifica (1). Pentru a ardta ci alte solutii
nu existd, sa presupunem cd f(x, y) satisface (1) si sd demonstrdm intiicd f (x, y)
indeplineste conditia T in dreptunghiul e < x <5, & <y <f.

Fie x;, yi €(0,P), (i=1,2,3) si vE(x, () si sd admitem ca

S (g, 1) = f (g 20, f (351, ¥g) = [ (5 1)

Avem succesiv:
FLf Gean p3)s free V1= FLfCeas 31)s [ (0a W] = FLf (ors 22, (05, VI =
= f1f (g p3)s [ (e, V1 = fLf (x5, ¥, [ (e, W] = SLS (x5, 29)s [ (45 V).

Se observd cd in primul gi ultimul membru al doilea argument este acelasi,
deci in baza monotoniel stricte

i (A‘g, vs) = [ (x5, 1),

[ (x, y) satisface conditia T.
Aplicind teorema 11, 2 gisim

) =H ' [F&)+ GO (3)
Inlocuim (3) in (1):
HH{FH T [F@ + G+ GHT [F() + GO} =
= HH{FE F) + GO+ GH T [F () + G 0]} »
egalim argumentele functiei H™' din cei doi membri si schimbind notatia
FH ' =, GH™' =1 | @
H@W=sHO=tLH@=EH) =1 |

18%




valentd cu urmitoarele restrictii pent
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obtinem

¢ lo () + ¢ )] + =
o ® VEI+HYle )+ b @ =0lp @) 4+ ¢ )] + lp ¢) + b (1]
Ple@)+9 @I —9lp () + ()] = Y[ - di(@0)] — ’
Membrul al doilea nu depinde de s, deci g Peog e
¢ (s2) — @ (5)) = Ky, daci S — 8 = {
ié . » Mo L *H’(E)—H’J("
Fiind dati o valoare d, alegem & si v astfel ca ) (£) — -:L‘(Tj) = d; atun:i) Ke,y = A (d)si
L] SN — 3
- . P (83) — 9 (5) = A (83 — ).
Prin schimbarea notatiei obt

: t inem o ecuatie functi 5 o R
functionals : st _ccuatie functionald asemindtoare i
flonala a lui Cauchy, insd continind doui functii necunoscute -

e (X + )= x) + A (5)

Punind x = Xy, gdsim

}\ W == » -
Ecuaﬁa (5) devine (J) ? (-] + A(}) == ! (xo).

¢+ =0 @+ 90+ x) :
‘ J 0) — @ (x).
Pentru functia @ (x) = ¢ (x + x,) — 9 (x,) avem ecuatia
Qx+y—x)= o (x — x) + @ ()
sau cu notatia x — x, = x’ ’
. DO+ 1) =D (x') + D (),
care estc ecuafia functionald a lui Cauchy. Solutia ei este @ (x) = ax si atunci
B { = ax si atunci
PO = (r —x)+ 0 (R) =a (x—x) +o (%) —ax + e
In mod analog obtinem ¢ (x) = bx + ¢ i
Tinind seama de (4) =
F=oH=aH+ ¢,
prin urmare (3) devine (c; + ¢, = c)

[ y)=H [aH (x) + bH (y) + d].

2. Discutia domeniului d i '
t e valori al functiei H i
e i dompn ri al tiei H (x). Functia H i i
((:O)nds“t:!: cgntmua.@l S'tl 1f:t monotond in intervalul (deschis) (« ,f?a) In(ﬁ dfnd e
éIEl 2 ltrebL’ne sa fie satisficuta (cap. II, 1), care in acé;t c'az d el
e ! 3 3 (&
ondifia E": Domeniul (v, 8) al valorilor functiei H (x) satisf;’cl:{cu'3

]?1, 1]2 E (Y} 8) :) gh? e 1 bhz + ¢ E (Y, 8)_

G=4H=bH + o

Conditia E’ i restricti i
tia E' impune o restrictie pentru intervalul (, 8). Condifia E’ este echi
ru (. 8), in diferitele cazuri ale 'Valorilor a, b, c

Sd ObSCI‘\ dam 1 ald # cl p p ==
caa -~ j tll Cl1 pute L =4 1 (I
ntica d 1 ] I, a n tem pI‘CS un 0, CdcCl scriin

HE) =H (x+——%
a+b—1

termenul constant dispare. In cazurile T — V am presupus ¢ = (
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Cazul I. a >0, b >0, a+ b <1; atunci y < 0 < 8.
Cazul II. @ >0, b >0, a + b > 1; atunci y >0, 8 = o0 sau
y=— 00,30 s y=—00,38=+ @
Cazul III. a < 0, b <0, a+b>—1; atunci v+ 3=0.
Cazul IV. a <0, b <0, a+b< — 1, atunci y = — 0, 3 = .
Cazul V. ab < 0, atunci y = — 0, § = 0. '
Cazul VI. a+~b=1,0<a<1, c=0, atunci (y, 8) oarecare.
Cazul VII. a+b=1,0<a<1, ¢ >0, atunci y oarecare, & = o0,
Cazul VIII. a+b=1,0<a<1, ¢<0, atunci y = — &, 5 oarecare.
Cazul IX. a + b =1, a <0 sau @ > 1, atunci y = — 90, 8 = -+ oo

fn toate cazurile se aplicd un rationament simplu, care se bazeazd pe faptul ca
p>0,¢>20,p+g=1=>ph+ ghy € [hy, h]

si pe care nu-l detalidm.

Daci ciutim solutiile f(x, y) ale ecuatiei (1) definite intr-un interval inchis sau

semideschis, care satisfac in acest interval conditiile noastre obignuite (continui-
lul respectiv), atunci aceste conditii

tate, monotonie strictd si cu valori in interva
sint satisficute si in intervalul corespunzator deschis («, ). Pentru continuitate si
monotonie aceastd afirmatie e triviald, iar tinind seama de monotonia strictd, se
vede imediat ci f(x, y) nu poate fi egal cu « sau 3 decit in capetele intervalului, deci
si a treia conditie (f operatie) ramine valabili in intervalul deschis. Prin urmare in
(o, B) functia e pseudosuma, iar in capetele acestui interval functia e determinata
prin continuitate, ceea ce atunci e posibil cind vy respectiv & 5=0. Astfel condifia
B’ devine mai restrictivd.

Pentru intervalul inchis [o,5] cazurile I, III §i VI sint posibile.

Pentru intervalul semideschis [w,) la acestea se mai adaugd cazurile II si VI,
iar pentru intervalul (a.p] cazurile IT i Vil

Se vede deci, cd in contradictie cu intervalul deschis,
inchise sau semideschise nu orice valori a.b,c sint posibile.

in cazul intervalelor

Si regisim acum rezultatele

3. Ecuatia bisimetriei cu conditii suplimentare.
conditiile

lui Aczél [2], [3] relative la solutiile ecuatiei (1), care satisfac si

urmatoare:
a) reflexivitate: [(x, x) = X
b) simetrie: f(x, y) = f(y, ¥).
Si se determine functia f(x, y) care verificd (1) si a). Avem (2) si

H-1[aH (x) + bH (x) + ] =x

sau
(@a+b—1NH()+c=0,

ceea ce atrage dupa sine
a+b=1,¢c=0.
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Ne aflim deci in cazul VI sau IX (pet. 2). In cazul VI, adicd daci a >0
$1 b >0, nu avem nici o conditie in plus pentru H (x). In cazul IX H (x) trebuie
sd ia toate valorile de la — oo pind + o0. Daci intervalyl (=, ) se consideri
inchis sau semideschis, acest al doilea caz nu este posibil. Deci solutiile sint

S, p) = H ' [pH (x) + gH WL p+g=1,p>0 ¢>0 (6)

cu H (x) oarecare (continuy si strict monoton), mediile nesimerrice interne si

T(x ») = H ' [aH (x) + bH(p), a + b =1, (7
a<<0sau b<< 0 cu H (x) luind valori de la —
externe.

Se gaseste imediat :
Funetiile care satisfac (1) si b) sint

0 la -+ oo, mediile nesimetrice

S y) = B4 [aH (x) + aH (3) + &, (8)
Functiile care satisfac (1) @) si b) sint mediile cvasiaritmetice
H (x H(p
S ) = B [‘(‘)\j G )J- 9)

In capitolul I, 4 am amintit c3 (1) a) si b) pot fi inlocuiti
de auto-distributivitate strimba (ecuatia (24) din cap. I).

Tot asa ecuatia (1) si conditia b) (simetrie si bisimetrie) pot fi inlocuite cu
singura ecuatie

cu singura conditie

T @ x), £, 0] = F1f (u, ), S (v, 2)], (16)

0 modificare a ecuatiei (1). fntr—adevér, dacd punem in (10) u = v si f(u, x) = &
S (u, y) =1, gisim

TG n) = f(n,8),
care impreund cu (10) conduce la (I). Pe de altd parte, din (1) si b) rezulta

(10). Urmeazi ci solutia ecuatiei (10) e data de formula (8). -
Ecuatia

imediat

TU @2, £ 0] = F1f . y), £, x)], (11)

consideratd de H. Pide k intr-o scrisoare adresatd Iy; J. Aczél [6
solufie. Aci facem y — x

T Gt 2), [, ] = f1f (u, x), f (v, Y)]
argument fiind acelasi in cei doi membri, avem in baza monotoniei stricte
F ) = f(v, x),

deci f(x, ») este simetric $i tinind seama de (11) se vede cd satisface (1).

], are aceeasi

2

primul

4. Ecuafia asociativititii. In capitolul I, 6 am aruncat o scu
ricd asupra solutioniri ccuatiei functionale

T d=1Ix £ (. 1) (12)

rtd privire isto-
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Vom rezolva mai jos ecuatia (12)_ cu doudl metode noi in conditiile noastre obig
nuite (/ operatie, continuu si strict monoton). | el
Metoda 1. Demonstram fintii ca solutia oarecare [ (x, ») a ecuat
o pseudosumd prin verificarca condifiei B.
Si presupunem

y 13
f (1, .]}-_g) :/ (-\‘21 .V[)’ f (_\’1, J’J) :f (xzu J’g) :f (X3, )1) ( )
i sa alegem # si f, astfel ca »
o | f Oy 1) =1 (g 1), (14)

ibi a i mi it un anumit numdar
ceea ce cu sigurantd este posibil, daca | y; — »,| e mai mic demt. e
iti astd restricti te admisibild in baza teoremer II. 7.
ozitiv; or aceasta 1est11c§1eles .
4 Se,obtine succesiv (folosind (12), (13) si (14))

f [xln f (.,ng IE)] :f [j (4, .V;z,)’ l32] :f [)‘ (xzs ))1)1 f2] ==
=f % f Op N =1 o, f 0y =TS (520 7)) 1] =
:f [f (-\‘]~ :"5).~ f]] :f [xl’ f (Jlg, rl)]'

in primul si ultimul membru primul argument este acelasi, deci in baza mono-
n 3
iei stricte avem . "
e .f(y;_-;v lr1.):.)‘(.1)2, fg)- ( )
Folosind (12), (13), (14) si (15) obtinem
fLf (X2 3y, #] =[ [xa [ (g ] =1 [ f (J"-za fy)] =

=FLf G ¥3) Ll =1 [f Gxs, ¥1)s Gl =1 [x3, f Oy )1 =
:f (x3= f (J’ga Il)] :f [f (_\'3, yz): tl];

Ita _ (16
de unde rezu f Giar 73) = f (Xg; ¥.). s
Am aritat ca (13) atrage dupa sine (16), adicd conditia B este satisficuta. Apli-
1 p g .
cind teorema II. I putem scrie &
fx, »=H"'[F x)+G O]
) : W S ey . . d .
inlocuim (17) in (12), egalim argumentele functiei exterioare /' din cei doi
n i e
membri si grupdm termenii:
FH'[F(x)+G W —F x)=GH ' [F»)+ GO —G ()
Membrul al doilea nu contine pe x, deci s
FH™ [F (x) + G()] — F(x) = » [G()]-

Notam FHL @; F(x) — E,., G(_])) = -
atia (18) dsvine '
ECLI‘-‘I,1 ( ) o (‘»,; i Q) e a + A (G)
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si punind % = const. gisim

¢ @ =E&+a;
deci FH-1 (£) =& + a sau

Fx)=H(x) -} a.
La fel se obtine

G(x) = H(x) + b.
Prin urmare

H[f(x, )] =HX)+ Hyp)+a-+ b

si scriind in loc de functia continua si monotoni oarecare H(x) 4 a + b tot H(x),
obtinem in sfirsit
JCe, y) = H™' [H(x) + H(p)). (19)

Deci daca f (x, y) verificd ecuatia (12), atunci e de forma (19). Pe de alta
parte, functiile (19) verifici ecuatia (12), precum se constati prin inlocuire direct.

Functiile (19) fiind cazuri particulare ale functiilor cvasiliniare (12), discutia
domeniului de valori ale functiei H(x), ficuti la punctul 2, se pot aplica pentru
cazul de fatd. In (19) a = b =1, deci sintem in cazul II. Deci H(x) este o
functie continud si strict monotoni in (, B), cu valori tinzind la. infinit intr-o
directie sau in amindoud directiile. Intervalul (o, () poate fi inlocuit cu un interval
semideschis. Intr-un interval inchis ecuatia (12) nu are solutie.

Metoda 1I. Solutia (19) a ecuatiei asociativititii este o functie simetrici. Vom
ardta direct cd din asociativitate rezulti simetria (in conditiile noastre obisnuite).
La unele detalii ale acestei demonstratii, vom utiliza citeva idei din lucrarea [4].

Functia f(x, p), care verifici (12), trebuie si fie crescitoare in raport cu
x si p. Intr-adevar si presupunem ci J(x, y) descreste cind x creste; atunci ficind
in (12) pe x sd creascd, f(x, y) descreste si primul membru creste, in timp ce
al doilea membru descreste. Facind sa varieze 1, se vede ci flx,p) trebuie sa fie
crescitoare in raport cu y.

Sd presupunem cd existd e € (o) pentru care f (e, ) = e. Urmeazi

Ile, f (e, N =11 (e, e) x] =1 (e, x)

si tinind seama de monotonia stricti avem I (e, x) =x si la fel se obtine ci
f (x, e) = x. Daci ar exista si un e’ == e cu proprietatea f (e, e') = &', atunci
din f (e, x) = x si f (¢’, x) = x am trage concluzia e’ = e, deci in («, B) existi
cel mult un element idempotent.

Sd admitem intii cd existd elementul idempotent e, Fie X > e si

Xp = f (o x) > F (& x) =
Xg = f (g, x) > (%, x) = X,

Sirul {x,} este crescdtor; notim ¥ = /im x, Dacd am avea X< B, fi(x, p)acf
definit pentru x =%, y € («, B) si trecind la limitd in egalitatea care defineste
peé xu, am obtine, folosind continuitatea, ci x = f (x, Xp), ceea ce e absurd, cici

G x) >f(x e =%
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Deci o

lim x, = §.
Din (12) rezultd imediat
Tl xu) = Xm+n :f(xn s Xm),
adica f (x, y) este simetric pe multimea {x,}. . | S
Fie M, multimea punctelor x > x; pentru care ._/ (%1, x) =1 (Jf, Al)‘. E;lcj
sirul £; € M,, tinde citre £ < 8, atunci din f (x;, &) =/ &, x5 rezuLta Jr (% ,r‘tv—
is f (E, x;), deci multimea M, este inchisa relativ la intervalul [xl-, iJ)-. 5S4 ard am
cii M., coincide cu [x,. P). Presupunind contrariul, fie (p, z) un interval contigu
2 ,

i — Deoarece
timii M,,. Avem f (x;, »)=Ff (y, %) s :f (i 2= Tz ). 75
?(Ly,’y) == Ay, 7)) sif (2, :)]> f (, z), ecuatia f (a, @) = f (y, z) determind pe «

in mod univoc. Avem
Flxea f o ] =[x, O D]l =F1f 0, 3), A =T (0, %), 2] = @
=fIp f G, D =FIn @ =102 %] =FLf (& a), x].
Inegalitatea f (x;, «) < f (%, x;) este imposibild, cdci din ea ar urma
£l £ (0 @] = £ [f Gy 9] < FIf (o, x), 0] =
= [ [ (1, @] < f [0 f (2, X)) = S (@ @), x4],

ceea ce este in contradictie cu (21). in moc_i analog se vede cd si 111cgaégtz:tli:
£ (x,®) > f (2, x) este imposibild. chzulta:f (%13 ca)_:-:f (m,_xl)_sail Comci .
cuvinte « € M, , ceea ce e O impos1b111ta.te o fiind 1uat_dmti-ur1 interva = %q
multimii M,,. Tinind seamd de (20) si de faptul cd x» € M,, rezu f
- = | Xy, 6} , . ‘ " s
it De[f:il tOLt)C punctele situate la dreapta pungtulm_ oarecare X, >L e f51]nts epe1(1)1;1tlé
tabile cu x;. Rezultd ca functia f (x, y) este simetrica pe [e, B). La fe p

arita cd e simetricd pe (2, f?]. : I o
Functia f (x, ») satisface ecuatia bisimetriei in [e,

X T iy v 16 [e B)

FL Gy %), £y W = [ un f T, £, I} = S f1 G ) 0]} =
= I, = flufly, £} =S1f @2, /(0]

Functia f (x,y) consideratd pentru x, y€ [?, B) gatisfac_e (1), ? continua, strict
monotond si are valori in acest interval semideschis, deci (pet. 1)

fn,y) = H " [aH (x) + bH () + ¢}, x, y€le,B).
Tinind seama de simetrie, b — a. Inlocuind in (12) oblinem

alaH(x) + aH(y) + c] + aH () + ¢ = aH(x) + a [aH(y) + aH(r) -+ ] + ¢,

f), cdci dacd

(22)

de unde rezulti ¢® = a si deoarece a 5= 0, avem a = 1. Notind H,(x) =H(x) + ¢,

Flo )= Hi [H (X)+ H O], xy€Elep), (23)
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Punind x = p = e, avem H () = H (e) + H (e), deci H (¢) = 0. Deoarece g —
=b=1, c=0, ne aflim in cazul 1I (pet, 2), deci lim H (x) = 4+ oo, Scriind
rpE—0

(23) in forma H; (f) = H, (x) + H, (»). se vede ci putem presupune H,(x) > 0
in [e,B) (schimbind dacd e nevoie pe H, in — H)). Deci

H, (e)=0, lime  H () = - o9, (24)

a=3E—0

La fel se obtine in (x, ]

G0 =He [Hy(x) + Hy ()],  x y€ (o e, (25)
unde
lim Hy(x) = — o0, H,(e) =0. (26)
a=ya-0

Formulele (24) si (26) aratd ci functiile monotone H, (x) si H; (x) sint deo-
datd crescatoare si se racordeazi, deci formeazi impreund o functie H (x) con-
tinud si crescitoare in (a, f). Formulele (23) si (25) pot fi contopite in

f&x»)=H"[H®+ H(). (19)

34 trecem acum la cazul in care nu existi element idempotent. Pentru
X, Vs fE (OC, |B) avem

fEp) >y (=) fnx) >y 27

x>y (=) f(x0>t (28)

Echivalenta inegalitatilor (27) se obtine din
IS e, pl =1 3, ), 41,

daci tinem seamd de monotonia strictd a lui S (x, ») si echivalenta (28) se obtine
din
SIS, 9] = fLF (1, %), y]

si din (27). In (27) si (28) semnul > poate i schimbat prin < sau prin = .
Dacd pentru un x, si un Yo avem [ (x,, y,) =¥y atunci f(x,y) > y pentru
X ¢i y oarecare din («, (). Intr-adevir, si presupunem contrariul, adicd f'(x,, Py
Din (28) rezulta f (x,, ) > y,. Ecuatia f («, 7)) —», =0 are o solutie unici,
cdci pentru & = x, membrul I al acestei ecuafii este pozitiv si pentru o — X; nega-
tiv sau nul. Utilizind (28) (cu semnul =) obtinem f (&, &) = «, in contradictie
cu ipoteza c¢d nu existd element idempotent. La fel se aratd ci din I G ) <
<y, rezultd f (x, y) << y. Ipoteza [ (x,, ¥,) = ¥, conduce imediat la contradictie.
Rezultd ca numai urmitoarele doui posibilitati pot avea loc:
L. Pentru x, y oarecare f (x, y) > y st fi(x ) > x
IL. Pentru x, y oarecare f (x, y) < p sifle ¥ = x
In cazul I se poate rationa ca si mai sus pentru [e.f), iar in cazul II ca si pentru
(=, el.
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Astfel in toate cazurile sintem condusi la (19).

Dacd existd element idempotent, atunei lim )H(.\') = <"f.!,_]_imof{(x) = +4 oo,
a—pol|-C 2
in cazul I lim H(x) = v > 0, lim H(x) = 4 o0 si in cazul Il lim H(x) = — oo,
a—pa—+0 : r=3>pE—0 . a=yu--0
lim H(x) =8 < 0(y si 8 putind lua si valori infinite).
a->p—0

Consecintd. Fie f (x, y) o operafie continud, strict 11'1q110f011ﬁ Si gsocr'au'vci in
intervalul- (o, ). Dacd presupunem cd existd un numar e € (c?t, 'iJ),‘asrffe’] ca
[ (e, e) = e, atunci numerile intervalului (o, ) formeazd cu operafia f(x, y) un
. )
# Hp;g;,;gfgn;)larte din axiomele de grup impreund cu monotonia strictd si conti-
nuitate atrag dupi sine celelalte axiome de grup. VNu trebuie _presupusd natura
intervalului («, (), din ipotezele facute rfizulta'ca este desc_:ll}s.
Intr-adevar, am vizut c¢d in cazul existentei elementului idempotent

H[f(x,y)] = H(x) + H (),

unde H(x) are pe ( — @, + o0) ca domeniu de valori. Deci transformarea x’”—“
= H (x) stabileste un izomorfizm intre structura algebricd («, 3) si grupul aditiv
al numerelor reale.

5, Ecuatia semisimetriei. Ecuatia functionald
LU (&%), 9] =S1f (4, ), x] (29)

a fost prima datd rezolvatd de S (_s_h w e i. tzer, pl’il:l redu'cere la ecﬂuatge dife-
rentiald, admitind in afara derivabilitafii si ipoteza cd ecuatia z = f (x, ») po_e_lte
fi rezolvatd in raport cu x pentru orice y sz si in raport cu y pentru ol !ce
x si z [33]. Ocupindu-se cu diferite ecuatii fun’ctlonate provenite din pe.rmut;n ea
variabilelor in ecuatia asociativititii, Hossz1l a reluat aceastd ecuatie .[1°]..$1
a rezolvat-o in ipoteza ci solutia cautatd f (x, y)-este o] _funcpe‘gonhllua si :;tuct
monotona in intervalul deschis («, [), care satisface si condifia cd existd un
Xp € (o, @) astfel ca ecuafia in y

S(xo, ) =2 (30)
admite o solutie, oricare ar fi numdrul real z. =
in solutionarea dati mai jos ne vom putea ,':psli &c ipoteza (30)._ . o
Pentru a accentua structura asemélllﬁtoare.a_ ecuatiel (29) cu cea a bisimetriei
(dar mai simpld), am numit-o ecuatia semisimetriet.
Aritim ci din (29) urmeazd conditia T. Fie

f (,\’1.)'2) :f (xz* J‘1) $l f (xh y:-;) = -f (3‘3‘ -]ll) ; (31)

atunci

U G 3 3] = £ 1 G 2 23] = I (31, ). v =
= [ [f O p5) 0ol =1 1f (s ) 3] =1 L (33, 39) 2)-

Comparind primul si ultimul membru avem

£ (e 79 =7 Bt y)- (32)
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Deci (31) =) (32), adicid conditia T este satisficuti. Din teorema 11, 2 rezulta
I (e p) = HY[F(x) + G ()],

care inlocuitd in (29) ne di

o J‘TH‘I [F@O+GCX+G(y)=FH[F () + G (»)] + G (x).
Facind ¢ si y constant si G (x) sd varieze, se observi ci

FH-1({E)=E

sau notind H-1 (£) = x e

) F(x) = H(x) + a.
Scriind G(y) in loc de G(y) + a, avem in definitiv

[ (x,9)=H™'[H (x) + G (»)]. (33)

Pe altd parte, functiile (3 i i i
i 1 (33) satisfac ecuatia (29), dupd cum se vede prin
~. (Jg)imgnzlg (ty, S) al \v:a].orilor ful}cﬁei {I (x) este supusi la o restrictie: numerile
sh _] : rel uée sa-i aparfind. Daca_G( ») ia valori numai pozitive restrictia
s = ; dacid ”(y) 1a numai valori negative, atunci y = — o0; jar daci
(1) ia valori pozitive si negative atunci Y= — o0 s 8= ,

i 6. Ez(tu!c.lerea rezultatelor pentru cazul in care z# = f (%, y) nu este operatie

: Oacetrstt'gapltol am presupus cd pentru x, y € («, ),z =f (x,'y) € (¢, B), (f ésté

= }}f;gca‘lgumm(;:) (512).] l;a;(lzosl'l)an1e§1tgle plljin care am rezolvat ecuatiile jfm;ctionale

» (12 S po aplicate (cu mici modificiri trivi |

cazul cind conditia de operatie se 1 i SR
. { atie se inlocuieste cu urmito iti i a

intervalul (o, B) sd cuprindd un subi (o LR
; interval (o', B) astfel 7 A ey

f(x, ») € (o, B). Se gaseste cd i B e e S et i

- S in («', B') solutiile si i inai icd

) e i) B { int cele aflate mai inainte, adicd

;‘nterqulfﬂgiap(‘:? rg ’)(cr., B) un numdr e pentru care [ (e, €) = e, atunci existenta
este asiguratd 268 T i1 iat di ntinuitate

functjei o8, };) : £ » ceea ce rezultd imediat din continuitatea

In cazul ecuafiei (12) exist i iei i ci
L atiei (12) enla numdrului e inseamnd cd (%, ) este un grup

CAPITOLUL IV
ALTE EXPRESII PENTRU CONDITIILE DE PSEUDOSUMA

1. Functia §, (x,y; f). Fie iarasi

z=f(x,7) (D
o functie continui si strict m a1
¢ t ud § onotond intr-un domeniu D. R a i
In raport cu x st p (exact ca si cap. II, 2): st Y

e 7(}’: Z)a Y = _?(Z, l‘), (2)

1) p. 144,
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func;iile? si f fiind continue si strict monotone in domeniile lor de definitie

D si D. Punem % E:
b 06, 730 = by &6 W) =1 [f . 3), f (5 V] 3)

Pentru u si v vom alege totdeauna valori in asa fel ca (v, u) € D. Atunci functia (3)
de variabilele x si y este definitd intr-un domeniu Dy, care nu este vid. Intr-

adevar fie R un dreptunghi interior
lui D, continind punctul (v, u) si sa
notim cu 4’, A respectiv B', B inter-
sectia dreptelor n=u si £=7v cu
laturile dreptunghiului (fig. 18). Sa
alegem dreptunghiul R astfel ca 4, B
respectiv A’, B’ si fie pe cite o
aceeasi linie de nivel a functiei f(x, y)
si si notdm valorile lui f(x, y) in 4’
si A cua respectiv . Atunci Dye con-
tine domeniul pétratic o << x <[5, 2 <
< y < B, cici dacd ludim de aici pe
(x, ») si notim cu P intersectia liniei
de nivel x cu A’A si cu Q cea a lui
y cu B'B, atunci punctul de intersectie

M al paralelelor la axele &, 1 duse
prin O si P se giseste in interiorul lui R. ¢, (x, »; f) este egal cu valoarea

[} ]

Fig. 18.

lui fin M.
Formula (3) poate fi scrisd si astfel:
Uy (6, 93 f) =f(x' "), unde x = f(x",u),y = [ (v, )) 4)
sau schimbind x' in x si p' in y
F 3 = Yy L Gr, 1) 1 (0, ) (5)
Tn cazul pseudosumei
z=f(x))=H [F@+GO) ©)
functia ¢, (x, y;[f) este
o 05213 F) = H ' [H@® + H) + G @) — FO, @)

deci pentru pseudosume G, (x,y; f) este simetric, asociativ, bisimetric si semisimetiic.
in punctul urmiitor vom ardta ca fiecare din aceste proprietd{i caracterizeazd
pseudosumele.

2. Caracterizarea pseudosumelor prin proprietatile functiei Y (95 f). In
cap. II, 2 am transformat conditia T in

FIF Gy x).F (s W] =FLF @, 9. F (x5 0]

(teorema 11, 4), care in notatiile introduse acum se exprimd prin simetria funcfiei
g (x, ¥; f) Deci teorema 11, 4 contine faptul ca simetria lui U, (x,3;f) atrage

dupid sine cd [ este o pseudosumi.
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Sa presupunem acum ci , (x, y; f) satisface ecuatia asociativititii (cap. 111,
ecuatia (12)) pentru u si v oarecare, dar fixati. Notdim e = f(v, u); folosind (5),
avem

Yo (& € ) =4, [F 0 s 7O, 0)s[1=F(, u) = e;
deci putem aplica rezultatul din ecap. III, 6: existd 8 >0, astfel ca pentru
|x—e| < 3, [y—e| < & functia §,, (x, y; f) este pseudosuma
[e=f(n, W] <=3

kﬁ;m’ (_;\-, Ahic f') - H_l [[—I (x) + Huu (J)], daca ks
| y=f (v, u)| <8

(18] usy
Tinind seamd de (5) avem
— X
J, p) = Hy \H,, [[(x, )] + H,, [0, 2]}
pentru o vecindtate a punctului (v, u), adici fiecare punct din D are o vecinitate

in care f (x, y) este pseudosumd. Din teorema 11, 7 rezultd ci f (x, y) este pseudo-

sumi in D.
Daca {,, (x, y; f) satisface ecuatia bisimetriei (cap. III (1)) sau ecuatia semi-

simetriei (cap. III (29)), atunci putem rationa exact la fel si deduce ci [(x, y)

este pseudosuma in D.
Teorema IV, 1. Fiecare din urmdroarele conditii este necesard si suficientd

pentru ca functia continud §i strict monotond z = f (x, y) sd fie pseudosumd :
D) ¢, (x, y; f) simetric,
2) ¢, (x, y; f) asociativ,
3) 4, (x, ¥; f) bisimetric,
4) b, (x, y; f) semisimetric.
Am vazut in capitolul Il, 2 ca simetria lui |, ,, (x, y; [) este de fapt condifia
T sub altd formd. Sa aratam ca asociativitatea lui b, (x, v3f) revine la conditia R .Fie

S G, ya) = (o, Y1) f (51s Y) = F Gy o), f (0ss 1) = f (s 1) (8)
Conditia R inseamna ca din (8) rezulta
T, v = (x4, 3o). ©)
Sa punem

=Yg V=X r=[(2 Ya)y $=[(x3, ya)s t =1 (xp 3y)-

Tinind seama de (&) si (5)

L!’u._,, (r, 5) = '1!13“_,-1 [f(xg ys), S (g 1)) = f(xg W) =[xz, 3)
. Y (85 1) = Jf'yu-rz L Cers 2a), f s ¥0)] = F (31, 34) = f (x5, »)
si

Yo Welts 8 d=ds [, ya) f Gon 7] =1 (05 95)

Yo [ By G5 D1 =4, o [F 0w, y8), S p = f(xg, 7)
deci (9) este echivalent cu

Yo W 05 8 11 =4, Ir, 4,05, D]
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Observatie. Se vede acum o noud cale de a demonstra teoremele II, 2 si 1T, 3.
Pornim de la solutionarea directd a ecuatiei asociativititii pentru functii f'(x, )
continue si strict monotone in (a, #) cu proprietatea ca existd e € (o, [3) astfel ca

f(e, e) = e. Deducem ca si in demonstratia teoremei 1V, 1 cd din asociativitatea

lui Yue (v, »; f) rezultd cd f(x, y) are proprietatea locali de pseudosumd, di.n care
deducem proprietatea globald de pseudosumi. Aritind echivalenta condifiel R
cu asociativitatea lui {, (x, y: f) teorema II, 3 este demonstratd. Teorema II, 2

urmeaza in baza observatiei 1) din cap. II, I conform cireia T =) R.

3. Caracterizarea funcfiilor Y. (@, y; f). Formula (7) ne aratd cd operatia
Yue (x, 13 f) aplicata pseudosumei (6) conduce la o functie mai particulard. Se
pune intrebarea: care este multimea functiilor (., (x, y; /), cind f parcurge
toate functiile continue si strict monotone? Rispunsul e dat de

Teorema LV. 2. Fie ¢ (x, ) o functie continud si strict monotond. Fiecare
din urmdétoarele doud conditii este necesard si suficientd pentru existenfa unei functii
continue i strict monotone f(x, y) astfel ca

o (x, y) =4, & p; f) (10)
a) sd existe numdrul e cu proprietdfile

x=g(x €, y=9( »
b) U, (s. 75 @) = e (constantd).
Conditia a) este necesard. Tinind seama de (5)

fx ) =0lfx w), f@, )] (1)
Sa punem y = u, apoi x = v; notind (v, ) = e, avem
S0 ) =l f(x: 10y el
S, ) = ole, f(v, p]

Deoarece f(x, u) si f(v. ») pot lua valori arbitrare, conditia a) este aritata.
Conditia a) este suficientd. Admitem a) si alegem w, v in asa fel ca [ (v, u) =e.
Fie X (x) i (y) doua functii continue si strict monotone, care satisfac singura conditie

M=) = e

Functia

S ) =9 (x), ()]
verifica ecuatia (il). Intr-adevar
olf(x, u), £, 2] = @ lelh (x), o )], @A (1), 1 (D]} = @ {p[A (x), €], ele, ()} =

= o[A (x), 1] = f(x, »).
Notind in (11) f(x, ) =&, f(v, ) =7

¢ & W) =117 & (0 M=, En;f).
Din b) rezultd a). Tinind seamd de (4) din b) urmeazi:
o (x, p) =% dacdis—wx] 5, t = gl ¥)
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Sa presupunem ci s este fix i # variabil, atunci x’ este fix si deci »’ de asemenca Dacd y,, (x, y; f) este o functie simetrici de x i y, atunci schimbind rolul lui x

fix. Rezultd ci pentru orice 7 corespunde acelasi y” si la fel pentru orice s acelasi x”. si p in constructia de mai sus, ajungem la acelasi punct z (fig. 20). Deci simetriei
Pe de altd parte pentru s =7 = e avem 3 l 2 functiei ¢ (x, y; f) ii corespunde urmitoarea proprietate a locului geometric L,

s ’ format din suportii celor trei sciri: si presupunem cd laturile opuse ale exago-
o (x, 1) =6 e=g9,e, e=al, o,

a ) o .
din care rezulti x' =y’ = e, deci

s=a(e 5)sit=u0(, e
pentru s si f oarecare, ceea ce este tocmai a).

. _Din a) rezultd b). Am vazut ci din a) urmeazi ca existd /(x, y) astfel ca (10)
sd aibd loc. Conditia b) rezultd din identitatea

Fig. 19. Fig. 20.
Yot [, 150, O, 75 O] =1 (v, w). (12)
B e N nului advbeu se taie in punctele x, y, z; dacd din aceste noud puncte, opt se afld
Ramine de a demonstra (12). Am vizut ci | pe L, atunci si al nouéle‘f se gdseste [)Je L. Se stie cd orice cubica se bucurd de aceasta
3 roprietate (teorema lui Chasles) si cad numai cubicele au aceasta proprietate (dualul
S=u [S Oy )85 ) 1= [t, SO, 0); £1. (13) {)emimei lui(Graf si Sauer [14], [[)lj. Tinind seama de teorema IV,pl, cponform( cireia
Din (4) gisim g simetria lui ¢, (x, y; f) este echivalenti cu faptul ca f(x, y) este o pseudosumi
(in conditii de continuitate si monotonie strictd),
Yuls, £ 4y, (6 ¥; Nl = D Gl #' s f), daci putem enunta:
3 Teorema V, 1. Orice nomogramd cu
L=t 0500 85 s = 0 s s i puncte aliniate, avind scdrile pe aceeasi cubicd
(proprie sau degeneratd), reprezintd o pseudo-
ceea ce comparat cu (13) ne da - sumd §i nu existd alte nomograme cu puncie
- , i aliniate pentru pseudosunie.
ss=t'=f(@ u Observatie. In tratatele de nomografie se
—y ~ — : aratd ca nomogramele cu scarile pe aceeasi
si utilizind (5) avem in definitiv _' cubicd cu un punct dublu, de intoarcere sau
3 izolat -reprezinti pseudosume. Pentru aceasta
q".s( [s, #; ¢w (x, ¥; N = H’J,w [f(v, w), f(v, uw); f] = f(v, u). se folosesc ecuatiile parametrice ale cubicei,
k care in cazurile specificate se exprima prin
functii rationale, iar rezultatul enuntat se obtine
r prin ecuatia lui Soreau (ecuatia (9) din cap. 1). Pentru celelalte doud tipuri de
CAPITOLUL V cubice proprii proiectiv distincte, in ecuatia lui Soreau trebuie si figureze functii
z | & eliptice. Partea a doua a teoremei V, | nu a fost aritatd pind in prezent in
INTERPRETARI NOMOGRAFICE t B nomografie.
e 5 . : 3 2. Interpretarea asociativititii functiei Uuo (,y;f). Notim pe figura 21 inter-
1. Interpretarea simetriei functiei {,, (, y; f). S presupunem ci functia B sectia scarii chu dreapta be prin ¢ si cu dreaj‘ta a(’d”é’r{n q'. Avem Y- (x,7; f) = p,
€ = f (&, n) este reprezentabild cu o nomograma cu puncte aliniate (fig. 19). Sa fixim . t}x:w‘ (s 13 1) = bup s £51) =1, b (%, 73 /) = ¢
be ?Céfﬂe ¢ si m punctele de cote v respectiv u §i pe scara { punctele de cote i . Deci i)roprietatea de asociativitate a functiéi bue (x, ;) se exprimd prin q=q'.
X si p. Intersectim scara £ cu dreapta wux, scara n cu vy; dreapta care uneste ¥ Prin urmare asociativitatii lui e (x, y; #), il corespunde urmditoarea pro-
aceste doud puncte de intersectie taie scara £ in punctul de cota 3 prietate pentru locul geometric' L: daca abed si a'b’c'd" sint doud patrulatere inscrise
- ﬁ i in L, astfel ca intersectia perechilor de drepte (ab, a'b’), (cd, c'd’) si (ad, b'c’), se
z=Ff1fw, x), f (7, V] = $us (x, ¥; [). ' k afli pe L, atunci si dreptele bc si a'd’ se intersecteazd tot pe el. Aceastd
3 19 ¢ 70
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proprietate este caracteristicd pentru cubice, deoarece ea este echivalenti cu asocia-
tivitatea lui Yu, (x, y; /), care este echivalentd cu simetria lui $u, (x, p; f ), despre
care stim din punctul anterior ci este necesars si suficientd pentru ca locul L si
fie cubicai.

3. Interpretarea bisimetriei si semisimetriei functiei (o (,y;f). Pentru a
interpreta relatia

dup [Quw (1, x), Yue (1, 5)] = Qo [ (7 s e (3, 9],

Fig. 22

notam pe figura 22 pe rind punctele
'1L'uu (f'w X) = ]: . q/ul’ (y, -5') = M, HJI—u\' (L -’"_) = 4.
Llhw ("; _]’) == Hbm' (x, 5) =1 HT—'m' (H, P) == q"

B’]SLIIIICEHE[ functjei b (20 ¥ [) este deci echivalenti cu coinciderea punctelor ¢ si
g’ adicd cu urmitoarea proprietate a locului geometric L: fie abed sia’b'c’d’ doua
patrulatere inscrise in Lsia e f'a’e’f un exagon inscris in Z. avind cite un virf comun
cu patrulaterele. Dacd perechile de drepte (ab, a'b’), (ad, a'd"), (ae, ¢'d"), (a’e’, cd)
(af, b'c"), (a’_fi i b{) se intersecteazd pe L, atunci si dreptele ef” si e’f se intersecteazz‘;
pe L. Rezultd cd aceastd proprietate este caracteristiced pentru cubice,
Interpretarea similard a semisimetriei functiei $ue (x, ¥, f) nu conduce la o
proprietate noud; gasim aceeasi proprietate ca si in cazul simetriei luj due (x, ¥, f)
ardtatd pe figura 20. =
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CAPITOL UL VI

REZOLVAREA UNOR ECUATII FUNCTIONALE CU MAI MULTE FUNCTII
NECUNOSCUTE DE DOUA VARIABILE

1. Conditia ca o functie cu trei variabile sa fie de forma F [ﬁo (x,y),z]. YVom
vedea in capitolul VII cd descompunerea functiei date /'(x, y, z) in
flx » 2)=Flo(x, ¥), z (H
este o problemd fundamentald pentru construirea n(lam(l)grarr}egor.c_ompuse.l _
Dacd admitem pentru ¢ si £ functii cu doud variabile, fara nici o restrictic,
atunci descompunerea (1) este totdeauna posibila. [1_1tr-adevar, sd presupunem ci
f(x, y, z) este o functie (oarecare) definitd in cubul unitar g, Alcger_n
functia ¢ (x, p) in felul urmator: valorile x si y se scriu SL!b forn}a de fracgie‘ zecl-
mald infinita (pentru fractiile zecimale finite care admit doud reprezentiri sub
formi de fractie zecimala, alegem reprezentarea constind din cifre 9 de la un
anumit rang)
x=0, a4 0a5...85...
P =0y byn b o
si punem :
0., 1) =0; a; by a, by - .
Functia ¢ (x, ») reprezintd biunivoc patratul unitar pe segmentul unitaf. F*unct:a
F (u, z) o definim pentru 0 < u, z < 1 determinind x*, y* astfel ca ¢ (x*, y*) =u
si punind F(u, z) = f(x*, p*, z). Atunci in mod evident

fx, p, 2) = Flo(x, ), 2].

Daca pentru ¢ si £ se admit numai functii derivabile, at_upci clescm}lp.unere'a (IU)
nu mai este totdeauna posibild, E. Goursat a stabilit conditia necesara si suficienta
pentru ca f(x, y, z) si admiti descompunerea (1) in acest caz [[3], sub forma

iz fy — fyafo = 0. )
Conditia (2) este necesara, pentru ci prin derivare in raport cu x si y obtinem din (1)
fo=Foor, fy=TFouy
deci
ek
fo ey (x )

7)o
ful:

din care (2) rezultd imediat. Conditia (2) este suficientd, cici (2) fiind satisfacutd,
notdm f'(x, y, z) = o (x, »), unde constanta z, s-a ales astfel ca f(x, y, z,) 2 0.
Expresia

= functie de x si y

sau

Jz (x, y, 2)
Ju (x, 3, 2)

19*
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fiind independentd de =z, avem

i o

I Py

9(f, 9) _
2 (x, )

sau
0,

din care rezulti
S », 2) = Flo (x, y), 2.

Pentru cazul functiilor % si F continue si strict monotone demonstrim:
T eorema \[L L. Urmdtoarele conditii sint necesare st suficiente  pentru ca
Junctia f(x, y, 2) sd fie de Jorma (1) cu F $i @ continue si strict monotone.

a) f(x, y. 2) continuu si Strict monoton in domeniul siu de definitie I,
b) f(xy, Y1s 21) = f (%, Yas 21) =>f (=, Y15 Zp) = f(x,, Vas Zy).

Conditiile sint necesare: a) rezultd imediat ; pentru a ardta b), fie

Fle (v, 3, 5] = Flo (X2, 9), z];
din monotonia strictd a functiei F rezulti @ (X3, Y1) = @ (xy, p,), deci

Flo (x1, 1), Z] = Fle (%25 1a), Z].

Conditiile sint suficiente : demonstrim intii ci din a) si b) rezulti ci fiecare
punct din £ are o vecinitate in care S (x, p, z) este de forma,(l). Bie: (35, Vo, 20) € B
sd ludm in £ un cub de latura 8, avind centrul in acest punct si mlfl,::h?j’lcopara:
lele cu axele de coordonate si si alegem in interiorul cubului o vecinitate Vi
a punctului (x,, vy, z,) in asa fel ca f(x, y, 2) sd ia in Vo numai valori cuprinsg
intre f.(x,;| = 8, Y 2ol (g - 5 Vo> Zo). Atunci pentru (x, y, z,) € V, se poate
determina o valoarea unici x' astfel ca 'y sy L

F &, p, z) =J 2 Iy, =)
§i X —8<x' <x;+ 3. Acest x' este functie de x si y,

x' =9 (x, y).
Introducind notatia

F & n)=FfE ys %),
avem in baza conditiei b) )
f(x7 ¥, Z) =./.(X’, Yo 2) == F(,\", x) == F[(P (x: .J})o Z].

Sa cqnsiderf"lm acum parale!ipipede inchise cu fete paralele cu planele de coor-
donate,u situate in E. Daca inl fiecare din doua paralelipipede cu o fati comuni,
paraleld cu planul xOyp, functia f (x, », 2) este de forma (1), adicii daca

f()(, Vs :) =F [CP (xs J’)} Z] B Z1<Z\§22,

S <.-l)-. } < ! ‘n
P =B G P d teSoln, SRS IS0
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atunci
Flo (x, 3), 2] = Fy [0 (x, »), 2],
deci
o1 (x, ) = g [ (x, Y)].
Notind F* (£, ) = Fy[g (E), 1], avem in al doilea paralelipiped

S, 2) = F* [¢ (x, ), 2].

Functiile F (£, 1) si F* (%, 0) sint definite pentru aceleasi valori £ si F pentru
5 <1< 2y, iar F* pentru z, < n < z;; avind in vedere ci F (£, z,) = F* &, z,),
functiile /" si F* pot fi considerate ca o aceeasi functic F definiti pentru
7 < < zg. Rezultd cd f (x, y, z) este de forma (1), in domeniul obtinut prin
impreunarea celor doud paralelipipede.

Sa ludm acum doud paralelipipede lipite cu o fati paraleld cu planul xOz
$i sd presupunem cid f (x, y, z) este de forma (1) in fiecare:

f(x= Y, Z) — F[@ (x7 .V)a Z]: B4 “é y “< Vas

RS <x <x5 Z <2 <Z.
Tz =FElo @ hd m sy ~ 0 2 TSR

In al doilea paralelipiped avem _
Fy [y (% 2), 21 =F* {g [py (x, Y)L, 2.},
unde functia de o variabild g se poate alege arbitrar; o alegem in asa fel ca

: g [pr (% y)l =0 (x5 y0).
Atunci
FEW=FE )

pentru orice pereche de valori £, v pentru care amindoud functii F si F* sint
definite. Considerindu-le ca o aceeasi functie si la fel functiile ¢ (x, y) si
g [0y (x, )], vedem cd [ (x, y, z) este de forma (1) in domeniul obtinut prin fmpreu-
narea celor doud paralelipipede. In mod analog pot fi impreunate doui paraleli-
pipede lipite cu o fatd paraleld cu planul yO-=.

Teorema enuntatd rezultd acum usor in baza unui rationament analog cu

cel din capitolul TII. 5.
Observatie. Din demonstratie rezultd cd putem slidbi conditia b), cerind verifi-
carea ei in cite o vecinitate a fiecirui punct din E.

2. Generalizarea ecuatiei asociativitdtii. Ecuatia functionald
gle (e p), 2l =hix, {(y 2)] (3)
cu patru functii necunoscute reprezintd o generalizare a ecuatiei asociativititii
i a diferitelor modificiri ale ei, de exemplu:

hilx, h (, 20 =h [z h (y, x)] (4)
(legea asociativitatii a lui Grassmann),
glg (x 3, 2l=g [x g (z »)] (5)

(legea asociativitatii a lui Tarki),
gle (v z1=¢ [y, g (@ )] (6)




294 FRANCISC RADO ‘ 46

(legea asocialivitatii ciclice), ecuatia semisimetriei (cap. IIL, 5) etc. M. Hossz
a rezolvat ecuatiile particulare (4), (5), (6) in ipoteza ci solutiile sint functii conti-
nue i strict monotone, iar ecuatia generald (3) in ipoteza ca solutiile sint strict
monotone si admit derivate partiale de ordinul I [18]. Rezolvim mai jos ecuatia (3)
in ipoteza de. continuitate si monotonie stricta,

Precizam cd numai atunci vom considera ecuatia (3) verificata de functiile
@, ¥, g h, dacd pentru (x, y) din domeniul de definitie al lui o se giseste tot-
deauna un interval de valori z, pentru care membrul I este definit si pentru toate
aceste valori si membrul 11 are sens. Se cere de asemenea ci pentru orice (y, z)
din domeniul de definitie al functiei ¢ si se gdseasci un interval de valori x
pentru care membrul II are sens si cd pentru toate aceste valori X, y, zsi mem-
brul I sd aibad sens. Daca functiile ¢, ), g, & sint definite pe intregul plan, atunci
aceste conditii sint fireste verificate de la sine.

Teorema VI, 2. Solutiile continue si strict monotone cele mai generale ale
ecuatiei (3) sint
® (o N=H [F )+ G ()]
Y () =H' [G (¥)+ G, (»)] o
g (. ))=Hi' [H (0)+ G, ()]
h(x p)=H' [F )+ H ()],
unde Fy, Gy, G,, H,, Hy sint functii continue Si strict monotone arbitrare.
Inlocuind functiile (7) in ecuatia (3), gisim
H'IE )+ G )+ Gy O] = Hi' [, () 4 G, 0)+ G, @,

deci aceste functii satisfac ecuatia (3). :
Pentru a ardta ci nu existd alte solutii, si admitem ci functiile continue si

strict monotone ¢, ¢, g, A satisfac (3) si sd notim cei doi membri ai ecuatiei (3)
cu f (x, y, 2

FGpd=gle (x 3, 2l=h[x, § (n, 2). (8)
Folosind teorema VI, 1, avem
I o 1 z) =f Ceps Voo 2) =F (1 s z) =D 9)

fxi, yoo 2) =f (*zy Y15 29) = f (%3 ps, 7).
Ardtim cd functia de doud variabila f (x, z;) verifici conditia B (cap. II, 1).

Fie

S G Yoo 2)=f (xs, y15 21),

VA (Xl. Ve ) =f (x5, Vs, z) = f (xs, Y1, Z) (10)
§i sd notim cu z, valoarea z pentru care

[ G v z) =S (xy, V1. Z);

dacd |x, — x;| e suficient de mic, ceea ce putem admite avind in vedere
teorema II, 7, atunci z, existd cu siguranti. Avem

f (x:!’ -]}1‘ ’31) :,f (xllq _},2-» Z]'_) :f. (.:\-1. _]-’1, _7-2)
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si folosind (9) mai avem

S Ve, 23) = f (X, Jlﬁrzz) = f (xg, Yo, Z1)- (1)
Din (10) si (11)
f (g oo 2) =F (1, 30 21) =1 (X1, Yo Z),
si aplicind (9)
I (X1 e 25) = J (X9 V2o 29) = 1 (%5, Vs, ) (12)
Tinind iardsi seama de (10) si (11)
[ (g v ) =1 (%, Yo ) =F (33 1 Z),
si aplicind (9) gasim
I G Vo Z) = f (X35 Y15 20) = [ (%55 Y3, Zy). (13)
Relatiile (12) si (13) ne dau
(14)

S (g va ) =1 (X35 Yo 71)s
deci (10) =) (14) si astfel am aritat ci functia f (x, y, z;) verifica conditia B (local).

Avind in vedere (8)
o (x, p) =@ [f (x, p, 2]

deci o (x, y) satisface de asemenea conditia B, deci in baza teoremei II, 7
o (x, ) =Hi [F )+ G (] (15)

; : e
Inlocuim aceastd expresie a functiei @ (x, y) in ecuatia (3) si purem y =y,

hix U, zo] = g {HT R, %) + Gy 0], z)-

Notam ¢ (»', z,) = »; atunci i
h (x, y) = Hi [Fy(x) + Hy ) (16)

Inlocuind din nou in ecuatia (3), gasim
g {HT [F, () + G ) 2} = Hs {F () + Hy ¥ (0. 2]}, (17)

Punind y = y,, avem
o (x,p) = Hy [P )+ X ()] (18)

si (17) devine

& 57 IR () + G+ X @) = () + H b 0, 2 2
Facind aici x = x, (20)

U(x, )= Hs TV (x) +X ).

folocuim (20) in ecuatia (19): -
PHI'IF,)+ GO+ X@=Fx)+T0)+X@




= vhnasemmo g

sau
=) :
®mIﬂ@H%MM=UHﬂ+@UM+WﬁW*Q@H
Ficind y = const, se vede ci @ H{! ) =E + a, deci
(D(x) = H1(x) +a
¥(x) = G(x) + a
Notind X (x) 4+ g = Gy (x), avem in definitiv

g (x,y) = Hy ' [H,(x) + G, ()],
Y (v, ) = H7 1[G, (%) + G, (»)].

A c d ud O[lllu]e lmprellﬂd cu 15
c Ste (8] lI S1 ]‘) 81 It tocn al J()ll uieie ; S1 ace.

Putem gisi acum cu usurinti ¢ ii iferi i i
E surinta  colutiile diferitelor cazuri particulare ale
a) Ecuafia asociativitatii, Avem
ExN =9 =h (x,»)=4¢ (x, y).

bt 'o 3 ezintd in diferi
s ?;L:;Ia d]cte {algdﬂfc;rmule]e (7) reprezintd in diferite feluri gceeasi pseudosumi
- = : = h . .
prtolul 1l, 4 am vazut ca din doud reprezentiri ale aceleiasi pseudosume

f (6 ) =HTFx)+ G (),
f (& 9) = H 7 [F* (%) + G* ()],

rezulta
F*(x) = aF(x) + b, G*(x) = aG(x) +- ¢, H*(x) = aH(x) + b + ¢,

o ek A : .
de a, b, ¢ sint constante. Deci din prima g1 a patra formuld (7) avem

. Hy = Gy + a, Hy = H, + q,
din a doua si a treia
H— Gy -5, Hy = Hy,+ b
si din a treia si a patra
. Hi—F - & =G e
Deci ; )
Gi=F +c—b, Gy=F +a—>b
Hi=F+4+c¢ Hy=F, +a—b- —F :
rezulta i : i e g

Bl +e=F x)+F @)+ ¢, — b.
Notind H(x) = Fy(x) — b, avem
o (%)) = H '[H ) + H()

siie o Atp 5 .
51 astfel am regdsit ca solutiile ecuatiel asociativititii sint cvasisumele (cap. 111, 4)
. : )
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(b Ecuatia Iui Grassmann. Introducind notatia 7 (x, y) = — A" (y, x),

ecuatia (4) devine :
R (x, »), zZl=0h [x, & (y, 2)],
deci ea se obtine din ecuatia (3) prin particularizarea
h = dr, = g' — (P’

(am notat in general cu accent functia obtinuti prin schimbarea rolului celor
doud variabile independente). Obtinem la fel ca mai inainte
Hi=H,}+a FF=G,t+a F,=»b8H+¢, GG=0bG,+d, H=>0bH;"| c-td,

de unde
G =0H,+ ab* 4+ bc—ab+d, Go=0bH,+ ab+¢—a;

prin urmare ]
b)) =4 0) —=Ha ' [ Hy () + bHy () + 4, @h

care este tocmai rezultatul lui Hosszi(.
o

Daca b +b—1 0, notind H(x) = Hy(x) + ———,
= () = By + -
avem
h(x, D =H"[b" H (x)+ bH (¥)]; (22)

iar dacd 62 + b — 1 =0, atunci notind H = H, (x)

h (x, ) = H‘l[l_:,jlf’ HE)+ 1 H2 VS hgyral, =21 @)

Se constatd imediat prin verificare directd cd functiile (22) si (22') satisfac
ecuatiile (4), deci toate solutiile continue si strict monotone ale ecuafiei (4) sint
date de formulele (22) si (22"), unde H (x) este continuu si strict monoton.

¢) Ecuatia lui Tarki. Ecuvatia functionald (5) se obtine din (3), prin

particularizarea

g=o=h=4{;
folosind (7) se giseste. ca si mai inainte, cil toate solutiile ecuatiei (5) sint functiile
g G )= H " [H @+ H ()
urmeaza cd ecuatia (5) este echivalentd cu ecuatia asociativitatii.
d) Ecuatia asociativitdfii ciclice. Schimbind pe x si y intre ei, ecuatia (6)
devine
gl (v, x), 2] = g [x, g (2 M)},
deci se¢ obtine din ecuatia (3) prin particularizarea
o —=h=n =44
Solutiile ei sint cvasisumele, deci ecuatia (6) este iardsi echivalentd cu ecualia

asociativitatii.




298 FRANCISC RADO 50

e) Ecuatia semisimetriei. Ecuatia (29) din cap. I1I. 5 se poate scrie sub
forma

f [f" (X, )")-, Z} :.ff [J\T, f (.]"' —_)]
deci se obtine din (3) daci
g=U=pn = CP';
folosind (7) se regiseste solutia (33) din capitolul III
SOy = H[H(x) + G ().

Ecuatia functionala (3) contine si alte tipuri de ecuatii mai particulare, de
exemplu cele in care intervine pe linga functia necunoscuti g(x,p) si functiile inverse
g si g (pentru notatie a se vedea cap. IV, 1). Si considerim doui exemple:

f) Ecuatia functionald

gleg (x, ). zl=g [x. 7 (v, 7)) (23)
Aplicind teorema VI.2 avem
g0, »)=Hi'[— G, (x) + H, ()]
g, ) =G [Hy (x) — Hy ()]
h=g, 9=F V=F
Hi=F+a Hy=Gy+a,—Gy,=F, + b, Hy =G, — b,
Hy =G, +-d, — H, = cG, + e, Go=cH,+d e

Rezultd cd e=1, d= —b, e=b —q si
g(x)=H[Gx — G (24)

Pe de alta parte, aceastd functie verifica ecuatia (23) deci toate solufiile continue
§1 strict_monotone ale ecuafiei (23) sint funcyiile (24).
g) FEcuatia functionald

gy ad=glxz x ] (25)
are ca solutie generala
gt ) =H[H ()+ H(Q).

deci este echivalentd cu ecuatia asociativitatii.

3. Generalizarea ecuatiei bisimetrice. Ecuatia functionala

Sl X hvl=¢ [ Wy, 7 (x )] (26)

cu sase functii necunoscute a fost rezolvati de M. Hosszd in ipoteza cd solu-
tille sint derivabile si strict monotone [17]. Rezolvim aceasti ecuatie in ipoteza
de continuitate si monotonie stricta. In acelasi timp simplificam si scrierea rezul-
tatului dat de Hosszu.

- S . C
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Teorema VI, 3. Solutiile continue si strict monotone cele mai generale ale
ecuatiei functionale (26) sint

S D=H'F X+6 W, ¢ &)=H'[Ff x)+G (]
g (x,p) = 1 (x)+ G (0] b () =F [+ 0] @7

[=]

hx, ) =G [Fy () + Gy 0, x (%)) =G [Ge (%) + G5 ()],

unde cele noud functii de o singurd variabild sint continue si strict monotone arbitrare.
Pentru demonstratie notam

gEGN=¢g 08 s o9& N=9¢ (9
si punem v = v,; ecuatia (26) devine
FIg (xowy b (v vl =" [ (%, %), & (u, V)]
Facem urmitoarea schimbare in notatia functiilor
k & m=Ff[E h @ vl (28)
I & n=29" [x & v 7l;
ecuatia functionala (26) devine
kg (o w, yl=1[x ¢ (@ »)
care este locmai ecuatia generalizatd a asociativitatii (3). Aplicind teorema VI, 2
avem
g, =g nx)=F'FK +GG O]
Y =F R () + F )]
k(x, ) =H'[F (x)+ F3 )]
! (x, y) = H[G, (x) + Fy (0]
Inlocuim in prima formuld (28) expresia gdsitd pentru k (£, 7) §i punem B =
h (n, vo) =y; notind G, (y) = F; [E(vﬂ, )], se obtine
f(x, »)=H[F %)+ G O
inlocuim in a doua formula (28) expresia functiei / (€, 1), punem x = ¢ (&, v)),
y =1 si notim G, (x) = G, [£ (vp,Xx)]; se obtine
o' (x, y)=H1[G, (x)+ F, (W]
sau
¢ (x,y) = H' [Fy (x) + G O]
Substituim in ecuatia functionald (26) expresiile aflate pentru functiile g (x,y),
b (x, p) f (o) e (x ) :
Fy () + Gy (x) + Gy [k (3, )] = Fy (u) + Fa (») + Gy [y (%, )]
Grupind aici termenii
Gy [h ()] — F3 () = Gy [z (% ] — Gy (x),
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N wemwy - g

m-e;mih)rul 1 nu depinde de x, membrul II nu depinde de y
bri sint functii numai de v; notindu-le cu G; (v). avem 5

h(y,v) = Gi U [Fy () + Gy 0, 1,7 = Gi'[G, (%) + G, 0l

deci cei doi mem-

sau

h(x,p) = G [Fy (x) + G, ()],

7% (xa y) = le 0 :
= P(‘)lﬁfci:]tli{illte afEtge] fthte ancéﬂe (217).[ SR BaCal
inlocuindu-le in (;6)0?1:;&112;11 tm sistem.de- solufii ale ecuatici (26), pentru ci

-1
H 0[25‘?;; C:z) (g():u—l;tfa (Zy) ’1—' G,y (v)l] =yl [F> (1) + Fy () + G, (x) + G, 0L
Solutia ei se glﬁscﬁe déci'l( p_?nc(leﬁ Cjilitzl:ufglisie bl?ll:(li;z particular al ecuatiei (26).

) . . . . -
¥ drizari an Oag cu el [ <l ] P
. - Ps f.—l i t t
2 Pll 1 1rticu ! a € Ccu cele cute 1n puﬂctul INterior utem gdS]
cu ![S 1 I'd SOhlL! IG dal Lll'f’lltOI' eCudtII fLIllCtIDI)ale, intre a]te]e (lle ECUﬂtl.Cll bISl‘“le
triex S ale eCua[Je (5) d]n C&pltohﬂ II, 2, precui,‘l S]‘ I]T()dil!CaI ]’]DI 101

4. Aplicatie geomefrici. Am vizut ci daci o fa

proprietatea lui Thomsen fcap. I, milie de curbe se bucuri de

1), atunci ecuatia familiei de curbe este

2 F(x) + H(y) = const. (29

Ardtam acum ca o aplicatic a ecuatiei (26): :
Teorema VI,4.Fie &, &, §

o >4 Fie &y, &, &, trei familii de
proprietate: dacd punctele M, S de pe ?I’gur{tj;_’a ?;g;rdﬂ
N, R pe aceeasi curbi din §,, atunci puncrelep

a familiei F,.

f
[

curbe in planul xy eu urmdtoareq
e aceeasi curbd din &, si punctele
P,Q.se afld pe aceeasi curbd
In aceste ipoteze cele trei Jamilii de

2 . oy
e 7 curbe coincid si ecuatia lor este de forma (29).
\ Ecuatiile familiilor de curbe sint
3 S F,) /i
&) f(x,y) = const.

&) g(x.y) = const,

&) h(x,y) = const.

& Q@
Fig. 23, - fD1;1 c‘aptit?IUI L1 rezultd ci putem presupune
a f,g.h sin i : ; ,
Aveaﬁg uncti continue si strict monotone.
8 O 20) = & (v 1), Cxt, 1) = (3, 1) =1 (. ) = / (s 3) (30)
&2 - 35 2 .

Notam

S =g 0, 0) =g (X 3), t=h(x

; . YRty b= 3(—‘1-)‘3):]1("1 n;
e . . L 7R 1 ’
folosind notatiile din capitolul 1V, 1 pentru functii inverse avem
Yo = £ (11, 5)

Xy = 7?‘()}15 f)

Yo = g (s, x7)

ye="H (1, xy).
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Conditia (30) devine ecuatia funcfionala
flg G ) B (6 x)] =L (e, 1), 8 (55 X)), 31)

care este un caz particular al ecuatiei (26). Aplicind teorema VI, 3 si tinind seama
cd y =g si h=1{ in formulele (27), gasim dupa un calcul simplu, analog, celor
ficute la particularizdrile din punctul precedent, ci

f, ) =Hy "[F@)+ GO)]
g (x,y) = Hi ' [F(x) + GO
h(x,y) = Hs YIE®) + GOl

5. Ecuatia generalizatd a tranzitivitatii. Ecuatia
flif &, f. 0 =1 (32)

poarti numele de ecuatie functionald a tranzitivititii. Ea a fost rezolvata pentru
prima oard de A. R. Schweitzer prin transformarea ei intr-o ecuatie diferentiala
[34], [35]. In ipoteza de continuitate si monotonie strictd ecuatia (32) a fost rezol-
vatide M. Hosszu [19]. In aceeasi notd se di si solutia urméitoarei generalizari

a ecuatiei (32)
Fletx.n, $(.0] = g(x.)); (33)

insd numai pentru functii strict monotone, care admit derivate partiale de ordinul
intii. Dam mai jos solutiile continue §i strict monotone ale ecuatiei (33), iardsi prin
reducere la ecuatia asociativitatii generalizate.

Teorema VI, 5. Soluiile continue si strict monotone cele mai generale

ale ecuatiei (33) sint functiile
S =HTEE =GOl
lgmﬂ—HA%u)(mm o
‘Mmﬁ—ﬁﬂ@m#Gmﬂ k
$(x,y) = 6T [Gy (@) — G3 0],
in care Fy, Fy, Gy, Gy, Gy H sint functii continue §i sirict monotone oarecare.
Notind o (x, 1) = u, ¥ (y,1) = v, ecuatia (33) devine
) =gBEu b0
sau
% u) =g [H (6 )./ V)
Daca punem f(u, v) = s, ecuatia functionald se transforma in

gl s1=31f (9] 39)
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Ecuatiile (33) si (35) sint echivalente. Ecu
teoremei VI, 2 putem scrie

b (x,) = G5 [G, () + Gy,

S 63) = FT' 6, () + H ()

g(x,») = F3 ' [G,(x) + H (),

? (% 0) = F3 ' [Gy (x) + F, (n),
din care se gisesc imediat expresiile (34).

Solutia generala

a ecuatiei (32) se obtine din formulele (34), daci punem
f=g=9=4¢

Jy) = FL[F(x) — Fy). (36)
Prin urmare solutia generali o ecuatiei (32) este datd de formula (36).

6. Pseudosume cu trei termeni. La punctul 2, am ar

atat ca, daci functia f{x,y.z)
admite doud descompuneri de forma (8)

T, 2, 2) = glo(x, y), 21 = hx, Y(y, 2)), (8)
atunci @, ¢, g si /i se exprima prin formulele (7), deci
S5, 3, 2) = H [Fy(x) + G(0) + Gy(2)]
sau

1,7, 2) = K= [F(x) 4+ G(y) - H(z)]. (37)

Invers, fiind data functia (37), daci notim o(x,p) = F(x) + G(y), g(x,y) =
= K~1'[x + H(»)], P(x,3) = G(x) + H(y), h(x.y) = K-1[F(x) -+ »], atunci se vede ci
f(x,3.2) admite descompunerile (8). Functia (37) o vom numi pseudosumd cu trei
terment, daci F,G,H,K sint functii continue si strict monotone. Din cele spuse rezulti:

Teorema VI, 6. Conditia necesard si suficientd, pentru ca Junctia continudg
s strict monotond f{(x, 1.z2) sd fie o pseudosumd cu Trei termeni, este existenta descom-
punerilor (8). .
Consecingd. Din cele dous descompuneri (8) rezulti o a treia descompunere :
f(x: Y, Z) i ][k(.)\', z), 71

Descompunerile (8) sint echivalente Cu urmatoarele doud implicatii

r J (x5, 11, 79) =y, Vo 5) =) S (2, 1, 25) =FCep> ¥3525)
l S (x5 11, 7)) = [ (%, Vo, zp) =) f (e, 9y, zy) = fi(x, s Vas 2p)- e
Implicatiile (38) atrag dupd sine
J (g 11, 7) =I5 Vo, 21) = f(xq, Y1y 5) =)
FCy.z)=f (¥as 15 25) = f (2 2, 27)-

Dupa aparentd din (39) nu rezults
de fapt, in (39) din cele sase valori

(39)

(38), cici ipotezele in (39) sint mai restrictive ;
X1,)1521,X9, V5,25 NUMai patru pot fi alese in mod

atia (35) este de forma (3), deci in baza
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3 . o b - licatiilor (38
arbitrar, celelalte doud rezultd, in timp ce in fiecare d}nl lpolc_azelct Jrrixp(l;(;?tlt; ((38))
cinel din aceste valori sint arbitrare. Demonstram mai jos ca totus :
adicd, cd are loc:

Teorema VI, 7. Implicatia (39) este necesard Er Slﬁ?f?”:;.ﬁfg:;.u ca functia
continud si strict monotond f(x.y,z) sd fie pseudosunlmz cu tcrl :qu ocazi.a N o

Impli'ca'gia (39) este identica cu (9) de~ la punctu :?,glm e
ecuatiei asociativititii generalizate, am vazut ca dm‘ ( 1) I s -\'yzin G5
0 pséudosumz'l de x si y. Tinind seama.de rolul S}metrlc ad vari sais é{(;i’ R
urmeazd cd si functiile f{x,ye,z2), f(x{,,y,_z) sint pseudosum .

Prin urmare, daca y; si z; sint fixati, putem nota

f(.\', y! 21) = K—l [F (X) + G (,V)] (40)
[ p,2=""1 [P (x) + H (2]
inlocuind expresiile (40) in (39) obtinem
F(x) +G()=F(x)+ G (72) D (x,) + H(z) = ® (x;) + H(z) = 41)
= YVL[D (x,) + H (z)] = K 1[F (x0) + G ()]

Privim pe x, si x, ca variabile.independente, din 1poteﬁzeli 1(111;;?]2:?:1112:}1)“(352
) s i ¢, i Xy (34 51 z; sint fixate S
imé i H(z,) i tie de x; s x, (34 s1 z; sin ] 3
xprimdm pe G(1p) si H(z,) in functie de x; $1 x, ; e
;:nll())cuinduﬁe in concluzia implicatiei (41), obtinem ecuafia funcfion

Y1DR®(x,) — O (x) + H(z)] = K-T2 F () — Fx) 4G ()l

ind
Notin D(x)=x, P(x)=1y
$ KY1x + HE@l— G =), FO () =40, (42)

obtinem

o Q2x—y)=2¢x) — ¢ ()
care prin schimbarea de functie
24(5) =2 (43)
2
revine la ecuatia funcponali e
intilnitd in capitolul TI, 4 (ecuatia (14)). Solutia ei este
op(x)=ax+b y(X)=ax+c yx+y)=ax+b+c;
avind in vedere (43) 2¢ — b L ¢, deci ¢ = b. Tinind seamd de (42) avem
FE)=a®@+b 4)
K(E) =al () + b,
unde s-a notat b’ = b + G(y;) — af(z,).
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A doua formuld (40) se poate scrie astfel:

aV[f oy, ]+ b6 =a®x)+ b+ ap (Y48 =%
sau avind in vedere (44)

K[y 2] = (x) +a H (z) +-b" — p;
scriind H, (z) in loc de a H (z) 4 b" — b, avem '

TGy, 2) = K F(x) + H, (2)].

Facem acum pe y; si varieze, mentinind
formuld numai functia H; se schimbi odata cu y;, deci

.f(x: », 2‘) = K1 [F ('\’) JF" S’J (.J'a Z} =/ [X, 4’ (y Z)}

In mod analog, S(x,y,z) admite inci dou
respectiv cu x,z grupati. Teorema VI, 7 rezultd acum din teorema VI, 6.

Observatii. 1) Din faptul ca f(x,y,z) este pseudosuma cu doi termenj pentru

orice valoare fixata a fiecirei variabile, nu rezulti inci ci J(x,y,2) este o pseudosuma
cu trei termeni, dupi cum arati exemplul,

f(xa Vs Z) == F()L‘) G‘(J") + H(:)
2) De asemenea din faptul ci f(x,p,z
y fixat in mod arbitrar si in raport cu

f(x,»,2) este o pseudosumai in raport cu
exemplul

) este pseudosumi in raport cu x,z pentru
»Z pentru x fixat arbitrar, nu rezults ci
X sl y pentru z fixat, ceea ce se vede din

JCy.2) = [F(x) + G M (x) H (2).

7. Interpretarea geometrici a teoremei VI,
retea si tesut, definite in capitolul T, 1, pot fi ex
suprafete formeazi o familie de suprafete intr-un
£ si suprafetele considerate sint om

7. Notiunile de familie de curba,
tinse pentru spativ. Un sistem de
domeniu spafial F, daci domeniul
eomorfe cu un domeniu £ si un sistem de plane
paralele in E. Trei familii de suprafete formeazi o refeq de suprafete in E, daci
domeniul E si cele trei familii sint omeomorfe cu un domeniu £ si trei familii de
plane paralele in E, ortogonale doua cite doud. Un sistem de patru familii de supra-
fete formeaza un resut spatial, daci fiecare grup de trei din aceste familii de supra-
fete este o retea de suprafete.

Sa presupunem punctele A (s, p152;), B(xy, p5, 7,), Clxny,2), A’ (31, yy.2),
800 yon), € (g 2, 77) (fig. 24). Implicatiile (39) exprima faptul ca daca punctele
A,B,C sint pe aceeasi suprafatd de nivel a functiei f{x,y,2) atunci punctele 4°, B,
C’ sint la fel pe o acecasi suprafatd de nivel, adici dacd incercim si construim
octaedre avind cite doua fete paralele cu planele de coordonate si doud fete curbe,
formate din suprafete de nivel, atunci acesic octaedre totdeauna pot fi construite
(se inchid). Planele paralele cu planele de coordonate si suprafetele de nivel ale
functiei f(x,y.z) formeazi un tesut spatial, iar octaedrele de maj Sus octaedre de
fesut. Conditia (39) se exprima astfel: ocraedrele de fesut se inchid.

Sd considerim acum pseudosuma cu trei termenj

(0, 2)=K-1F(x) + G(y) + H (2)] (37)

© valoare fixd pentru z,. Atunei in ultima

d descompuneri similare cy X,y
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) leSU[ u p © (0]} ilii I u plane]e de COOI‘dOHate
i i ]e p]aﬂe] or pa alele C .

31 l S atIEl,] P’ f mat dlll famﬂll . 5

;1! .a Supl alete’lo! de 1iVC l Elle fullct’lel (3 l ). I rimn ti ar Si ormarca [()pOIOglCc

x' = F(x),y' = G(), z' = H() .
e, iar a patra devine
primele trei familii rAmin plane paralele cu planele de coordonate, iar a p
K1 (x"+y" + z) = const.
sau

x' +y' + 2/ = const,

I

i i at

deci tot o Tamilie de plane parla%ele. Teﬂ;t;;iéo;gm

i ilii de- plane paralele se numes .
din patru familii de" plar . :
regtffar Prin urmare fesutul & este omeomorf cu un
fesut regulat. _ .
) Urmeaza urmétoarea interpretare Pentru teorem;’:
V1, 7: Conditia necesard si suficientd penm;]c;; tc.‘!”
te;ur format din trei familii de _p.kme pma?f &
})fﬂm;'e Rl fﬂ'}”-’h? rde fujzr;j’cfétl}'ele de fesur sd se inchidd.

] al este ca i i ¢

7 eomorf cu un fesut regu W e

& ﬁeTﬁmf:i) sea{na ci un tesut oarecare este omeomorf (iu un tesu P
J i ! in general:
e ermm;z al:flz g:sm spafial sd fie omeomorf cu
i1 'd Si cientd pentru ca fesult /
Conditia necesard §i sufi : vl
un fesut regulat este ca octaedrele de [esut Sa-sﬂe mczmetria T
" Am gisit in acest fel un rezultat cunoscut in ge t
Cl

CAPITOLUL VII

LOR COMPUSE
SEPARARI DE VARIABILE PENTRU CONSTRUIREA NOMOGRAME

itc d ? ice ecuatie cu
i tat 1 4 pentru orice ecuat
ari i ritat in capitolul I, 2 ¢ or ,
ariiri de variabile. Am a _ ek £ i i
trei iéoﬁi%scute z = f{x,y) se poate construi o nomograma cu lin §
rei z = f(x,y) se TRl :
functia f este continud si strict monotond. Fie acun

= (1)
w=f(x,2) ;
iarasi i i strict monoton. Dacd
o ecuatie cu patru necunoscute, in care feste iardsi czlontm uIlEJl l;ll :;rlct
’ ‘are: ar
functia [ admite descompunerea (sau separarea de V 5
' f (x,y,2) = Flp (x, ), 2l . ol
‘ i a 4 in felul urmator:
atunci ecuatia (1) poate fi reprezentatd cu o nomograma compussd
< ’

Notind E=q(x,) 3)

ecuatia (1) devine i T B, (4)

m il i i fel ca familia
inii tru ecuatiile (3) si (4) in aga I
strui nogramele cu linii cotate pen piile (3 e b e
go?'?l:iriué s;%[fl: C(g)munﬁ, (fig. 25). Utilizarea nomogramel esttermdt'lta pe fig
1 Uz 25! : o
oiservﬁ ci familia de curbe intermediare £ nu trebuie cota

20 —c¢. 70
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: Cpndigii necesare _si suficiente pentru existenta descompunerii (2) au fost date
In capitolul VI, I in diferite ipoteze asupra functiilor ¢ si 7.
In cazul ecuatiilor cu mai multe necunoscute problema se pune in mod analog.
Pentru a reprezenta nomografic ecuatia
J}:f(‘xler:"'sxﬂ) (5)

se cautd o separare de variabile de forma

e ) — Bllo (s s 0l S Er S T

s i Py (Ko gt 3+ 5 Xpp)s Xpptd s e e s Xn] &
si dacd fiecare din ecuatiile
E»]:CPl(xla---axpl)
& = polXpt1,.. ., Xp,)
.......................... (7)

gr = Qr (Xpr_1+1 Siore By .X'pr)

y:F(il,Eg,-.-,Em-,xp,.+1,---,xn)

) este nomografabild, atunci ecuatia (5) este reprezen-

Fig. 25 tF:lbﬂﬁ cu 0 nomogrami compusa. Problema are interes

$1 in cazul cind ecuatiile (7) contin mai mult de trei

variabile, cdci, pe de o parte, ele pot fi eventual descompuse la rindul lor sub

forma (6), pe de alta parte, anumite ecuatii pind la 12 variabile pot fi reprezentate
prin nomograme cu transparent.

Daca descompuneri de forma (6) nu sint posibile, se pot ciuta descompuneri
in care o variabild intrd in mai multe functii ;. Nomogramele compuse corespun-
zatoare vor fi cu variabile repetate, care din punct de vedere practic de sigur sint
mai dezavantajoase. In cadrul acestei lucriri nu ne ocupam cu descompuneri de
acest tip.

Am stabilit in colaborare cu L. Bal conditiile necesare si suficiente ale exi-
stentei descompunerii (6), pentru cazul functiilor F si @, (i=1,.., r) derivabile

[8], [9], sub forma

9 fo e=rl9 0w 1)

=] [ = (i=p + 1 — . =

o\ 72 St len = De=0 @
it (Fo=bseaiBiog, Brbilicam)

Demonstratia se bazeaza pe:
Lema 1. Dacd functia f(x,,...,x,) admite descompunerile

f (_Xl e e xn.) = Fj’; [Xl yio sy J\'p',l‘_*I 5 (PF\‘ (x‘“]r71+ 1gee.s xpk)a xPi\‘+1 30ty x"-]‘! (9)

(k= 12,...,r), (py=0), unde functiile F,, @ sint presupuse oarecare, atunci
este valabild si descompunerea (6).

' Pentru a stabili in ce conditii admite functia (5) descompunereca (6), dacd F
§1 ¢; nu sint restrinse la functii derivabile, ci numai la functii continue si strict

monotone, ardtdm intii urmatoarea lemi, care generalizeazi teorema Y0 B D
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Lema 2. Pentru ca functia continud si strict monotond f(xy,...,xn) sd fie
de forma
T yinie 50 = E [ 5 VX)) A5 w5 %) (10)

intr-un domeniu n-dimensional E (unde F si @ sint continue si strict monotone) este
necesar si suficient ca orice punct din E sd posede o vecindtate in care implicatia
s Ky wmom o Xy X, 3imee 20 X = (Vs Vg i b M gt i & i, Hp) = (11)
f(xb x25 &k ’xﬂ! _ij,+11 e moy J’Ji) :f(ylayza 258 =J’P= .]’P-H gimin e >yﬂ)
sa aibd loc.
Din
F[C]D ()\‘1 s xﬂ)> Xplseees x"] = F[(-P (J’l ¥ 2imis 5 J’P)s RYIES PR xﬂ]
rezulti in baza monotoniei stricte
cp(xla"-=xp) =CP(yla"'syp)

din care urmeazd imediat
FloQey, .o %p), Ppatisevss¥nl = Flory o« 3 0)s Yptts- s nl;

asadar din (10) rezulta (11).

Sd presupunem acum ‘cd f satisface (11) si nu e identic nul in vecinatatea V'
a punctului (¢, ¢, . . ., cx). Acest punct are o vecindtate V, cuprinsi in V’, astfel ca

ecuatia

TRy cnorsHopsBn it e s g Cn) =] iy Ty 0 463 Copy B et ) (12)
si admitd o solutie (unici) x’, pe care o scriem

& =0 (% o o ¥n):
Notam
F B it e i) = (B389 e 475 iy P g w010 X0 e

Atunci din (12) si (i1) avem
f(x11 CRCE 5x?1) =j.(x’s (.'2, mXpli ¥ Cﬁs xp+1n LU ,x") = F[‘P (xla- LR ) xp)- xﬁnl-ls sinelely) xi'!-]-

Prin urmare fiecare punct din E are o vecinatate in care f este de forma (10). Rezul-
td la fel ca si in demonstratia teoremei VI, I cd / este de forma (10) in insusi

domeniul E.
Din lema 1 si 2 rezultd imediat:
Teorema VII, 1. Functia f(x,,....xs), continud i strict monotond in domeniul

E, atunci §i numai atunci este de forma (6) cu F si @, continue §i strict monotone,
dacd relatiile
f‘(x(lil), xgig)‘ o x(,in]) :f(xflfl), x&fﬂ)} - xgn]) (13)
(7 = 0,1, j, = 0.,1) presupuse pentru
{Si="pp il 5 = )
Is=0,j,=1,ic=j =0 o= b oo of =)
(=l 20 el (P =—"0)

20%
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implicd aceleagi relatii (13) pentru
is = 0, i,=1 o =Jj.=1
s si o fiind aceleasi ca mai sus.

2. Generalizarea pseudosumelor. In descompunerile (9) cele r functii ¢, nu
contin nici o variabild comuni. Dacii presupunem ci functia f(x,....,x,) admite
descompuneri in care o variabild poate figura grupati la mai multe descompuneri,
atunci vom vedea cd rezultd o forma mai particulard pentru functia /.

Sd considerim intii exemplul

Sy 2w =glo(x,y,2),u]l = hlx, {(y, z, uw), (14)

unde functiile @, ¢, g,/ sint presupuse continue si s(rict monotone.
Din teorema VI, 6 urmeazd ca functiile f(x,y, z, u) si f(x, 2, 1) sint
pseudosume cu trei termeni :

{fmx%mxxﬁwuanwTHmn (15)
S yo 2,0) = Ky [Fy () + Gy (2) + Hy ().

Punind in prima egalitate (15) y = y, si in a doua z = z,, obtinem doui reprezentari
ale aceleiasi pseudosume cu doi termeni. Din teorema II, 6 urmeazi.

Fi(x) =aF(x) + b,
H; (x) = aH (x) + aG (y)) — Gy (z) + ¢,

K(&x)=aK(x)+ b+ e,
deci a doua relatie (15) se scrie

; — 1
f@%¢mzﬁﬂﬂmka@+ﬁm——eum:Hw}
a
Facem si varieze y,, lasind pe z, fix; atunci F,H,G si K nu se schimbi, iar

@@+Gw—%Q%hG%d

deci
[ pzu) =K ' [F(x) + G(,2) + H ). (16)

Prin wrmare (14) atrage dupd sine (16) si evident din (16) rezultd (14). Acest rezultat
poate fi generalizat: ;
Teorema VII, 2. Descompunerile

j-(-xl? 2ir oy x’l) = g [(P (xls L) "“_q)v -\‘q+1, ) xn] = 'h [x]'_a aidisy -'\‘Pa q} {XJJJ.-h Ak g '\.Jr)] (17)
(p < q), unde o, 4, g, h sint functii continue gi strict monotone, sint necesare st sufi-
ciente pentru ca functia f(x1,Xp,...,X,) sd fie de forma
=
f(xle v Xn) i — K [E(3 oo Xxp) + G(xpj"lu e Xg) + H e, (18)

F,G,H K fiind continue si strict monoftorne.
Formula (18) poate fi scrisa evident sub forma (17), deci trebuie aritat ci
(17) => (18). Am vizut cd aceastd implicatie este adevirati pentru n = 4; si o
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presupunem pentru n — 12> 4 si sd o demonstrim pentru n. Deoarece 7 > 5,

intr-unul din grupurile de variabile x; , ..., Xp; Xp41, ce Xg3 Xgdts e X, exista cu
sigurantd doi termeni; sd presupunem peniru a fixa ideile ci in al treilea grup sint

cel putin doi termeni. Din ipoteza de inductie rezulta:
= . .
Tt (s o oy Kot Xty 25) ==K LB (e 245 0) & G (Xpgts o o0 X))+
+ H’ (Hgtts e« -3 Xn=2, Xn—1)] (19)
_1 - - -
F(ps e v s Xn—2, X2y, Xn) = K1 [Fy (g, .0 0 R Gy Ch i1, ety Xg)=E
+ H]. (xq-i--la o oes Xn—2 x?l-)]'

Avem ) .
i [F (s -+ %p) + G(Xpi1s eesXq) + H (Xg41, o o 2 ¥n—2 X )= (20)

T o) + Hy (x Xn—2,%n)]

= Ko [ e <6s xp)+ Gy (xp+1:---,-\q + Hy (Xq+1, .+« o5 Xn—2,XR)].
Fixind toate variabilele, in afard de x; §i xpt1, Sefob:gn doud reprezentdri ale EIICBIEL':)@}I
pseudosume cu doi termeni, deci K; = aK + a'. Inlocuind aceastd expresie a lui

e e e I l
K, in a doua ecuatic (19) si scriind in loc de s F, — G;,— H; — a’ tot F,,G,, Hy,
J ; a a a
se obtine aceeasi forma pentru a doua ecuatie (19) cu deosebirea ci in loc de K; apare
K. In (20) argumentele functiei K" din cei doi membri trebuie si fie egali, deci
Fl (xl, O A‘p) — F(A‘l, o G x,,), G] (xp.|.1, g A’q) i (Ji’p+1, o arey Xq).
A doua ecuatie (19) se scrie
f(xl, iy .\’n—z,.l",’,irxn) =Kt [F(x_‘[, v v\'p) ~+ G(prr'l’ .. -sxq) =t Hl(v\'rﬁf],---,a\'n42,xn.)]-
3 Setri - - .= 1 1 ik
Facem pe x, , sd varieze, pastrind pe x¢ constant; atunci functiile F,G,K
nu se schimbd si obtinem
f(xl,ng- --,xrz) = K_i [F(x]a--:xp) - G(XP+1,...,Xq) =I=
+ H (;\'q+1 yeves Xn—1, Xn)].

Am demonstrat teorema VII, 2. _ . o
Sd presupunem acum cd f(x, ), 7, ) admite urmatoarele trei descompuneri:

Floyzu)=glo @y 2ul=he,yu,d=1kzuyl. @)
Din cele aritate mai inainte rezulta:
fe, W) =L [F()) + H@+ KW=
— LT [F (v, ») + G () + K; )]

Daci dam valori constante pentru p si z, s vede ca mai sus cd putem presupune
L,= L; punind apoi z = const, gdsim cd F(x, W =F (x z)+ G ()=
= F(x) + G (), deci :

[y zw)=LT [F@) +GQ) + H@) + K@)l (22)

Asadar cele trei descompuneri (21) sint necesare §i suficiente pentru ca f(x,y,z,u) sd
fie o pseudosumd cu patru terment.
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Prin inductie completd rezultd imediat:
Teorema VII, 3. Descompunerile

f(xl, 5 ..,xn,) = i [fpi (Xl, cros Xiody Xitd 5000, Xn), xi] (23)

(z_ =72 3 2wy 1), unde @i §i g sint functii continue si strict monotone, sint necesare
si suficiente pentru ca functia [ si fie o pseudosumd cu n termeni

JOoqsene,xn) iFﬁl[Ei (xy) + Fixg) ... +F (2 )], (24)
Fi si F fiind functii continue si strict monotone de o variabild.

‘ Te:orema VI, 3 este generalizarea teoremei VI, 6. Teorema VI , 7 poate fi gene-
ralizatd de asemenea :

: T corema VII, 4. Conditia necesard si suficientd pentru ca Jfunctia continud

§1 Strict monotond f(xy, ..., xp) 5d fie o pseudosumd cu n >3 termeni este ca relatiile

f(xfl), ngz), L, xf:”)) =f(xg1), xg"), s 5 xg")) (25)

L) . we » . . i 2
presupuse pentru tofi indicii i, = 0,1, B = 0,1, care verificd E I, = E Jp=1, sd
=1

k=1
n n

antreneze aceleasi relatii pentru e =2
3 ] > i = > e = 2.
k=1 k=1 L

Pentru n = 3 aceastd teoremi este adevarata, deoarece coincide cu teorema
VU]_, 7, Demonst{am suficienfa conditiei enuntate prin inductie completi, presupunem
cd ca este suficientd in cazul n—1 si ardtim cd este suficienti pentru n. Admitem
= - n i T . n n
ci relatiile (25) cu 2 i, = ZJ,‘_ = 1 antreneaza aceste relatii cu E = _Z'j,‘, =)
] T . n=1 =1 k=1 le=1
si demonstram cd f este o pseudosuma.
Sd consideram functia

Gy - Xn—1) :f(x1, seey Xpu—i x‘(,lo))

si sd presupunem ci

i tlﬂ.k j /
# (0. 3{rD) o (), afirc) @)
o ) n—1 3 n—1
dacih =01, j. = 0,1, ik =>'j, = l. Determinam pe x) in asa fel ca
=1 k=1 .

0 () X0, ) = £ (0, A, x0)
. " = ¢ ¢ T n
Atunci functia f(x, . .. ., x,) verifici (25) pentru D= > Jjp=1, deci si pentru
k=1 k=1

n n
kz I~ E Jj = 2. Tinind seamd de definitia functiei @ (X1,...,Xn—1) s¢ vede ci
=1 k=1

i gt R—1 "_-3'
st conditiile (25) au loc pentru E i, = é Ji = 2. Asadar (25) presupus pentru
k=1 k=1
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Fil n—1 .
Z‘ I Z j, =1 atrage dupd sine (25) pentru
=1

le=1 k=

n—1 7’!:%
2= 2 h=%
k=1 k=1

deci in baza ipotezei de inductie
ol Xn—1) = F-1 [F; (x1) 4 oo + Fiai (xn—l)]-

Deci
f (xl PR .5 e ->xs‘i0)) = F_l [Fl (xl) + S + Fn"i (Xrl.—l)]

si in mod analog
f (xl 5 - - y» Xn—2, x}:]ll 2 Xra-) — (I)'—i[(pl (xl) + v ot (I)n—2 (xn_a) _E_ (D"' (x"‘)]'

Punind in aceste doua relatii din urmi x; = x{, ..., x, = x{, pseudosuma cu doi
termeni f (x;, Xg, X0, ..., xs,,_“)) este scrisi in doud feluri; urmeazi ci @ poate
fi ales egal cu F. Rezultd imediat ca
FE=® ((=12,...,n—2),
deci
F (e s Xnoa, X0 x0) = FHF () + .o+ Fa2 (u2) + Qnlom)]-
Ficind pe x{", si varieze, in timp ce x" rimine constant, avem
fxpseoosxn) = FA[E (%) s 4 Pas (xn—2) + D (xp—1,20)]-

fn mod analog se obtine
e = Gt [G, (%) + ...+ Gn—s (Xn—s) + Lf-’ (Xn—3, Xn—2) +
+ Gn—1 (xn—l) + Gn (xn)]-

Prin compararea ultimelor doud expresii se giseste ca Fileg i

sumd cu n termeni. . )
Astfel am ardtat suficienta conditiei din teorema VII, 4 si deoarece necesitatea

ei se verifici nemijlocit, teorema este demonstrata.
Institutul de caleul al Academiei R.P.R., Filiala Cluj

., Xn) este o pseudo-

OYHKIIMOHAJIBHLIE YPABHEHUS B CBASU C HOMOTPAD®UEN

KPATKOE COIOEPXXAHIME
B rmage I mpusomstca o0mue CBEIEHHsI O HOMOrpammax. Ceruaras
HOMOTpaMmMa Ompefensiercss B pabore, Kak INJIOCKAsA TKaHb, COCTOAINAA M3 TPEX
ceMeifCTB KpHBBIX, TPHYEM TS KauqIod M3 HUX BBIOMpPACTCA MO HOPMAlBHOMY
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napamerpy x,y,z (M0 MOBOAY TIOHATHI TKAHM H HOPMATBHOIO napamerpa cm. [11])
HoxaspiBaercsT, 4To ypaBHeHHMe z — f(x, V) TPEACTABHMO TAKOMH Homorpammofi
TOTa W TONBKO TOTAd, Korha f{x,y) sBagercs HEIPEPBIBHOH MW CTPOro
MOHOTOHHO (OTHOCHTENIBHO Kaycmoi HepeMEnHoH) (hyHKIMeit. :
ul“aK KK HOMOIDAMMEI N3 BBIDABHEHHLIX TOYEK NBIISTIOTCH (DHIYPAMI
ABOMCTBEHHBIMM I CETYaTHIM HOMOIPaMMaMm YpPABHEHHS, IIPEICTABHMBIE HOMO-
TPAMMaMi 13 BBIDABHEHHDLIX TOYEK C TPEMA IIPSIMOJIHHEHHbIMI IITKAIaMH, CyTh:

z=H " [Fx) + GO, (1)

e

M,Iém (IiiHRU,I/II]; F,G,H HenpepnIBHBI 1 CTPOrO MOHOTOHHBI B HEKOTOPEIX IIPO-

e g ax. STHX yCNOBHAX (yHkumu (1) HasbIBaroTcs IICEBIOCY MMaMIH,
+ ALGIT OXapaKTEPU30BaNl Kiace Gojiee YacTHBIX (DYHKIMIL

z=fxy) = H " [aH(x) + BH() + c] 2)
1IPX TIOMOIMH (DYHKIHOHATIEHOTO YPaBHEHHUHA
flfwx), [l = flfwy), fxy), 3)

HASbIBACMOro ypaBHeHMeM Oucmmmerpmn [3], [7], IPUYEM MM [I0Ka3aHo, uTo
:—II:I]:I[pepIBIBHLIMH CTPOr0  MOHOTOHHBIMH DEINCHHSMM  (DYHKI[HOHAJILHOLO ;ypaB—
= IXIuéﬂ),Cin}ZHHH?TCH ynrnum (2), roe H(x) HENPEPHIBHA M CTPOrO MOHOTOHHA.,
L PMYJMPOBAIl 337124y 0XapaKTepU30BaHusT (DYHKImMit (1) rarsxe mpu
ﬂe}mllfiﬂgjy?éuuouﬂanbnoro yPaBLIeHMH [5]. M. Toccy mafimen B aTom Halpag-

AVIOIHK PE3YJILTAT: CTPOrO MOHOTOHHBIMH DEIICHHAMH (hYHKI[HOHATE~
HOTO YPaBHCHHUA C TPEMs HEH3BECTHBIMH (hYHKIIHAMU

Flg.x), h(y] = flg(u.y), h(x,v)], (4)

FOTYCKAIOMMMI JaCTHBIE MPOM3BOJHBIE NEPBOLO NOPAIKA, SBILIIOTCA (ByHKIHM
- — _1 =

Jy) = H™ [F(x) + GO, g, p)=F " [L(x) - N, hx,3)=G"" [N(x) + M(y)],

r B

e I;F?,H,L,M,A, nubdepenmpyembre 4 CTpOro MOHOTOHHDLIC (pysxnuu [16], [17].

o TOT PEe3yJIBIAT NPEACTABIIIET ABA HeynobCcTsa: ) OH IIPEIIoJIAraeT madde-
(pi) 5 HL:; u};yﬂez\;scceu n 6) _TPH  OKENIAHHMM  YCTAHOBHUTH, MABISETCH JIH HEKOTOpast
ST BAOCYMMOM, KPOME OTOH (YHKIMH HY)KHO paccMaTpHBATL npyrue
it THBIE (DYHKIHM, YTO 3aTpymHSeT NIPHMCHEHHE pesymsTata, B riape

NPUBOJATCS HEOOXOANMBIC U JIOCTATOUHDIE VCIIOBL !
el ‘ y 15T, YYKE HE TPEICTaBIISIONINE

= T L yerb f(x,y) —HenpepriBHas u CTPOTrO MOHOTOHHAST (DYHKI[HS
yp ; Z _f(J\,ylz Pa3peIIEHHOE OTHOCHTENIBHO X COOTBETCTBEHHO ¥ mmeer
Bug x = f(y,2), y = f(z,x). Hen

0 Zix). PEPBIBHBIMK H CTPOr0 MOHOTOHHBIMM e

YHKIIOHANBHOrO ypaBHeHUsT : SRR

TUf @), T 0ol = £ 1T @), F (e (%)

HBJIH;/(ETC(; Hgn;gﬁflgo nieﬁnfgzcynxm)br. Ota TeopeMa  paBHOCHIRHA CITeIyIOI i :
%1,09) = fO0u10)s S35 = fo ) = | '
2 . s X1V Jg, 1) =) flx, Vs) = f(x3, 1) 6-

g : ; s J(xy,7,) Heo
ri)omuuo M NOCTATOMHO J[UIS TOrO, UTOOBI HENPEepHIBHAT I CTPOro MOIIEDTOHHHH
'(I‘ YHKIHSA f(x,)) sABIATACH ncespocymmeii. Yenosue T BRIpakaeT To, uto hurypa

2

omcena sambikaercst. Jpyrme meobxomumbie u MOCTATOUHBIE YCIOBUS IOJTY-
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YaloTCs W3 samblKaHus (DUIYp BpMAHIIOHAa COOTBETCTBEHHO Peliiemeiicrepa,
TO €CTh

Verosue B: f(xy,py) =1 (6 1), [0, 38) = (a0 79) = F (x3,01) =D / (x2.)'2) =/f(xaye)

M1 V

Venosue: R (%p0s)=1F (ean)s L(xnya) =1 (Xp.10),  (tas15) =1 (Xp:1) = f (X:4) =
= f(x4,72)-

B KauecTBe NPHIOMKEHMs OKA3LIBACTCH, YTO (YHKIHH, OIPEICIIICMbIC
YPABHCHHSMM TPETHATO HOMOIPAUUECKOro IOPAIKA Y/IOBJICTBOPAIOT —(yHK-
LHOHAJIBHOMY ypaBHeHHIO (5).

Ecnm miobast Touka obmacti D o6iajaer OKpPECTHOCTBIO, B KOTOpoi f(x,)
ABISIETCST TICEBROCYMMOH, To f(x,y) siBisterca mcesjocymmott B D. Taxum 06-
pa30M, JOCTATOYHO MPOBEpHTL ycioBue T', B miam R JIOKAIBIO.

O60bmue (yuxnuonansHoe ypasHenune Komm, S, Aren paccmorpen ypaB-
uenue ¢(x + ) = flo(x),9(»)], roe f— sajannas HeNpEpPLIBHAA H CTPOrO MOHOTOH-
Hag GyHxkmma u o(x) — HemspecrHasg (ysrmus [7]. s Toro uroBbl aTo
ypaBHEHHE JOTYCKAJIO HEMPEPLIBHOE H CTPOr0 MOHOTOHHOE DEIICHHE; HeOOXO/IMMO,
aToGBI f(x,y) yHoBIeTBOpsIIO ypapHeruto acconmarueHocta [1/(x,p),2] = f[x, f(y,2)].
3 BBINENPHBEAEHHO0 PE3yJbTaTa ClIedyer, UTo (YHKIMOHAJIBEHOE YPABHEHNC
1(x+3) = flo(x),Y(»)] c HemsBecTHBIME (DYHKIMAMK ¢,Y,7 TOLAA ¥ TOJBKO TOI/IA
JIONYCKAeT CHCTEMY HETPEPLIBHBIX CTPOIO MOHOTOHHBIX PEIIEHHH, KOrJa (hyHKIHsT
f(x,y) HenpepbIBHA, CTPOrO MOHOTOHHA W YIOBIETBOPSIET YPABHCHHIO (5). Ecnu
@(x),Y(x),7(x) ABIAETCS cHCTEMOH pELIEHHH, TO COBOKYIHOCTh BCEX pEIICHuI 32-

MHCEIBAETCA B BHJE
¢*(x) = p(ax—+b), *(x) = Ylax+o), 3" (x) = ylax+b+o).

B rmase IIT pemaercss HECKOJBKO (DYHKIMOHATBHEIX YPABHEHHH C OIHOM
HenapecTHOH (yHKImeH ABYX [EpeMCHHBIX B 0DJAaCTH HENPEPBIBHBIX ¥ CTPOLO
MOHOTOHHBIX (pynxipit, [IpumeHAeTcs eQuHbIH METOM: JOKa3bIBACTCs, UTO COOT-
BeTCTBYIOIEe (DYHKIMOHANLHOE ypaBHEHHE BIeYeT 3a coboil ycnosue T mmm B,
i R W 3areM, NOACTaBIAL (1) B ypaBHeHue, ONPENeIAIoTca (DyHKIHH F.G,H.
Takum 06pasoM, CHOBA HAXOIATCA PELIEHHA  (DYHKIHMOHAIBHOTO yPaBHCHUA
ACCOLMATHEHOCTH, GMCHMMETPHU ¥ DASIMUHLIX U3 BHoH3MeHeHmit. IIpmsogurcs
rabymua Ui BO3MOYKHO 00/1acTH 3HAYEHMH (DYHKIMHI B pelIeHmn (2) ypaBHEeHHs

OMUCHMMETPHHA. )

B rmase IV pacemarpusaerca dynxuus $ue (x,13f) = f[f(w.x), f(».v)]. Bemo
OTMEUEHO, uTo ycroBue T pPABHOCHIIBHO CHMMETPHH GyHKmEH (s (X,);f).
TTOKA3BIBAETCS, UTO YCIOBUE R PABHOCHIIBHO ACCOIHATHBHOCTH (DYHKIIHE Yuw (X,351)
B OKPECTHOCTY IPOH3BOJBHOH Touku (v,u)€D. Ipn srom Gucummerpust Yus (X, 3f)
taroxe HeoGXOOHMAa M JOCTATOUHA JIJIsST TOro, 4To0BI f (X,)) ABIAIACH TICEBJIO-
CyMMOI.

B rmaBe V mpepnonaraercst, urto (ymrums { = f(€,1) npeacranuma zomoe-
rpaMMoif M3 BhIpaBHeHHBIX Touek (puc. 19). Ha mmxamax & m v Quxcupyrorcs
TOUKH ¢ OTMETKAMI ¥ COOTBETCTBEHHO i M Ha Imxane ( (DHKCHPYIOTCA TOMKH C
otmerkami x m y. Ilepeceuem mKamy £ ¢ NpamMod ux M IIKAILY 7 ¢ HPAMOH V]




i
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NpAMasg, COEUHAIONAS 9TH JBE TOYKH IEPCCEUYEHHA [IepeceKaeT wKamy { B
TouKe ¢ ormerkodt z = f[ f (u,x), f(¥,0)] = duw (x,y;f). Cummerpum byuruun
Yuo (x,y; f) coorBercreyer ciieyromee CBOHCTBO reomerpuueckoro mecra L,
006pasyemMoro HOCHTEIAMH 9THX TpeX wKal (puc. 20): MPemmocyKuM, [To po-
THBOJISHKAIINE CTOPOHDLI IIECTHYIOJIBHHUKA advbcy 1IEPeCEeKAOTCH B TOUKAX X,P,Z;

€CJIK CPpEOH ITHX HEBATH TOUYEK BOCEMBb HAXOOATCS HA L, To u meBATas HAXOUTCST '

Ha L. M3BECTHO, YTO KPUBBIC TPETEETO TOPAMKA H TOJBKO OHH OOJIQJIaloT OTHM
coiicrBom. ITommywaercsa, uro awbas nomozpamma uz BBIPABHEHHBIX 10YUEK, ULKAAbL
Komopoil naxodamcs na 00uot u moii sice Kpusoli mpemvezo nopadka (cobemeeroii
ua oce GuLpoNCOeHHON) npedcmasaaem ncesdoCyMmy, u wmo He cyugecmeyen Opyeux
HOMOZDAMA U3 GHIPABHERHBIX MOUeK 04A ncegdocymm. DTOT DE3YIILTAT, M3BECTHBIN
Anst udGepeHIMpPYEMBIX  ICEBAOCYMM, TONYYEH 6€3 IPEIIoJIOsKeHUs e~
PEHIIMPYEMOCTH.

AcconmatHBHOCTH GYHKIHA 'y (x,7; f) COOTBETCTBYET CIeAyIoLlee CBOICTBO
A reomerpuueckoro mecra L: ecnu abed u a'b’'c’d’ — npa Bhnucammeix B L
YETBIPEXYTOIBHHKA TAKHMX, UTO TEPECeYEHHST map upsambix (ab,a’'b’), (ed,c’d’) u
(ad,b’c’) naxomsarca ma L, u npsmele be u a'd’ Tarxe nepeceKkarTcs Ha L.
IMTosmyuaercst, uTO 9T0 CBOMCTBO XapaKTepU3yeT KPHBBIE TPETBErO IMMOPAMIKA.

B rnase VI mpuBopuTcs HeobGXOOHMOE H JIOCTATOYHOE yCIOBUE OIS TOrO,
uto0OBl (QyHKIEST f(X,p,z) OblIa Buma Flo(x,y),z], BaskHoe mIA HOCTPOEHHSA
CIIOYKHBIX HOMOI'DAMM, TIO€ F W ¢ HENPEepBIBHLI M CTPOC0 MOHOTOHHBI. OTO
yCIIOBHE CIEOYIOLIEro BHA:

Sy = J(x2,5,21) =D f(x1,01,25) = [(X5.5.2).

ITpu ero momouim pemamoIcs B O0JACTH HEIPepLIBHBIX I CTPOro MOHOTOHHBIX
ynkumit  cnenyromme (GyHKUMOHANLHEIE YpABHEHHS, OBOOINAOLIUE YDABHEHHST
ACCOLMATHBHOCTH, OMCHMMETPHH M TPAH3UTHRHOCTH

glf(x,»),z] = Ylx,0(p,2)]
Hf(w,x), gy = zle(,y), Y (x.0)]
hf(x,0),8(»,0] = o(x,y).

3neck Bce (DYHKIMH [BYX NEPEMEHHBIX SBIIIIOTCS HEU3BECTHBIMH. VYCTaHAB-
JIMBACTCH, YUTO CHCTCMBI PELLIEHIH COCTOAT M3 MCEBIOCYMM. DTH YPABHEHHU PEITeHbI
M. Tocey st pudhpepeHIEPYEMBIX M CTPOrO MOHOTOHHBIX (hyHKIIUH [17], [18], [19].

W3 pewennst 06oGIISHHOIO ypaBHEHHA ACCOIMATHBHOCTH BBITCKAET, UTO
CJICAYIOUIEE JIOPHYECKOE CIENCTBHE HeOOXOMHMO W JIOCTATOYHO IJIA TOC0, YTOGBI
HENPEPLIBHAA M CTPOro MOHOTOHHAsA (yHKIHUA f(x,y,z) SABIANACH TpeXuIEHHOH

ncespocymmoit K [E(x)+ G () = H(2)]:

J(%2,1572) = f(*1.2,71) = f(x1,01,7) =) J(x1.75,75) = X% = fios V52

IIpuBOAATCA paaiuyHble rEOMETPHUECKHME MHTEPIIPETALHN OTUX PE3yIIBTATOR.
B rmase VII mpuBogsitcst 0600uieHus pe3ynsTatoB rasbl VI aus hyHKIII
C N-HE3aBHCHMBIMH TT€PEMEHHBIMH .
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EQUATIONS . FONCTIONNELLES
EN LIAISON AVEC LA NOMOGRAPHIE

RESUME

Dans le premier chapitre, on donne des notions générales concernant les nomo-
grammes 2 lignes cotées et & points alignés. Le nomogramme a lignes cotées est
défini, dans le présent travail, comme un tissu plan, formé par trois familles de
courbes, en choisissant pour chacune d’elles un paramétre normal x, y, z (pour
les notions de tissu et de paramétre normal, voir [11]). On démontre que [’équa-
tion z = (x, y) peut étre représentée par un pareil nomogramme Si, et seulement
si, [ (x, y) est une fonction continue et strictement monotone (par rapport a cha-
cune des variables).

Les nomogrammes a points alignés étant les figures duales des nomogrammes
A droites cotées, les équations représentables par des nomogrammes a points
alignés, a troits échelles rectilignes, sont:

z=H "[F(x) + GO, tod AR

ou les fonctions F, G, H sont continues et strictement monotones dans certains
intervalles. Dans ces conditions, les fonctions (1) sont appelées pseudo-sommes.
J. Aczél a caractérisé la classe des fonctions plus particuliéres

z=f(x,7)=H '[aH (x) + bH (y) + ] )
par 1’équation fonctionnelle
LU Gy %), £, W =F1f @, p), f (x, 0, 3)

appelée équation de la bissymétrie [3], [7], et a montré que les solutions continues
et strictement monotones de ['équation fonctionnelle (3) sont les fonctions (2),
ol H (x) est continue et strictement monotone. J. Aczél a formulé le probleme
consistant a caractériser les fonctions (1) toujours par une €quation fonctionnelle
[5]. M. Hosszi a trouvé, dans ce sens, le résultat suivant: les solutions stricte-
ment monotones admettant des dérivées partielles du 1* ordre de 1’équation fonc-

A

tionnelle a trois fonctions inconnues
Flg,x),h(y, V)] =flg @) h(x ) 4)
sont les fonctions
—1 =4l
fe,)=H [Fx)+G.Lgk»=F [L&+ N
hx,p) =G NG+ M),
ou F, G, H, L, M, N, sont des fonctions dirivables et strictement monotones
[16], [17].
Ce résultat offre deux inconvénients: a) il suppose la dérivabilité; b) si 'on
veut décider si une fonction est une pseudo-somme ou non, on voit intervenir deux
autres fonctions inconnues, outre la fonction considérée, ce qui en rend l’appli-

cation difficile. Dans le Chap. II, on indique des conditions nécessaires et suffi-
santes dans lesquelles ces inconvénients n’apparaitront plus. Soit f(x, ¥) une fonction
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continue et strictement monotone; I’équation z = S (x, ») résolue par rapport

o ; - o I :
QX il‘f:spectwemeut ay, s ecrlt,:\ ﬁ_)." (», 2), ¥y =f (z, x). Les solutions continues
et strictement monotones de I’équation fonctionnelle

LU @ ), T W=7 1F u, »), T (x, W] )

sont_];sfemem les pseudo-sommes. Ce théoréme est équivalent au suivant: La condi-
fion ,

j. (xla y‘z) :f (x2= yl)a f (xla J’3) :f (xﬂs J'l) :> f (x2= y_g) :f(xsayz)

est nccessaire et suffisante pour que la fonction continue et strictement mono-
't]?}?e S(x, ) soit une pseudo-somme. La condition T signifiec que les figures de
Rei(zimseq tse fc;_rmen.t. La ge,rmeture des figures de Brianchon, respectivement de
emeister, fournissent d’autres conditions nécessai 3 i
is{ res et suffsantes, a
La condition B: : T

f (xls yz) :f (x25 J)i)s f (xla .])3) :f (.\’2, Jjg) -_Tf (X3, )’1) :> f(xza )’;) :f (x:ls yg)

ou
La condition R:

f (xla J)g) :f (xzz .])j_))f (.\'1, J’4) :f (xza yg)’ f(x.”ﬂ J"3) =
=Far) =57 (x5 0) = [ (0, 7,)

Comme application, on montre que les fonctions définies par des équations
du 3‘*_ ordre nomographique -satisfont a 1’équation fonctionnelle (5).

Si un point quelconque du domaine D a un voisinage ou f (x, y) est une
pscuc}o.—somme, il s’ensuit que f (x, ) est une pseudo-somme en D, Il s’ufﬁra donc
de vérifier localement les conditions T, B ou R.

e Eu. généralisant 1’équation fonctionnelle de Cauchy, J. Aczél a considéré
1(—:quqt10n o (x+p)=/f[p (x), ¢ (»)], ot f est une fonction donnée, continue
et strictement monotone, et ¢ (x) la fonction inconnue [7. Il a dém,ontré que
]'51 condrtllon nécessaire et suffisante pour que cette équation admette une solu-
tron! COﬂtl'I‘_lll.G_e’t strictement monotone est que [ (x, ») satisfasse 4 1’équation
de 'associativité: f[ f (x, »), 2] = f [x, f (1, z)]. 11 s’ensuit que 1’équation fonction-
nellf‘: Yo - ) =/l (x), ¢ (»)], aux fonctions inconnues ©, Y, ¥, admet un
systeme de solutions continues et strictement monotones si e‘; se,ule’ment si, la
fonction f (x, y) est continue et strictement monotone et s:atisfait a l’équa;io:l

523:1 Si ¢ (%), ¢ (x), x (x) est un systéme de solutions, la totalité des solutions

P =0l@x+b,¢" )=Vb@x+e), & =xax+b+o

Dans le Chap. II on donne, dans le cadre des fonctions continues et stricte-
ment monotones, les solutions de plusieurs équations fonctionnelles 4 une fone-
tion inconnue de deux variables, au moyen d’une méthode unitaire, en montrant
que I’équation fonctionnelle respective entraine la condition T ou B ,ou R;en sub-
sutuant ensuite (1) dans I’équation, on peut déterminer les fonctions j? G, H.
On _retrou’vel ainsi les solutions de I’équation fonctionnelle de l’associati:vité, dt.;
la bissymétrie et de leur diverses modifications. On donne, en outre, un tabieau
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présentant le domaine possible des valeurs de la fonction H, dans la solution
(2) de I'équation de la bissymeétrie. - s

Dans le Chap. IV, on considére la fonction ¢, (x, y; ) = f [/ (u, x), 1 (. v)].
On a vu que la condition 7 est équivalente & la symétrie de la fonction Y, (x, y;/).
On démontre que la condition R est équivalente a I’associativité de la fonction
$..(x,»; f) au voisinage du point quelconque (v, u) € D. En outre, la bissy-
métrie U, (x, y; f) est nécessaire et suffisante pour que f (x, y) soit une
pseudo-somme.

Dans le Chap. V, on suppose que la fonction { = f (£, ) peut étre représentée
par un nomogramme a points alignés (fig. 19). On fixe sur les échelles £ et 7 les
points de cotes v, respectivement u, et sur I’echelie { les points de cotes x et y.
On fait couper ’échelle £ par la droite ux et Iéchelle 4 par la droite vy; la
droite réunissant les deux points d’intersection coupe I’échelle € au point de cote
z=f1f u, x), f (@, V] =1, (x, y; f). Ala symélrie de la fonction ¢, (x, y; /)
correspond la propriété suivante du licu géométrique L, formé par les supports
des trois échelles (fig. 20). Supposons que les cotés opposés de 1’hexagone advbeu
s’entrecoupent aux points x, y, z; si huit de ces neuf points se trouvent sur L,
le neuviéme point se trouvera lui aussi sur L. Or, on sait que les cubiques,
et elles seules, jouissent de cette propriété. Il s’ensuit que fout nomogramme & points
alignés, ayant les échelles sur la méme cubique (propre ou dégénérée), représenle
une pseudo-somme et qu’il n’y a pas d’autres nomogrammes & points alignés pour
les pseudo-sommes. Ce résultat, connu pour les pseudo-sommes dérivables, a été
obtenu sans avoir eu recours a ’hypothése de la dérivabilité.

A l’associativité de la fonction ¢, (x, y; f) correspond, pour le lieu L,
la propriété suivante: Si @ b ¢ d et a’ b’ ¢’ d' sont deux quadrilateres inscrits
dans L, de maniére que lintersection des paires de droites (a, b, a  b'),
(cd, ¢ d')et(ad, b’ ¢') se trouve sur L, I'intersection des droites b ¢ et a'd’ se
trouvera aussi sur L. Il s’ensuit que c’est 12 une propriété caractéristique des
cubiques.

Dans le Chap. VI, on indique une condition nécessaire et suffisante pour que
la fonction f (x, y, z) soit de la forme F [p (x,y), z], qui est importante pour
la construction des nomogrammes composés, F et ¢ étant continues et strictement
monotones, cette condition est

I Ge, yi021) = oy Y20 21) =2 S (1, 015 z3) = f (Xas Vo Z)-

Elle permet de résoudre, dans le cadre des fonctions continues et strictement
monotones, les équations fonctionnelles suivantes qui généralisent les équations
de D’associativité, de la bissymétrie et de la transitivité:

g If Gyzal=4dlxe (2]

'IT [f (”: .X), g (yn 1')] i X, [EP (”: .]))s ¢ (xs 1’")'

h [f (X, f), g (.V: f)] —-Q (X-:.J’)-
Ici, toutes les fonctions de deux variables sont inconnues. On constate que

les systémes de solutions sont formés de pseudo-sommes. Ces équations ont été
résolues par M. Hosszli pour des fonctions dérivables et strictement monotones

(171, [18], [19].
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11 résulte de la solution de I’équation généralisée de I’asociativité que 1'impli-
cation suivante est nécessaire et suffisante pour que la fonction continue et stric-
tement monotone f (x, y, z) soit une pseudo-somme A trois termes K Lf(x) -+
+G () + H(2):

J (%9, 11, 20) =J (00 2) =1 (s 21, 2) =D f (34, Ya: Z3) = f (X, y1, Z5) = f(Xg, V3, 23).

L’auteur donne plusieurs interprétations géométriques de ces résultats.

Le Chap. VII comprend des généralisations des résultats obtenus au Chap.
VI, pour les fonctions 4 » variables indépendantes.
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