ASUPRA PROBLEMEI MULTILOCALE PENTRU ECUATII
DIFERENTIALE LINTARE CU COEFICIENTI CONSTANTI

DE

DUMITRU RIPTANU

1 : Comunicare prezentatd la Sesiunea Filialei Cluj a Academiei R.P.R.,
' din 17—18 qaprilie 1957

§ 1. Se spune ci o familie de functii F, depinzind de un numdr oarecare n de
parametri este interpolatoare de ordinul & (k < #) intr-un interval [«, B], dacd
oricare ar fi nodurile distincte Xy, X,,. . ., Xk situate in intervalul [, 3] si oricare
ar fi numerele y;, Va,. .., )4, existd o functie f/ (x) € F si una singurd, care si

satisfacd conditiile

() = yi, (=12, .. k-

in studiul ecuatiilor diferentiale se pune in mod firesc chestiunea determindrii
intervalului de lungime maximi in care integrala generald a unei ecuatii diferen-
tiale de ordinul n este interpolatoare de ordinul n. Cunoscuta teorema a lui de
la Vallée-Poussin stabileste existenta unui interval de lungime destul de micd
in care integrala generald a ecuatiei este interpolatoare de ordinul # in anumite
ipoteze asupra formei ecuatiei.

in lucrarea [1] s-a stabilit lungimea intervalului de lungime maxima in care
integrala generali a unei ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti de
ordinul 3 sau 4 este interpolatoare de ordinul 3 sau 4.

Problema se poate generaliza, facind ca o parte din noduri s fie confundate
si cerind cii dacd in nodul x; sint confundate » noduri, functia F(x) € F sd satis-

e — —

B

e —

facd conditiile
. —1 (r—1
FO =y F @) =Yhoaf T G =0,
Yis Vise ooy 7™ fiind numere oarecare. In lucrarea [2] s-a cercetat intervalul de
lungime maximi in care integrala unei ecuatii diferentiale linjare de ordinul 4
cu coeficienti constanti este interpolatoare pe doud noduri duble distincte, adicd
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e s]

in care, oricum s-ar lua doud noduri distincte X; §i X, sd existe o integrala
¥ =f (x) a ecuatiei date, care si verifice conditiile
% ! = = | ’ ‘ —— I — 2
SO =y f (3) =1, f(x) = Yoy f7 (xg) = y3,
Y1, Vas ¥1, y2 flind patru numere oarecare, in cazul cind polinomul caracteristic al
ecuatiei considerate are doud radicini reale distincte si doud imaginar conjugate,
care se pot totdeauna presupune egale, respectiv cu 4 7. Daci a si b (a >b)
sint ridacinile reale ale polinomului caracteristic, se poate totdeauna presu-

pune a > 0. S-a aratat in lucrarea amintitd ci intervalul ciutat este egal cu cea
mai micd ridicind pozitivd a ecuatiei transcendente in s

S (=0
unde

S$) = (14 ab) (¢** — &) sins + (a — b){ (e + e")coss —[1 4+ el +ls]) —

. (1)
= _75(1 +a) (A +b)st +a.554 ...
si s-au ficut o serie de observatii cu privire la distributia radacinilor pozitive ale
ecuatiei in chestiune.
In nota de fata se fac citeva observatii noi cu privire la distributia ridicinilor

amintite.
Se vor aminti din concluziile la care se ajunge in nota [2], pe cele de mai jos

1° dacd b < 0, £ (s) are o infinitate de radicini
S=7tp(nm < Ty <(n+ 1)r) pentru b < 0 $i s=2nm sis= 19
Crnr<t<@n+ )n) pentru b=0; (m=12,...);
2° pentru b >0 daci ab > | avem J(s) < 0 pentru orice s > 0. Pentru b =0
dar ab < 1, avem f(s) <0 pentru 0 <5< 27 (1y)
Intervalul (0,2 =], in care / (s) nu are radicini, nu se poate prelungi la dreapta,

cu alte cuvinte se pot gisi valori ale lui g si b astfel incit f (s1) > 0, s; fiind o
cantitate miai mare decit 2 «, dar dupd voie de apropiatd de 2 .

§ 2. Se va trece acum la subiectul propriu-zis al notei de fata.
Avem din (1)

fola)= l% = — 14 (e + ") cos s — ele+0)s I il Ei C;b(e“ — ") sin s, 2)
a— L
asa cid
— by )
fa(a) = (_a( _H_) Fol@)=— (1 4+8) (e — =) sing +
ela )s

+ (@ —b)s[(1 + ab)e~"sins — (a — b) (1 — e~ ¢cos s)),
if; (@ = —(1 +b)e~*sin 54 (1 — b)) e=%sin 5 + 3)
s

+2b(l — e Meoss) — 25l — o (cos s + b sin s)],

zif;(ﬂ’): =il —)—%sins(l + e R e (eos 5L ihisin §),
s

3
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g K@l =Fi @y =0
Laglk 5 8in §),

S(s) = 2 fo@/[,y=—14 e "(cos s+ bsins+
Ps” =3
S’ (s) = 144 e~ (scoss — (1 + bs)sin s),
2

58/2(@) |4 =580 @ [4e =383 | e = 5815 Q) [, =—38S2 5),

£ fa(s)=1—e " (coss + b sin 5);

LR =1+ e e ip =01 -
Ifjr(j))‘d —e ¥ging
Tabela |
s 0 T 2% 2P 2p+ D
fi® 0o+ 0o — 0 0 + 0
FaO) [0/ fm) s f4 @) ... fu(2pm) A f@p+ D7) ...

Daci S8 o, /5 (@) are o ridicind a = a; datd de relatia
sin §
2 fa@)
1-+5b6* ssins

& 2 S (s)
efhs . efa,s: : = =
156 ssins

e~ h S —

sg(a; — b) =sgS(s)

daca2pr <s<Q2p+ 1),
Sg(al_b): = SgS (S) (P:O,l,.

daci Qp -+ D <s<@p-+2)m, :
iar dacd s =~ p w, atunci a, = b cind S (s) = 0 si invers.
Or, din (3) se vede cd S’ (s) =0 daca
i 1 7
sin § Iy . P
== = 3 e : y 2 5
$=/506) coss — bsins /56 (cos s — b sin s)*
sins§ + bcoss

(cos s — b sin 5)° ;

Se vor deosebi mai multe cazuri.
i b <0

TT
Avem din (4), insemnind 0 < « =arctg (— &) < —2—, tabela 2,

21

€Y

(1)

(32)
)

4)
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3
Tabela 2
5 0 o E-l-ff i
. . P pT 4w p’T—l—;—Fa (p+ Dr. ..
fad = 0 o = O A 2
f5(9 | 1
.
Fs () | 07 fs(e) 2 + o0 0.0 fi f towo g g
si figura 1 din care se deduce ci S'(s) are ridicinile
§ 75 (5) S:GLI)(PTE<6S]< (p+1) =,
(=01 (4)

Din tabela 1 se deduce ci J1 ()
are radicinile
A $=0p (< 3, < (p+ 1), p =

£ Y A S .
it e il )
’

sicum S (o,) = %5’ (I + 8%) e "% sin oy

: se deduce din tabela 3 cj 6p < o®
(P =12..0,60(p=0,1,....) fird
radacinile Tui
S@Pr<ed<(@+1)7), @)
a cidror emstenta se vede din acel tabel,
Avem asadar dispozitia

Fig. 1

2})7? Gap

; . . " (45)
2 : e s a0
crg} c;g} Qp+ D ap 4y ngl)+1 Cr+)=w... l

completatd cu valorile a(') din (6), (9) si S5
in ca
de mai jos. re rezultd ‘tabelele 3 — 7
s [0 o) of) T ofV o 2nm

5 () T‘E—Eﬁ
_—_h_ii—%—i__ﬁ‘;
S (s) 0 /‘S(Uu))\ 0N — (1+e br') <0AS (thj)\(O\( —2bpm =0

s 2pm {1 )
: p oy T "(Ep +1)m 534 i o-é?_'_l EpLDme-.
87 (s) + 0 = 0 +
T———H_T‘_i—_—————__;
S (s) [lHe =028 (0fD) \NON—(1 o CrFDm NS (08 A0 A—1 o CP bR
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Tabela 3
Pentru p =10
1°0 < 5 <ol ol <o, 5w
a b o as ds a0 a b o0
3@ (> 0+0 = Ji@| <0 =
fi@| 0 Afs@a)™> 0 N — @ S5 (@) 0 N Tl
fal@| O A Salas) W0 N — o fa(a) 0 N el
fala) | fi() 2 Sfa(agh™ — @ fa @) fi(s) S — @
Tabela 4 Tabela 5
F o< s <ol c§2)<s < 2m
a b @ a, as ag @ a b ay (v}
fi@| <0 —o 4 fi@| >0 +
[3(a) 0N fil@) M 0 Jalielce f3 (@) 0 7 0
fa@| 0N fla) 204 ®  f3@| 0 7 o
fat@ | f1(9) ™ f2(ag) 710 Ao fal@| fa(9) A0 @0
Tabela 6 Tabela 7
Pentru p =1

Daci2pn < s <oy avem tabela 1)

Dacio,, <s< cg} avem tabela
§ = 2
Daciof) <Ls<o,,.,

Daca gy S8 c“,‘?,%] avem tabela

7/

4

avem tabela 5

6

Daci °£z;:-+-1 Ls=2pl2)x 7

avem tabela

In tabelele 4 — 7 s-a insemnat (cu ajutorul lui (2))

K@) =limf (@) =fo(a)/,p= )
= — | 4+ e"[2coss + (1 4 b2)ssin 5] — & :

Avem din (2)
f:(0) = — 2 sin %fs () unde f; (s) = IE (1 — e") cos% + (1 + &) sin% (6)

se anuleaza cind

K} v
cos — - b sin =
1 2 2
S=1 (0)= —[; log =
cos = — b sin —
L, 2 2
1) Cu deosebire ci: 1° pentru s = Oy, 81 § = Oy, 1 4, f;, (a) /a: o =1+ 0% se " sin 53
2% nu mai avem neaparat f; (s) << 0 ca pentru p = 0 (relatia (34)).
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deci
‘ ‘ | i g ‘ Tinind seamd cd in (3) si (41) S(of)) =0, avem in (6)
{ f?,(s) 3 P , f,:.’(S): sin 2 1 +b2 . 3 G(‘Z) 1
G 5 B Sing'g [cos“‘ e £J2 & fo (08) = o sin o) /g (%’), unde fz (s) = (1 + bs) sin s—scoss (%)
! 2
Tt o 8 3 1 r se anuleazd odati cu S'(s) din (3), deci pentru s = cg) din (44).
acd se inseamnd 0 < B = arc tg( o ;) < = se deduce din figura 2 ci 7, (s) Tinind seamd cd fy (o{)) =0 avem dar
A3 St e i il
are raddcinile E { S(2ol) =—1+ Ogj)e_zbufn) (b + ctg o) =
$=05@pr <o) <Qp+Dump=1,2,..)) (65) W )
‘ . = g2y (l -+ 2b ag) — gty ) < 0. (10)
%) -
/ . Cum din figura 1 avem p © < cg) <pm-+ —;i, se deduce de aici, din (10) si
4
v : ~ din tabela 3 ci
AR 22 L g e ) @ () 5 o) o8 _
2 7 = 2pE-0a 2% (;;,,2), . ] 20)  <2prw<oy)<2op), a3a cd ol < pT < T =ay
i @) -
W et se (2] = sefopm) = sm (- 1y asadar in (09 avem sefs (o)
= sg(— 1)7, iar de aici si din (6)
3 2
Fig. 2 : - af) < .off), (1)
e B Avem 5,>m(1° p. 2), deci 7€ (0,00), cum se deduce din (47). Din (8) si din
a5t - W tabela 5 avem T, € [r, oy], asa cd
Pentru 2(;; T <S == 0'213, nga (_5-) = §g (7 I)p—l, ] g < Ty < 2 (12)
iar pentru  ofp < s < (2p +2) w585 (5) = sg (— 1)’ (p=1,2,...) (61) Din (5) si (7) se vede ca

top € [2 p 7, Gupl, Tap € [0 2 p + 1) 7], T2ps1€ (20 + 1) 7, G2ppa]

De aici si din (6) avem
dat fiind, ci din distributia (4,) si din tabelele 5 si 7 se deduce ci in intervalele

pentru pr<s<al, £00) >0 1
e ogﬂ e (2?+22§ 1).: i e o ‘ #  considerate f; (a) = 0 pentru orice a > b, deci in (2) f (s) 5= 0. Asadar
pentru s =2pm,of) sau Cr)mf®) =0(p=12,..) Oy <5 Ty ofd dar oy, < Ty <@p+2m (13)
entCugl din figura 2 se deduce ci in (0, 2m], fs () nu are ridicini, inseamni ci i 3 =Ll (== el
pERED O = irias 250, - (in inegalititile pentru Tap+s s-a tinut seamd de (12), (p = 0.1, ..)).
s £ (0) < 0. (8) g Tinind seami ci f (s) este continud in raport cu a, deci cdsi Tn au aceeasi
Tinind seami cd in (3) si (41) fi (o3p) = 0, avem pentru p > 1 in (6) & proprietate, se deduce dar din (6) si (69) cd
145 . , E : — 60 o
.ﬁi (CTZP) = sin %7 SIN Gap, deci ng;’;’. (0'2p_) = sg (— ])p—l . : 3 il_]:; Top O5p » (P I e .)-
asa ci de aici si din (6;) rezultd 1 Evident ci pentru anumite intervale de variatie ale lui s, putem avea cu
¥ 3 1 . = G e . . Sty B
a5 i ajutorul relatiilor (5) si al tabelelor 4 — 7 delimitdri mai precise pentru radécinile
& 2p ) 1, ale functiei f (), decit cele din (13). Se va da un exemplu simplu de asemenea

"3 delimitare. Avem din (3)
) o (@) [amo= (1 + B2) (1 — e~")sin s — bs (e~"sin s + b — be=" cos 5). (14)

') Ecuatia f; (5) = 0 se poate scrie sub forma

sh x 4 Insemnind
(144)

btg= — th b unde th
X am e .
e 2 fo(s) =b + e (sins — b cos s)

ch x

o5
b
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k . @ g-ar ajunge la delimitéri mai
Tabela 8 semnului lui f; (@) [a=o din (14) eind g, = f <a02p’ : i — o din intervalul
b ehtruﬂ:‘ Tabela 4 ne arati de altfel cd dindu-se un s = s o
] ne . : . — g, i e 3
Wyl 297 2pny o) Vil T aloare a lui a pentru care t,, =g, iar tabe :
s 2 o i) ; {10 exista 0 SmBUTE. ¥ isti o singurd valoare a lui a
fi () | 0 | ca pentru s = ¢ din intervalul (13) pentru <, ., ex] datd)
Jo (s = B Po— 908 valoare .
f;() _U;' - o = = = pentru care Ty, ; = © (bineinteles dacd b are o
9 & +e=) < :
s & o % gt fa(s)
avem % = e " coss, deci f, (s) arein [2p =, (2p + 1) =] ridicina 5
+
s = afl. (14,) )
¢ ! (oada)T...
. ! b ) ) 5 Tra! oo |2ome’ (20¢ (2or IT+a’ (2
Or, fy (o)) = (1 +b2) e=of]) sin al) (1 + = c(f,]) (cum rezultd din (14,) si (47)) x/ T — s
Pentru
1 gty 1 (15)
= 2 th agu'-rﬂﬂ’-‘fﬂé‘%.
(daci bsint asemenea valori ale lui} p, adicd daci || este destul de mic), Fig. 3
L+ ?cg) >0 deci fy (f)) > 0 in care caz tabelul 8 ne spune ci g u e o
k 7l :
a® L 6 (15,) - i3 valuap=12....
B Vo : 2 : figura 3, deci in relatia (4,) se ve i
i - : ' nlocuieste cu figura J, S / 0
ST el B U o1, 0 (8) b Suprﬂﬁzléladllrsfnltal;)ela 3 pe o{! si tinind seama ca pentru 5>0 destul de mic S'(s) <
J ] 1 -+ coscl® ‘ 8
To (8§)) = (14 b%) 0(231;- (15,) 1 se deduce ci e -
2 5 : : : ntru =
b + ctg-* 4 si pentru b >0, maximele liul S(S? 3 IC;C PZ e <28). }(- o)
4 iar minimele pentrus = G(zp)ﬂ (bineinteles ¢ P

Or, in figura 2 avem 2p = < crgg <2pw-+ 2B deci . se deduce din

o
_ : %
. 3 Or, tinind seama ci in figura 3 avem, 2p7 < of) < 2pm + >

1 I v 1 2
pn<gc!,3)<prr+'3,a§acailgﬁc§“)<tgﬁ:-_, E .
aap 9 2P T k (3)si (49) : i
, 1 ; : 3 1 S (0‘(@2) = J10 (Gz-p)
deci ctg —ol) > — b, asa ca in (15,) f, (6§)) >0 in care caz tabela § ne spune ci '
2 ‘ E | 3 nnde 1 e
of) < off (pi="T,2.5 1) e = .‘ 142 bs +——s*
(relatie care rezultd de altfel indati din (11) si (15,), insd pentru valorile (15) ale M 2 (18)
lui p). Pentru valorile (15) ale lui p avem dar pentru af) <5 <ofdci £, (s) >0, Ju () = VW
deci in (14) f3 (@) Ja—o < 0, in care caz tabela 4 ne spune cd a; << 0, deci f,(a)
scade cind @ creste de la 0 la oo. Cum J5 (0) << 0, inseamnd ca f, (a) < 0, deci ; asa cd | 52y b
wop € [06,68)], asa ci in (13) avem : b (b . A (1 + b%) s) [2 ER . (— 143805+ (L + 5% 8
T (3) 17) - 2 &
U’.’.p 52 2p = 02[: ( N = — bs 2 1 b_’) 54
delimitare mai bund pentru valorile (15) ale Iui p. Folosind relatia (16), se ajunge fio () [1 -+ 2bs + (1 + &) 57 ]/1+2bs H AL
si la concluzia Tap € (08, of). Daci ol < of), inseamni dar sau ci Oy My iois _ §
< of), sau ci off) < Ty, < 054, delimitare iardsi mai bund decit cea din (13), i care . se anuleazd pentru 2%

; 1 ; A s g o
are loc pentru orice p 2> — — . Evident ci printr-o cercetare mai amanuntiti a

[
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= - I e - MO W
=S = )=——(I'" 3 _ Vi 745 = 5l
Sk T V )

si (13)

s=1s5=15(0b) =

— (] — 3p? | — 146 1 ot
T i + o)

saub >2 VE- In cazul din urméi se vede din (18) ¢d fi0 (5) < O pentru (12,)
orice s >0 (dat fiind cd atunci 5,< 0, 53 <0).Daciz — 3 <b <24 Ws 3
avem de asemenca in (18) f;,(s)<<0 pentru orice s > 0 (dat fiindca f19(s) < €).

Asadar

Radacinile 5, sis, sint reale si distincte pentru 0 < 6 <2 — )3 l

: : SRS,
Fu® =fo G = — 1+ —=—Va+ (1 + 6 1 I = 145 T 5%
2125 (19)
_1-sr I —tir
e 2(1+09)°
Insemnind pentru comoditate
1 — 3p° 1 — 145+ pt
T —__+£___1_ 5 20)
2(1 + b?)
avem de aici
1 —;
R 1 et Y (209
(1 +x) 2+ %)
valoare pe care inlocuind-o in (19) obtinem
K -
m@:mmzﬁ«+ﬁ+fra e
=
Or, se deduce din (20)
dx 20 =06+ V1 — 146 + 8%
=k T @)
db (1+56) )1 =14b° + p2
asa ca atunci cind b creste de la 0 la 2 — ]1 x scade de la | Ia EX el deci
2x%4 2x — 1 > 0 (relatie care se prezinta in cursul verificirii faptului cd 5 dat de

(20) verifica relatia (20)), deci
— 1+ 2x 4 2x2

fa@)=x——TTX .o

e
(i ~x')zV1 +2x

1 — x2

D i N 31
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Asadar X
" X
fii (b) = fz(x) — <0
; db
Tabela 9 Tabela 10
abela
V31 Xo 1 b 1 Gt hy 2-V3
X
2 A ! V3 YR
= — 4+ V2 3
f(x)41+V5e_V%z_l<0/'0}‘ o0 fn(b)’ o0 N 0™ +
12

(Se ved or ¢ —1 4 VE e—y%_l < 0, deoarece inegalitatea in chestiune se
e vede us —

ie 3 —1= —0,6...)
scrlcv34]~0,7...>log2 ; LR "
Se vede din (20;) cd, in tabela 10, x, este radicina pozitiv

(21), iar
T VM (22)

(1 + x) 2 + xo)

4 a functiei fi, (x) din

Pentru 0 < b < b, avem dar din (18) tabela 11.

sa=54(f) @

s 0 51 53 =us3(b) ) s
f10(9) 0 — O i 0 - . :
S0 ®) 0 Nfulm) A 0 A fa® N0
Tabela 11

Or, insemnind in (18) fi, (s) = Jis (), avem
b 4b + 8b2s 1+ 5b (1 + b%) s + (1 + %) G S (23)
A 2(1 +2bs+ (1+ p2)s2) ) 1+ 2bs + (1 + b?) 52

a ci daci 0 << by < by < by, avem, insemnind in (18) fio (8) = fio (s, b):
ag

o Ga (by), by) = 0 < 10 (5 (5y), B1)
Fro (53 (bs), ba) = 0 < fi (53 (B), by)

C i entru l),fJ cas b =5 (b )
ceea ce ne Spllne lnlpl"C].lﬂa cu tabela 1 1 OIZ{StI’l]Ita p tr 1! 4 ( 2) 4 1/
?

iar 5; (by) > 5; (by), deci

§ i 24
5, (b) creste cu b, iar 5 (b) scade cind b creste. (24)




e ———

In figura 4 s-au construit — cu ajutorul tabelei 11 si a relatiei (23) — curbele

de ecuatii respectiv p — - : :
Grmctan) p Y = /10 (s) pentru un b < by (plin) si p = £, (5) pentru b = b,

Se deduce dar din acea figurd ci
5_3 (bo) =5 51 (by) = Sﬁz (bo) > (241)
Or, se deduce din (18y), (20) si (20;) ca

RO =T —fu= [EEICTD

Jlies
deci e
o 1 + 3x—x3 25)
Aa () _—1__ix___—:——__ >0
(I — x)2 VY_(XL])E_JFL)
l—x
(pentru I3—1 <o g-l)
Dar .
ful 2} = Lyzms
14 2 *é— 15 < 27 6)

(fiindea inegalitatea in chestiune se scrie ;
. 241
Se mai deduce din (21) V2415 < 50 < 30,24 < 167).

& T 7 s i Fentet
ooy e G [ B O b
= — | > 814 =
8 Bl 15 3)>0’
e 7
deci din tabela 9 se deduce T e ? iar de aici si din (25) si (26)

A e 3 7 -
Jin &) =50k T (78‘) < 2, relatie care impreuni cu (24,) ne da

853 (bg) < 2. (26,)
De aici §i din (24 ) se deduce dar ci S (b)) < 2 pentru orice
0<bg b, (27)

Avem di im s, (b) = 55 i i
in (18,) lblj:'lu 83 (b) = . Cums; > §;, cu atit mai mult

e
S5 (B) =-e0 Q7))

asa ca cu ajutorul lui (24) si (24,) se deduce cid

dclca b creste de la 0 ]a 0 S b cade de a 2 la = X 2”:. 28 s
5 0 4 ( )5 S d J oo 1 s (b ) f
4 i <
- 0 14 ( ) (( )))

astfel incit pentru orice b = 7 (bineinteles pozitiv), si avem s (7;») >2py it .
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Fie dar : + 5
Ggge = 54 é 09(}’34’1)‘ ( )
Se deduce din (17,), (27) si tabela 11 ca § (68 >0(p = [E2

=N(p—=ps 1 1 Dot 2. .2
Rezultd dar pentru S (s) tabela 12 (
din care se deduce ci S (Gzp) = S (52p) =0(p = 1.2, ..

(dacis,=of), 4); S () >0 pentru Gap < 5 < 0w (p= 1255

pentru toate celelalte valori pozitive ale lui s
Tabela 12

(11} 2T Oy cg) 52 3w

0 = 0 A

L p) st S <

a12 (construitd cu ajutorul lui (17,), in loculitabelei 3)
, po); eventual S (e +1)) =0

WD) S)< 0

Gg) i oy

(|0 — 0 +

o0 S A o sERNE N SE) A 0

St @ 2T

s [2paT %ap, "'(3[3;. E‘zp, (2p + DT %3p41
S’ (s) + 0 =i 0 B
(1)
Slo | AEA L S(el)) 8™ (o) 7

1 (9]
s lemrr oy @etdT o)y 2t DT gy

o = 0 + 0 e

S°(5) +
(1)

- (1)
S () }‘ S (Ugl(;,a+1}} <0 Rt N (021J3+3) 7 8 (62(P2+3)) <0 M ...

Se deduce din tabela 1 ca

fi(s) >0 pentru orice 5§ >0 (28,)
deci ridicina a; din (3;) existd pentru orice
s€@p =, 2p+ Dm) (28.)
(interval deschis, p = 0. 5) 1
Tinind seami ci of) = o{l) (b) verifici identic relatia b= — ;@ + ctg ol

(cipitatd din expresia din (3) a lui S’ (s)), avem prin derivarea relatiei capatate

in raport cu b
1)ya
d 7_4____(0%’). =0 29)

8 -y
db ° ol
= sin gfl)
3

Cu ajutorul lui (28) si (29) se poate construi figura 5,“1)mde s-a trasat plin curba
de ecuatie y =5, (b) §i punctat cca de ecuatie y =oy’ b,




334
DUMITRU RIPIANU

14

S-a tinut seamd ca din (24,) si (2 s,
finut 6 = . : .
P e 1) $i (26)) rezultd s, (b,) < 27; s-a mai dedus din

1)
o2 (0) = ¢ = ridacina din (27, 2 12 . .
7w, 27 -+ - a ecuatiel 5 = tgs (29,)

Deci. 3 " - %
ecl, in (0, by) se afli o singurd valoare a lui b (b = b,) pentru care

'5“4 (b) i 0{2!) (b_). (292)

y=%(s),fgs
V= 508),49m)
s o
—1 %)
g -
« mY a7 &
o —-0 / "‘

F‘]g- 5 F 6
18.

din @) si (17, mai multe asemenea valori, dat fiind ci se deduce

fis B) = S (0ff) = frg (o) = — 1 + e-sefy) 2" (1 _ o

e
sinall)

sin? cgl)) (29,)
deci cu ajutorul Tuj (29)

1)y p—ball)
_(ﬂ_z_l - of! T
()2 —sin* oft |~ sinop [ 5 S0y | [of) — b sin? G‘:”J £

. b
[EhY PSRS R 5 o
sl gy [ 0 (@) — sin* oft) |4 ol cos o1 148 [
b 2 T of!) 1(30)

in gt
Sin a,

S15(0)=

T

Insd avem in figura 3

2r <o) < 27 + arc tgl<2x S
deci ? 2
sin? oll) < sin? (arc tg l) st &
Reprezentind 1 ; ¢ A
P Ind in figura 6 curbele de ecuatii respectiv y — 7, (s) (plin) si
(punctat), se vede ca of!) > tg oll', deci cum 0 < p e i
, < by < 1, se deduce

1
of) >tg oY) > b tg olt) > b sin? oft) @

(31)

& fﬁ(s) — 281 (s) = —2b + e " [(—1 + b*)sins + 2b coss + (1 + %) s(coss + l

B b Qp D) Al <0(p =0, 1,...); fi @ ™) =
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Avem dar in (30) curajutorul lui (31) si (32)

()P etoy) olt! — b sin? ofY) :
[ () < 2) e B L L Rl T L

2[(c{My2 —sin*o{M)] sin of!

‘“)3 —.'Jﬂ.\;li F

7 2[(e)? — sin of!)]

dat fiind ca 2 — o)< — 4, iar pentru 0 < b < (i A — [/3 avem 1 + b+ b% < 4.

: , | : I = 2 <
Mai avem in (29,) cu ajutorul lui (29,) fi5 (0) :g—zﬁfl < 0;cum in figura 5
cos o

se deduce oit) (by) > s, (by), rezultd din tabela 11 ca fi5 (by) < 0. Cum fi5 (b) este
descrescitoare (relatia (32,)) inseamnd ca in intervalul (0, ‘by) se afli o singurd
valoare a lui b, b = by, pentru care fy5 (by) = fio (65 (61)) = O adici pentru care
oll) (b)) = 54 (by), deci curbele din figura 5 se taie o singurd datd (evident cid din
relatia fo (l!! (b)) = 0 nu se poate deduce ca ofY (b)) = S (by), dat fiind ci din (27)
si figura 5, avem pentru 0 < b < by: ofl) (b) > 27 >s55 (b).
Asadar, daci 0 < b < by (b, fiind definit in (29,)) avem in figura 5, (b) > olt(b),
3 deci relatiile (28*) cu p, >> 1. Tinind seama de cele scrise deasupra tabelei 12 se
" deduce cd
pentru azp << § < Gap (p=1,2,...,p5) avind S () >0 se deduce din (3y)a;=b (324)
g 3 deci cu ajutorul lui (3) si (28), tabela 4.
Pentru 0 < 5 < 0y, Gup a8 < azpst) (p=1,2,...p,—1)(dacd py>2),
sau s > Gsp,, avind in (17,) max S (s) < 0 rezultd S (s) < 0 pentru orice s> 0.
3 Daci b, < b < b,, avind in figura 5 5 () < off) (b), avem in tabela 11

fio (65) <0 (p=1,2, .. ) deci din (17,) §i (17,) max S (s) < 0 deci iardsi §(5) <O

2n

(33)

pentru orice s > 0. Dacd by < b <2 —J/3avem, din tabela 10, f3; (5) <0, deci in
tabela 11 f;, (5) < 0, deci din (17,) si (17;) S (s) < 0 pentru orice s > 0. Dacid b >
2 — |/3 avem din (18,), (17,) si (17;) c&@ S (s) << 0 pentru orice s > 0. Deci
pentru b 3> b; avem S (s) < 0 pentru orice s >0 (33,)
Aceeasi relatie existd si pentru 0 < b < by, pentru valorile (33), (33,) ale lui s.
in cazul acesta, se deduce din (28,) si (3p) a; < b. Se deduce dar cu ajutorul Iui
(28,) si (3) tabela 5 pentru variatia lui f, (@). Deci
pentru b > by si orice s >0, sau pentru 0 < b < b, si valorile (33) | (33,)
ale lui s, este valabil tabela 5 pentru variatia lui f, (a). [ =4
Or, din (5;) rezultd

3

! " bsin s)],asacd fis (5) = —(1 + b se Psinsiar f,(2p + D7) = —2b — (34)

—fa(p)=—2b+ e~ [2b +2 (1 4+5) pr]l (p=10,1,...)
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Deci
fiz(p) =2n[l —b* —2p nb (1 +6%)] e 2" < 0 pentru p > Po= fig (b) =
Th 1 — 52
2mh (1 + b?)

ACum fuu(o) =0, fnseaumné cd dacd fig (b)) <0 (deci b > 1), Jin (p) < 0, ceea ce
tmpreund cu (34) ne da fi4 (s) < 0, deci f{ (s) <0 pentru s >0. Cum f1(0) =0,

se deduce din tabela 5 ci pentru b = 1 avem £ (s5) < 0 pentru s > 0. (34,)
Se regiseste astfel din nou o parte din concluzia 2° (p.2).

Tabela 13
e 0 % 2 Gk 2pm Cp+1Dw Cp+2)m ...
@B = 0 +. 0 ... o _ 0 T
_.{16 |0 NSfig(m™ A fis (2m) S16 (2pm) N f16 (@ + D7) A f1e(@p + 2. ..
L0 SLal Aen @D L@ DD S+ 2m.

Se deduce din (34) tabela 13

! . (care are loc §i pentru b < 0 si pentru b >(,)
In care s-au folosit relatiile

LG =l — PR 0, £ 10R S Tin] = i + g PP < 0 (34
din care se deduce pe de o parte ci
pentru 0 < s < 2% avem f; (s) < 0 (34,)

si pentru b < 0 si pentru b >0 ceea ce im

) preund cu (33) si tabela 5 ne di din
nou, pentru orice » >0, concluzia (l,), iar

pe de altd parte, ci
pentru 2p + D n < s < (2p + 2) = avem I <0(p=0,1,... (35)

Concluzia (35) are loc pentru orice b ~ 0, pentru ci din (33) se deduce S (5)<0
pentru (%p FDrs<2p+2)7 s se gaseste si in lucrarea [2]
Dacid b < 1, se deduce din (34) tabela 14.

Tabela 14
P 0 py=fis(0) py = f10(b) w
i) S T

S12(P)] 07 fiz (po) 0 N = o
Daci se inseamni

* oy — | J1o (b). Daci fi4 (b) este un numir intreg; \
Jao () { L + [f1p (B)]. Dacd f14 () nu este un numir intreg f (339

(intelegind prin [x]. partea intreaga a lui x), se vede din tabela 14 c3 pentru p > f,,(b)
avem fl? (p) < 0, iar pentru p < Joo (B) — 1 < f9 (b) avem S17(p) = 0. Asadar extre-
}nelde.lm fi6 (s) din (34) atinse pentru 5 > 27 Jao (D) sint < 0, asa ci fl'ﬁ(s) este ea
insasi < O pentru s > 27 f,, (). dat fiind el fig 270 fo0 (B)] = fin [fa (B)] < 0. Deci

pentru s 2 27 fy, (b) avem fi (s) < 0. (35,)

16
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Cum se deduce din (34)1— ;}%f“ (p)=—14+e®rr[l —2(1+5)pr] < 0 luind
2

doui valori oarecare 0 < b’ < b” < | rezultd fi7 (p, b = fin (Ip, bfi”) (ill;é]l;;
ind. fir (6) = fir (5, D) 88 Gi fiz (fuo (), B) =0 >fyg (fip (), D7), ceca ce
"unpré&né cu tabela 14 construitd pentru b = b” ne aratd ci fi9 (b") =ife (BF)C

cuvinte ca : ! o
fuo (b) este o functie descrescatoare

Or, pentru p=15i b =2 — /3 avem in (34) fiz(p) >0 'dat Hﬁind Acﬁ
inegalitatea in chestiune sc scrie 1 + 4w >e2(2-lfs_)r= si es.le evidenta, avTI:rlfl_
2(2 — V__’;)T: < 2. Deci rezulti in tabela 14 fig 2= V’%) =1 si eum b;<2 —V3

1
w = ¢ | =1 =R 1
se deduce din (36) cii fiy(b) >1. Pentru b= 1, avem in (34)2f17 a i

' —0 si ~ 0, deci f,(1)=0.
—=2rm (| 4+ 2p ) =0 peniru p—Ols,;l <0 pentru p = 0, L fie -
;J_uznérul (bf.din }iabela 15 pentru care fip (D) = 1 este riddcina ecuatiei f3; (1) =0
adicd a ecuafiei

I 37
_&wr—@+ﬁ T =

Cum
' ™ % | —9h 0)= oo, )= (1 S 27t) e~
S (B) = — Ez(H_b ) (1427 b) e~ < 0, foy (0)= 0, fon (1) &
— 1 <0, fyy (b) are o singurd radicind > 0. " { .
Pentnfll > b > b,, se vede dar din tabela 15 ca in (35)) fan (6) < 1, deci din

Tabela 15

b | b 23 by 1

Fa ) ) S A%

(35,) se deduce f; (s)<<0O pentru s > 2n. Deci de aici si din (34y), se
mai deduce‘ f, (s) <0, pentru s> 2w, deci vin ‘Eabela Sh AN, < 0, deg]

fs) <0, ceea ce, fmpreuni cu (1), ne arati cd f(s) <0 pentru s >0.
De aici si din (34,) se deduce dar cd . :

dacid b > b, (l‘ﬁdﬁnc_ina ecuatiei (37)) atunci f(s)<< 0 pentru 011§e §=0 (38)
si orice a = b. | . :

Daci b, < b < by, avem in (35) foo (b) > 2 deci cum f; (0) = — o0, se deduce

din (35,) ca . ,
insemn?nd cu ¢ = ¢ (b) cea mai micd valoare a lui 8 > 27w fop (b) pentru } (39)
care f; (c) < 0, atunci pentru orice § > ¢ avem f; (5) <0

in care caz se deduce din tabela 5 ci , ]

daci b, < b < by, atunci f(s) < 0 pentru orice s > ¢ (o fiind definit in (40)
39)) si orice a > b. 1o ; :

( ))De altfel, avem din (1) /' (c0) = — oo (pentru b > 0), insd (40) ne di o margine
superioard (=0) a radacinilor functiei f(s).

42 —¢. 70
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Daci 0 < b < by,
atunci f (s) poate avea radicini pozitive ori cit de mari (41)
pentru ci dindu-se un p = p, intreg si pozitiv oarecare si un s — §@Qpym < F =

< (2py + 1) ®) tot oarecare, se deduce din (5;) de pilda pentru s = 2w +E
2

fa® =[5+ =~ 110 89 (ern+ g el < Bl P
2 )

asa ci fos (0) > 0(p > 1), f52(00) = — oo, Daci b = Jo3 () este cea mai mica radicini
pozitivd a lui fo, (b), luind b = b < f, (py), avem f; (21)2 ™+ EJ >0 (este de
. ‘ ' , 2
altfel evident pe expresia (42) a lui Joz (B) ca lim fy, (p) = 0), in care caz tabelele 4
pde

;azl 5 (dupa cum pentru b= b avem in 3) S (;) >0 sau S (s) < 0) ne arata ci
2(a) are o radicind a = a, = a, (b), asa ci T (Ei=0 i b b.
. ] , as = tru @ =g, (b) bh—h
Se pot alege asadar o infinitate de i i Sl 1t )
e pot : 3 perechi de valo ; inci
sd aibd rdddcina s =5 oricit de mare. PRI L el e
Se vede indatd ca

dacd f(s) are rddicini in 2p w, (2 i addcini
J , 2p 4+ 1) =), at i
neapdrat in numar de douid B SR , “2)
p.envtru ci se vede din tabela 16(]2], unde f, (5) = e—(@+0) 7’ (s)) cd pentru ca f (s)sd
aibd radicini in 2p, (2p + 1) ) se cere ca J1(@2p =) >0 in care caz tabela ne spune
cd f(s) are in (2p m, (2p + 1) m)radacinile 18) si &) (o) < <),

. l
Se deduce din (37) £, (5) = fo4 (7), unde fo, (x) = — 1 - (I — 21) e~* deai
2

o gt 3 17
o1 (%) —2—(3 = dx)e=%.0r it (3)= e=" (; — e3)< Oasa cd in tabela 17 avem

Tabela 16
$ | 2p T ‘r%) Sop ’rg')) 2p+ D
fi@] o — 0
A A@2m)>0% 0 N Al + D] <0
TG [f@pm) 710 7 f(50,) N 0N f[@p + 1) 7]

. 1
Xyeeoli =0 o, deot fo (E) =1 (5) << 0 ceea ce ne aratd cu ajutorul lui (37 ca

2

1 1 7
by <5- Tot asa f:'ul?’_)—f:‘as () unde fo (x) = — 1 +(1 +I—9x)e"?$ asa cd
3 3
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, 4 ~2s 16y -%(35 % : :
fos @) =—(6—5x)e * .Or, Jos —5~] =gt A2 ¥ el | > (0 deci avem in tabela
i8] 9

1 " " 2 1
18, = <1§ < X, asa cd fy (5—) = fas () >0, ceea ce impreuni cu (37,) ne di b, >§ :

Deci
1 1
—< by <— (43)
3 2
Tabela 17 Tabela 18
3
% < OF 24y g x ’ 0 b Xy €O
5 5
Faot) Ik W0 fobdf = 0. —

Soa (¥) |0 fuy (-—2—)\0\.1—1 Fas(x) | 07 fas 'g] N0 —1

§ 3. Se va incerca sa se adune informatiile ce s-au putut cipita in aceastd nota
asupra radacinilor 7, ale functiei f(s), completindu-le cu o parte din informatiile
ciipatate in [2].

1° Dacd b < 0, f(s) are o infinitate de radacini pozitive

s=t,rrn<tn<(@m+Dn) (A, p 2),

avind
ozp < Tap <P (p =1, 2,...), Gapi1 < Tapr1 < (2p F )n=01.. («3)

unde o, (p ©™ << g, << (p + 1) =) sint radicinile ecuatiei
e =cos s+ bsins(p=12,...) (@) si (3)), iar og) (pm< 0(5) <(+1)m

1+ b° . e
rididcinile ecuatiei e = cos 5 + b sin s + _; s sin s ((4")) si 3).

Daca | <p < — L bi (dacd existi asemenea valori ale lui p), avem
TC
O2p < Top < 0(2313 (17) ogfg 2pw < 0‘237} < (@p+ 1)=), fiind rdddcinile ecuatiei

s bs 3 « :
btg = th (60 si (©): avind off) <ofy (1D)

1 i
Daca p > — o avem sau oy, < Tz, < 0F) , 52U o) < oy < o) (p=12,..) (17),

of) (2pm < of) <(2p + 1) ) fiind ridicinile ecuatiei
1. ;
e’ = cos 5 — =Ein s ((145) si 14,).

2° Daci b =0, f (s) are ridicinile s = 2n 7 §i § =7, @1 ® <7Tm <
- Droa=1,2,..) (1% p: 2

22%
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3° Daci b =0, f(s) <0 pentru 0 < s < 2
- LT

gacz} a E})} 11, f(s) <0 pentru orice ;> 0 Q% 1.2 (1,)

acid < 1, interv: soate i

o (2°,ap. 5 mtervalul (0, 2x] in care f(s) < 0 nu se poate prelungi la

Dacd 2p + D <s < (2p+2) 7, f(5) <0

o : ] (Gre= 35
Daci b > b,, atunci f (s) < 0 pentru orice s = 0 (38), b, fiind rﬁdﬁc):ina (cupl'i(r;siz

- et
intre 3— si . cum arata (43)), a ecuatiei

i3 4 b8

37
giac_éb by < b < b, atu_nci S(s) < 0 pentru orice s > . (39)
ci by este valoareaﬂ]m b pentru care cea mai mare dintre ridacinile ecuatiei
[t gt
bs

et — gl adaci i
(18) este egald cu radicina cuprinsi intre 27 si 37 a

V14285 + (L +b9)s2
ecuatiei s = (1 + bs) tg 5 (29,) (tabela 11, (4,) si (3)). Avem by <2 — 3 (fig. 5

si tabela 10). Mai precis, b, < V X (1 — x)
(E ‘E— xﬁ) (2 "}_ -xu)

((22) 5i(21)). Valoarea s = o (b) se defineste astfel ;

52

<2 — |3, x, fiind rddicina

pozitivd a ecuatiei ¢ = I+ 2x
1

— 0

fie fip (b) rddicina > 0 a ecuatiei in p: 27 = 1 | L+#

p w (tabela 14 si (34).

Atunci o este cea mai mici valoar i i '
. loare a lui s, mai mare sau egald cu 2r b
rzsnpti(l:ltlv cfu 27t1(1 w{—g;ﬁg (b)) dupa cum fi4 (b) este sau nu un numir ?ntreér:[%ES(S)),
P Dqggg -1 jf ; C[12 cos s 4 (1 + 6% s sin s] — €2 < 0, (40), (39) (55
‘ este destul de mic, at i3 z Ao o Gt de
s unci f'(s) poate avea radicini pozitive ori cit de
Dacid f(s) are rddicini intr-un inter ) )
L ) - mnterval 2pw, 2p + ¢ e i
neap§arat in numir de doud (42). EmR 0. At Sei
4. Se poate vedea ugor cid cea mai m: dddcing ici
, . : a mai mare rdaddcind a ecuatiei (18) care intervi
N = . - — z = ‘v
il;bggerpué]_m(;abnilmc]igulm g din (39) este 5, (b) din tabela 11 (ﬁindcﬁ din '15;2
si din tabela se deduce cid 55 (h) si 5, (b) existd fr k-
13 st : : , S tru 0 <b < bh
cu ajutorul lui (24), (27,), si (24,) se poate ful 1 de nigi i
rul Tui (247, L construi tabelul de ma din cz
deduce ci radacina (functie de b) %: : e
ded t are pentru o valoare oarecare a lui b este mai mici
. ; = . - ~ - . ml 5
gcgtbcea[gﬂtd (fl.ll‘lf:i;lﬁ de b), ramine mai micd decit a doua rddicind pentru origg
’ < by, aga ci fiecare din cele doud ridicini are — teoretic — o expresic in b
aceeasi pentru toate valorile lui & € (0, b)

b lo R
H®| A 50)
54 (b)’ @ N 5y(by)
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O KPAEBOI 3AIOAYE IJI JIMHEMHBIX
NN DOEPEHITHAIIEHBIX VPABHEHHII C ITOCTOSHHBIMH
KO PNITHUEHTAMM

KPATKOE COIEPKAHHE

B HacTOAIEM COOBINEHHH TAIOTCA JOIIONHITCILHBIC CHBEACHHA O Ppaclpe/ie-
JIeHuy KOpHEH TpaHCIeH/IeHTHOro ypasHenus (1), KOTOpoe BBOAMTCA IJIA OMpeE-
ne/IeHHs MHTEPBAIa MAKCHMAIBHOM [UIMHEI, B KOTOPOM ofLImid nuTepBa JIMHEeH-
HOrO W ¢ mnocrogHubivu  Koaddumpentamy  IH(QQOEPCHIFANLIOT0  ypaBHEHIA
YeTBEPTOro MOPSAIKA ABISIETCA HHTEPHIOIHMPYIONEM YETBEPTOro MOPATE (B cayuae,
KOT/Ia XAapAKTEPHCTHUCCKUil OJIHOM yPaBHEHIS HMecT [IBa BCINECTBEIMBIX I 1BA
MHMMBIX KODHs). YKa3bIBAKOTCS HHTEPBAIIBI, 3aKIIOUAMOUIME KOPHH ypaBHEHIA,
(1) u BepxHsST UX TPaHb B TOM CJIyJae, KOIZA OHA CyIIECTBYET.

IToNyueHHBIE PE3yJIbTAaThl BMECTE C HEKOTOPBIMI pesyjbTaTami H3 paboTEI

[2] npuBeneHE! B § 3 HacToAmEro COODIIEHHST .

SUR LE PROBLEME PLURILOCAL POUR DES EQUATIONS DIFFEREN-
TIELLES LINEAIRES AUX COEFFICIENTS CONSTANTS

RESUME

Cette Note apporte des informations complémentaires sur la distribution des
racines de 1’équation transcendante (1) qui intervient dans la détermination de
Pintervalle de longueur maximum dans lequel 'intégrale générale d’une équation
différentielle du 4¢ ordre, linéaire et aux coefficients constants, est interpolatrice
du 4¢ ordre (au cas ol le polyndme caractéristique de ’6quation posséde deux
racines réelles et deux imaginaires). On indique les intervalles qui comprennent
les racines de 1’équation (1), ainsi q’unc limite supéricure au cas ou elle existe.

Les résultats obtenus — ainsi que quelques résultats du travail [2] — sont

donnés dans le § 3 de cette Note.
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