DESPRE ORTOCENTRUL TRIUNGHIURILOR
IN PLANUL HIPERBOLIC

DE
L. BITAY

Comunicare prezentald in sesiunea wniversitdtilor ,,V. Babes'* si ,,Bolyai' — Cluj
din 25—29 mai 1958.

Intr-o lucrare precedenti [1] am rezolvat urmitoarea problem4 :
| Find date punctele 4 si B in planul hiperbolic, si se imparti acest
plan in regiuni in asa fel, ca un punct C luat din ele si determine impre-
und cu purctele 4 5i B un triurghi a cirui mediatoare aparfine unui fasci-
col cu centrul intr-un punct ordinar, fntr-un punct de la infinit respect'v
intr-un purct ideal. In aceasti lucrare ne propunem si rezolvim prob-
lema analoagd pentru fnilfimile unui triunghi in planul hiperbolic.
E-te cunoscut cd indlfimile unui triunghi hiperbolic aparfin unui
‘ fagcicol de drepte [2]. De aici rezulti ci este suficient si examinim numai
jozifia relativd a doud inalfimi: a treia indltime va aparfine fascicolului
determinat de aceste doui.
Se poate construi ugor un triunghi care are o laturd AB = ¢ dati si
\ ortocentrul intr-un punct Q de la mfinit (f'ig. 1).
1 Pentru a construi acest triunghi este suficient si ducem o perpendi-
‘4 culard pe AB care trece prin Q. S4 notdm piciorul acestei perpendiculare
{ —

cu C'. Unim 4 cu Q (adicd ducem o paraleli la dreapta orientati C'Q)
si coborim din B o perpendiculari A’'B pe AQ. Si notim cu C intersectia
dreptelor A'B si C'Q (dacd existi aceastd intersectie). Evident ci triun-
ghiul ABC este cel cautat.

Sa cercetdm acum in ce cordifii existi acest punct C. Cu ajutorul
axiomelor de ordonare se poate demonstra usor ci acest punct C existi
dacd C' se afli pe segmentul AB.

: Eacé C’ coincide cu B, atunci triunghiul A BC degenereazi in segmen-
tal AB.

Fie C' un punct pe dreapta 4B in asa fel, ca B si fie situat intre 4
$i C', si sd notdm cu B unghiul ascutit format de dreptele 4B si A'B. Este

2 — Studii §1 cercetdri de malematics
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2 evident ci pentru existenta punctului
| C este necesar si suficient si avem

T(BC’) > B. (1)

54 studiem comportarea unghiu-
rilor care intrd in inegalitatea (1),
citd C’ se deplaseazi pe dreapta AB
indepirtindu-se din B la infinit. Se
stie cd unghiul TT(BC') va descreste
monoton de la valoarea — la valoa-
A B C 2
rea 0. Si calculim wunghiul B din
triunghiul ABA' :

tg B = sin TI(c) cotg TT(c + BC’) (2)

Din aceastd relatie: tragem concluzia

c cd unghiul B creste monoton de la
Fig. 1 valoarea unghiului ¢ dati de relatia
tg ¢ = cos TT(c) (3)
pind la % cizd C’ se indepirteazi din B la infinit.

o u m ="l e :
Avind in vedere ci ¢ < 9 putem spune cd existd o pozitie si numai

una a punctului ¢” (sd notdm aceastd pozitie cu Cg) pe semidreapta 4B,
in aga fel ca sd avem in aceasti pozifie :

TI{BCy) = B.

Relatia ne aratd cd in aceastd rozitie punctul C este aruncat la infi-
nit in punctul ,simetric’ lui Q fa{d de dreapta AB.

Dacd C’ este situat intre B si CE], inegalitatea (1) este evident satis-
fdcutd, dacd avem In vedere ci in punctul B ea este satisficutd si daci
firem seama de caracterul monoton al variatiei unghiurilor din (1). Deci
in acest caz purctul C existi.

Analog se deduce cd punctul C nu existi daci ¢’ este situat dincolo
de punctul Cp.

Observatii. 1. Aceastd discufie a fost ficutd dupi pozitia punctu-
lui ¢’ pe dreapta AB. Nu este greu de vizut ci, in fond, ea se reduce la
discutia problemei duri tozitia punctului Q.

2. Pe baza axiomelor de ordonare se demonstreazi ugor cd punctul
C este in semiplane diferite relativ la dreapta AB, daci C' este situat pe
segmentul 4B sau pe prelurgirea acestui segment.

Acestea fiind stabilite, si rezolvim problema urmitoare : fiind date
doud puncte 4 si B in planul hiperbolic, si se determine locul punctelor
C care se bucurd de proprietatea ci triunghiul 4BC are ortocentrul la
infinit.
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Pe baza construcfiei ficute mai Inainte, avem po:s1b111tatea sd con-
struim oricite puncte ale acestui loc. In cele ce urmeazid ne prlopunefin 1?3
determinim forma acestui loc. Pentru aceasta vom recurge la mode

trami-Klein al geometriei neeuclidiene. N = :
- S4 luim punctele 4 si B in pozifia ariitatd pe figura 2. Evident ca

punctele 4 si B pot fi aduse totdeauna in aceastd pozitie cu ajutorul unei
deplasiri. Ecuatiile dreptelor A€ o7 R
si BQ vor Tife: ¢ c

y —l(x—l—%):()

¢
Y — W {x — ?] — 0

unde A si p sint doi pargmetriu.
fntre A i w obtinem o relafie dacd a2
scriem conditia ca Q este situat pe / &) i
cercul fundamental, avind raza 1.

fniocuind coordonatele punctului Q
se obtine relatia :

A(-550) B(5\0) X

4 ,
(b + A2 + 40 = (b — N
(4)

Avind in vedere cd dreapta care Fig. 2

trece prin punctul 4 si este perpen- - P s
di'CLﬂE})IEUL pe BQ trece si ea prin punctul C, putem sd intersectam dreptele

AQ si BP pentru a obfine punctul C. P si Q sint polurile dreptelor 4Q,

2 2 2 2 } !
respectiv BQ, deci au ca coordonate : P{é T"ﬁ] si Q(T' el Ecua
tiile dreptelor BP si AQ vor fi:

A +4)y+22x—¢) =0
(@ +4)y+2@5+0)=0,

o N e s : "
de unde eliminind parametrii A si u si tinind seama de (4), obfinem ecuaf1
locului cautat :

452 — 2 (5)
At VI —
unde p = rj_—li De aici se vede ¢4 locul este compus din doud arce de

curbi simetrice in raport cu dreapta AB, fiecare din ace'stil %’IC% f}lngeii
rindul siu simetric in raport cu mediatoarea segmentului i eba %
este suficient sd desendm pentru 0=« umna din aceste arce. Curba
treagi se obfine fdcind simetriile amintite.
Ax2 — ¢*

ILuind de exemplu arcul y = Pm (pentru x = 0), ne putem

“‘m"_—__—ﬂ
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convinge ugor cd in interiorul cercului acesta nu are nici un punct de in-

C‘J
ch =
cator. Pe baza acestor observatii putem trasa locul ciutat pe model (fig. 3).

Sd rotim o semidreaptd in jurul punctului 4 din pozitia dreptei AR
in sens pozitiv. Ea va intersecta curba noastri in gereral in doud puncte,
fécind abstractie de punctul 4. Si le notim cu C, C. Din insdsi definitia
curbei rezulti cd triunghiurile ABC si ABC au ortocentrul la infinit.
Una din aceste intersectii va fi
8y aruncatd la infinit in 6, respectiv in 01
dacd semidreapta mobild ia pozitia Ag,
tespectiv 46,. Dacd semidreapta mobild
devine tangenti in punctul 4 la arcul
9;A Bo', respectivla arcul 9.4 B9, nu vom

avea nicio intersectie cu curba noastri.
Sd notim unghlul @ AB cu o, unghiul
ascufit format de tangentd in punctul A4
la una din arce cu dreapta A B, cu ), iar
unghiul adiacent unghiului §,4 B (care
din motive de simetrie va fi egal cu
unghiul adiacent unghiului §B4) cu o’
. Sdcalculdm pe rind aceste unghiuri.
In acest scop construim unghiurile 5]
Fig. 3 si ¢' in planul hiperbolic (fig. 4). Avind

in vedere ci triunghiul 4 Bg are orto-

centrul ¢’ la infinit, deducem ci AB' = AA’, cici ambele segmente sint
distarte de paralelism la acelasi unghi 946’. De aici rezults egalitatea
triur ghlurilor drepturgh'ce ABB' si AA'B si deci TM(AA") =TI(AB').= 20.

Din triurghiul 4ABB’ avem

cos TT (AB') = cos TT (c) cos o

flexie, are un minim pentru x = 0 egal cu —

si este monoton cres-

9 |

sau
cos 2¢ = cos TT (c) cos o,

de unde — finind seama de faptul ci ¢ este ascufit — deducem :

Cos ¢ = %[cos TT (¢) + VYcos:TT (¢) + 8] (6)

De asemenea se deduce din triunghiul ABA’' valoarea unghinlui ¢’ :
tg ¢’ = cotg @sin T (c) . (7

Nu este greu de vézut i urgh'ul dreptei 4B cu targenta in A4 la unul
din arce, ecte dat de formula (3) :
tg ¢ = cosTT (c) .
Din aceastd egalitate se dcduce ci acest urghi ¢ este mai mic decit %
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S4 compardm unghiurile ¢ gi . Pentru aceasta, in ecuatiile (3) si (6)
tntroducem notatiile cos TT(c) = u, seco =v §i sec Py =w:

w =1+ u (3 9
v=%[,u-—§—8—u:| (6")

unde semnul in fata radicalilgr va fi
plus, deoarece unghiurile ¢ si ¢ sint
ascutite. Scriind aceste ecuafii sub
forma

w —y? =1 (3"
v fuy —2=0 (6")
se vede cd ele reprezintd o pereche de A

hiperbole avind o asimptotd comuni,

hisectoarea a doua a axelor de coordo-

nate. Asimptota a doua a hiper_bc:lei

(6"") este axa v =0. S& examindm

pozitia relativd a ramurilor v >0,

w >0 ale acestor hiperbole pentru Pl 4

0< uw<1 (u=cosTl(c) <1). S
In acest interval curba (3"') creste monoton de la valoarea w = 1A ot

la valoarea w = V/2, iar curba (6") descregte de la valoarea v = V2 pini 1a

valoarea v = 1. De aici rezultd ci in intervalul 0 < # < 1 exista o Valoa:lgre

unicd %, pentru care » = w. Calculind aceasti valoare gisim wu, = 3

9‘

i A w.
Dacd 0 << u<< #,, avem v >w, iar dacd #,<< # << 1 vom avea v < @

V3.
S4 notim cu ¢, acea valoare al lui ¢ pentru care avem #y=cos TT(¢) = g

atunci discutia de mai sus poate fi rezumatd in felul urméitor, dacd tinem
seama de semnificatia variabilelor u, v, @ :

1. Dacd ¢ < ¢y, avem @ > 4.
2. Dacd ¢ = ¢y, avem 9 = ¢
3. Dacd ¢ > ¢,, avem @< {.

Deci, dacd distanta AB = c<< ¢,, atunci unul din cele.doué puncte
de intersectie C, C ale semidreptei mobile in jurlﬂ punctului AA cu 'curbeut
de pe fig. 3, va ajunge mai repede in A4 decit celdlalt IaA infinit in  ; dace;
AB = ¢ = ¢,, atunci aceste doud puncte vor coincide in _acelag} mromelé
ctl punctele A, respectiv ¢ ; dacd AB:AC =0y, Eitmmlu unulAdm aceste puucte
de intersecfie va ajunge mai repede in @ dec1t' celdlalt in A..

Din fig. 3 reiese cd dacd semidreapta mobild ce trece prin pun_ctul fi
formeazd un unghi suficient de mic cu dreayta AB (mai precis, dacd acest
unghi este mai mic decit cel mai mic dintre unghiurile ¢ si ¢), atunci




22 L. BITAY ) 6

vor exista ambele intersectii C, C la distantd finitd. S$tim ci triunghiu-
rile ABC si ABC au ortocentrul la infinit. Fie C, un punct de pe seg-
mentul CC. Are triunghiul ABC,; un ortocentru?

In figura 5 am construit punctele C, € pe semidreapta ce trece prin
A. (Construcfia este fdcutd in
planul hiperbolic conform con-
structiei din fig. 1, cu ajutorul
indltimilor duse din punctele 4 si
B). Triunghiul 4 BC, are iniltimea
BB’ comund cu inilfimea triun-
ghiului ABC. Fie AA; indlfimea
acestui triunghi dusa din virful 4.
Daci C; este in interiorul un-
ghiului CBB’ (cazul figurii 5),
atunci prelungirea laturii C, B intra
in interiorul unghiului A'BQ’, deci
semidreapta BA; va fi oblici fatd
de dreapta A4’ pe acea parte a
dreptei AB unde se afli semi-
dreapta BQ'. De aceea, inilfimea
AA; coboritd pe latura C,;B va fi
situatd in interiorul unghiului BA A’
gl ca atare va intersecta inilfimea

Fig. 5 BB’ intr-un punct H, ortocentrul
triunghiului A4 BC,.

Cu un rafionament analog se demonstreazd existenta ortocentrului
H si in cazul cind C, este situat pe segmentul CB’.

Deci putem spune ¢d un punct C, situat pe segmentul CC determini
cu punctele 4 si B un triunghi care are un ortocentru la distantd finita:
Nu este greu de vidzut cd aceasti afirmatie i5i pistreazd valabilitatea si
cind C este aruncat la infinit (in @). =

Sd alegem acum un punct C, pe segmentul AC si si aritim ci triun-
ghiul ABC, are un ortocentru ideal (indlfimile acestui triunghi au o per-
pendiculara comuni).

In figura 6 am construit punctul C si am luat pe segmentul AC un
punct C,. Indlfimea BB’ a triunghiului ABC, coincide cu iniltimea tri-
unghiului 4 BC. Dreptele BC, BC, si AA’ formeazi un triunghi dreptunghic
in A’, deci indlfimea dusd din 4 pe BC, este situati in exteriorul unghiu-
lui BAQ si face un unghi ascutit cu dreapta AB’. Acesta fnsemneazi o
dreptele BB’ si AA, sint superparalele, adicd triunghiul 4BC, are un
ortocentru ideal.

Cu un rafionament analog se demonstreazd ci daci C; este un punct
pe prelungirea segmentului CC dincolo de C, atunci triunghiul ABC, are
gi el un ortocentru ideal.

2

ORTOCENTRUL TRIUNGHIURILOR IN PLANUL HIPERBOLIC 23

Curbele 9,4 B¢ si 914 Bg" din fig. 3 impart planul hiperbolic in (1_({1121
regiuni. S4 numim ,exteriorul* curbei 9,4 Bp, regiunea care cuprinde
punctele de la infinit 91, 0/, iar cealaltd ,interiorul* acestei curbe. Analog
se defineste ,exteriorul si ,,interior_ul“ o
curbei 9;4Bg’. Folosind aceastd termino-
logie, putem rezuma discufia in felul ur-
mator :

1. Dacd un punct C este situat exact-
in interiorul uneia din curbele 6,480 si
e'lA Bg’, atunci triunghiul ABC are un
ortocentru la distantd finita, b

2. Daci un punct C este situat fie in
exteriorul, fie in interiorul ambelor curbe
amintite, atunci triunghiul ABC are un
ortocentru ideal.

3. Dacd un punct C este situat pe
una din aceste curbe, atunci triunghiul
ABC are ortocentrul la infinit. '

Relativ la latura AC a unui triunghi
ABC care are ortocentrul la distantd
finitd, putem da in baza rezultatelor ante- .
rioare o delimitare in functie de unghiul CAB = a si de latura 4 ;B_—T- c.
intr-adevir, si considerim triunghiurile dreptunghice ABA', ACA' s
ABB' din figura 5. De aici avem urmitoarele relatii:

cos TT (AA") = cos TT (c) cos [TT(AB’) + «]
cos TT (AA") = cos TT (AC) cos TT (A B') (M
cos TT (AB’) = cos TT (¢) cos .

Fliminind de aici segmentele 4B’, AA’, obtinem pentru AC:

cos TI(AC) = cos TT(c) cos i tg oY1 — cos? TT(c) cos* a. (8)

De asemenea, din triunghiurile drejturghice ABA’, ACA’, ABB'
putem scrie un sistem analog cu (7):

cos TI(AA") = cos TT(¢) cos [TI(AB') — a] ’
cos TT(AA') = cos TI(AC) cos TI(AB’) (7)
cos TT(AB’) = cos TI(¢) cos e.

Acest sistem diferi de sistemul (7) numai priuAfEL])tul cd in melmbrul
al doilea al primei ecuatii figureazd TT(AB') — «, in loc de TT (A}}}) +a
(abstractie ficind de notatii). Dupd eliminarea segmentelor AB', AA
obtinem deci o formuld analoagd cu (8) : :

cos TI(AC) = cos Tl(c) cos a + tg « V1 — cos® TT(c) cos? a. (8"

Din“fignra 3 reiese ci dacd © — ¢' < «< 7 — ¢, atunci avem iardsi

o intersecfie C a semidreptei mobile ce trece prin 4, cu curba 0,4 B9.

Fig. 6
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Acest punct de intersectie este it in fi
Aces construit in fig. 7 pe b S ief
e ersec : . 1 1ig. 7 pe baza constructiei d
i n-% (am dus indlfimea AA’). Din triunghiurile ABA', ACA’. e;IBag’:
cos TTI(AA') = cos TI(c) cos [a — TT(AB")]
cos TT(AA") = cos TI(AC) cos TI(AB’) (7
cos TI(A B’) = cos TI(c) cos (r — a).
Acest sistem in fond nu difers
. , : iferd d
sistemul(7’), deci de aici vom avea aceea§
expresie (8') pentru AC.

20 In incheiere, si examinim acele con-
ditii care trebuie satisficute pentru ca
un triunghi 4 BC si aibd ortocentrul la
distantd finiti. Pentru aceasta si pre-
supunem cd latura 4B =c¢ a triun-
ghmlﬂm este fixatd si si rotim latura
AC in jurul punctului 4 in sens pozi-
5 tiv din pozifia dreptei AB. Pentru
fixarea ideilor presupunem cd avem

3
: cos TT (c) > 3 (acesta insemmneazi ci

Fig. 7 ¢ < ¢). S& notim unghiul CAB cu «.

Atunci este 5 . ;
are un ortocentru la distantd finitd daci aveia-r cd triunghiul ABC

1. in cazul 0 drginitd si i

e < a < ¢ latura AC este mirginiti i inferior si superior,
os TI(c) cos & — tg a /I — cos? TT(c) cos® a < cos TM(AC) < cos TT(c)cosa—+

+ tg « V1 — cos? TT(c) cos? o

2. in cazul 9 =
Ty 0 = o << latura AC nu WG .
mérginitd inferior, iar b este mirginitd supetior dar este

COoSs I ] (C) COS o — tg o Vl — (GO 5" I (C) C()S‘ (v < cos ] I(Ai C)

3. 1n Cazul lJJ = oL = == i ! o
nu a i i i i

: : 7C L!J ; vem 1nicl o IeStl‘lC e Ielativ ].a Iatul'l

4. in cazul © — ¢’
' V'< a=n— ¢ latura A et

S ST = a C est a i
dar nu este marginitd inferior, iar € matgimita sipetion

cos TT(AC) < cos TT(c) cos « + tg @ VI — cos' TI(c) cos® a

B A, e — istd nici

o ;n mzu{ ™ ¢.< «< ™ nu existd nici un triunghi de acest fel

. unghiuziczaasg:ac%sgutie riese deci cd un triunghi A BC cu latura AB — c

S =a=mn — {, nu ar is i finits

In toate celelalte cazuri insi ave?n astfeled(e)rg‘)iclfrllgﬁltllr}a St
= .

Cazul cos TT(c) <—3— poate fi tratat analog.

Universitatea ,,Bolyai* Cluj,
Catedra de geomeivie
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OB OPTOLLEHTPE TPEYTOJIbHHMKOB B TUITEPBOJIMUECKOM T1IJIOCKOCTH

(Kpartkoe cofiepkatue)

B jnanmoil pa6oTe aBTop CTaBUT cebe CAEAyIOUlyio 3aiady:

[Iycrs mawbl Toukn A u B B runepGo/uueckoil miockoctd. TpebGyercs
pasjeNuTh 3Ty MIOCKOCTh Tak, yroGpl Touka C, B3fAiTas M3 KOMIIOHEHT pd3-
JesieHHs TIIOCKOCTH, ofpasopaja BMeCTe C TOUKZMH A u B TpeyrojbruK,
MMEIOILHI OPTOLEHTD HAa KOHEUHOM PAacCTOSHHH, A 6ECKOHEUHOCTH HIH —
MoeaJbpHBIH OPTOLEHTP.

Ha puc. 3 paccMarpuBaetcss MOLEJb
yecKoil TJIOCKOCTH H ITPOBOAMTCS KPHBAS

BeanTpamu-Kieiina rumnepOo/in-

o Axt—c?
y="cp—s
i iz
il
e p =g AB=c. (dra xpHBas SABJETCS TEOMETPHUECKHM MECTOM

touex C, 06/1aJaK0LUIMX T€M CBOHCTBOM, UTO TPEYroJbHHK ABC umeer Oec-

KOHEUHO YAAJEHHBIl OPTOUEHTD).
HasoBem ,,BHEIIHOCTHIO” KPHBOH 0,426 Ty obiactb runep6oHIeCcKoN

JIOCKOCTH, KOTOpPAsi COAEPIKUT 6ECKOHEUHO yAANEHHbIE TOTKH 9 ©'. ocranin-
uyo 06/14cTe Ha30BeM ,, BHYTPEHHOCTBIO” KPHBOI 9,4 B9 AuanornyHo ornpe-
[EJSIOTCA ,,BHEMIHOCTS” M ,,BHYTDPEHHOCTB® kpupoii 034 B6'. Bocnoibso-
BABLINCH 3TOll TEPMHHOJOTHEH, MOJydYaeM cJeyIolnil pesyJbTaT.
Ecau Touka C HAXOIHUTCH:
1°. cTpOro BO BHYTPEHHOCTH OAHOM U3 KPHBbHIX 8,486 u 914 B¢’ Toraa

rpeyroapink ABC uMeer OPTOLEHTP Ha KOIEUHOM pacCTOSHUH;
9° Bo BHELIHOCTH MJH BO BHYTPEHHOCTH YINOMAHYTBIX KPHBLIX, TOrAa

tpeyronbunk ABC umeer AleadbHBl OPTOLEHTP;
3° Ha OAHOH M3 ITHX KPHBbIX, TOrAa TPEYroJbHH

HETHO Y/ AJIeHHBIH OPTOUEHTP.
Jlas Toro uto6w Tpeyronbruk ABC, pMelomuil fauayo cropony AB=¢

u pauupdt yron CAB=a, o6nanan OpTOLEHTPOM Ha KOHEUHOM pPacCTOSHHMN,
HeoBX0AHUMO BbIMOJHEHHE HEePABCHCTE!
cos TT(c) -cos a — tga. \/1 — cos? TT(c) cos2q < cos TT(AC) < cos TT(c) cos a+
+ tga.y1 — cos?TT(c)cos® &.

« ABC umeer Gecko-
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SUR L’ORTHOCENTRE DES TRIANGLES DANS LE PLAN HYPERBOLIQUE

(Résumeé)

Dans le présent travail 'auteur se Propose le probléme suivant :

Etant donné; les points 4 et B dans le plan hyperbolique, que 1'on
divise ce plan en régions de facon qu’un point C pris dans ces régions
détermine avec les points 4 et B un triangle qui ait” un orthocentre soit
a distance finie, soit & 'infini, soit un orthocentre idéal.

Dans la figure 3 nous avons considére le modele Beltrami-Klein du
plan hyperbolique et avons tracé la cotrbe

’1-%2—62
Y55 &e T

oltp = » AB =c (cette courbe est le lieu géométrique des points

1!
Gt+4d
C qui possédent la propriété que le triangle ABC a 'orthocentre a lin-
fini).

)Nommons »l'extérieur” de la courbe 0,4B 6 la région du plan hyper-
bolique qui contient les points a I’infini 91’ » 0, et l'autre région ,,l'inté-
rieur’” de cette courbe. On définit de maniére analogue ,,'extérieur’” et
Sl'intérieur’” de la courbe 0 ABO". En utilisant cette terminologie, nous
avons le résultat suivant :

Si un point C est situé
1. exactement 4 lintérieur de I'une des courbes 0,AB6 et BIABe',
alors le triangle ABC a un orthocentre 3 une distance finie ;

2. a l'extérieur ou 4 'intérieur des courbes mentionnées, alors le triangle
ABC a un orthocentre idéal ;

3. sur 'une de ces courbes, alors le triangle ABC a 1’orthocentre &
I'infini.

Pour qu'un triangle ABC, qui a le c6té AR — ¢ donné et 1'angle
CAB = o douné, ait 'orthocentre a une distance finie, il faut que nous
ayons les inégalités :

cosTT(c). cos & — tg o V1 — cos? TI(c) cos? a < cos TT(AC) < cos TT (¢) cos «
+ tg e . Y1 — cos? T7(c) cos?a.




