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QUFELQUES REMARQUES SUR UNE EQUATION DIOPHANTIENNE

(Résumé)

On donne une démonstration simple du théoréme :
R e )
La fraction irréductible 3 peut étre décomposée en une somme de

d'eu'x fractwns_ avec le numérateur 1, si le dénominateur possede deux
diviseurs relativement premiers dont la somme est un multiple du nombre
a, et seulement dans ce cas.

On montre que ce théoréme contient les théorémes de N. Nakayama
et R. Obldth.

Comme application, on démontre la valabilité du théoréme Erdés-
Strauss pour 141 649 < b < 200 000.

TEORIA ANALITICA DE INTERPOLARE A MISCARII
MICII PLANETE (5) ASTRAEA
DE

ARPAD PAL

fn ultima vreme, la catedra de Mecanici cereascd gi gravimetrie a
Universitdtii de Stat ,Lomonosov‘‘ din Moscova au fost elaborate metode
noi pentru construirea orbitelor intermediare ale micilor corpuri ceresti,
bazate pe diferitele variante de mediere ale problemei restrinse a celor trei
corpuri. Printre aceste variante un rol deosebit il ocupd vatiantele de
mediere prin interpolare ale problemei restrinse circulare a celor trei corpuri,
a cdror idee aparfine lui N. D. Moiseev il

Ideile principale ale lui N. D. Moiseev constau in urmitoarele : se
considerd functia perturbatoare a problemei restrinse circulare a celor trei
corpuri, exprimatd prin elementele osculatoare kepleriene. Dupd cum se
stie, ea are in aceste elemente forma seriei lui Fourier

W, = Em Cs, 05 (@ D5 3) . COS (s:M + 5o 5_2, + s50),
1 7

§1=0 §=—00 sy==2

S, Sp, Sy fiind numere intregi si = & — M,, unde M si M, sint ano-
maliile medii ale corpului perturbat, respectiv perturbator, § longitudi-
nea nodului socotiti de la corpul central spre cel perturbator 1ar & distanta
unghiulari a periheliului socotitd de la nod.

Printre tofi termenii funcfiei perturbatoare, cei mai importanti sint
aceia care in perturbatiile elementelor kerleriene dau inegalitdti seculare
si mixte. Serararea acestor termeni ai dezvoltirii furctiei perturbatoare
in schemele clasice de mediere s-a efectuat pe cale de mediere simpld sau
dubld a acestei functii in raport cu elementele urghiulare pe care le con-
tine, pe segmentele corespunzdtoare perioadelor formale ale acestor ele-
mente. Comparind diferitele metode de mediete a funciei perturbatoare,
N. D. Moiseev ajunge la nofiunea medierii prin interpolare,care la fel este
axati, in primul 1ind, pe separarea celor mai importanti termeni ai functiei
periurbatoare.
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Aceastd idee a medierii prin interpolare constituie generalizarea pentru
cazul problemei generale si dezvoltarea mai departe a echemei cunoscute
a lui Hill-Delaunay[2],[3], construitd pentru cazul comensurabilitatii.

Prin aceasta, generalizarea se face pe doud directii principale. In pri-
mul rind medierea prin interpolare se efectueazd prin pédstrarea valorilor
constante ale tnor marimi numite de N. D. Moiseev anomalii sau cle-
mente de interpolare, care constituie combinatia lineard a elementelor
unghiulare ale funcfiei perturbatoare cu nigte coeficienfi constanti

U + T+ o= |
SOM+ R+ P o=p,
OU+PT+ Po—p, |

(numirul si specificarea anomaliilor de utilizat dintre aceste trei anomalii
de interpolare, depinde de tipul schemei).

Acesti coeficienfi se determind din ansamblul valorilor osculatoare
pe care le iau aceste elemente intr-un interval de timp dat, prin condifia
celor mai mici variafii cu timpul ale anomaliilor de interpolare. Coefici-
entii astfel gisiti vor fi, in general, incomensutabili intre ei. In aceasta
consti deosebirea radicald a schemelor de mediere prin interpolare, de
schema lui Hill-Delaunay.

In al doilea rind, medierea prin interpolare se face nu pe segmente
corespunzitoare perioadelor formale ale argumentelor, cum s-a ficut in
schemele clasice, ci pe acele segmente ale valorilor acestor argumente,
pe care le iau aceste elemente in intervalul de timp dat.

Nu-i greu de vizut cd generalizirile efectuate de N. D. Moiseev si
introducerea schemelor de mediere prin interpolare urméresc unul si ace-
lagi scop: o mai strinsd legdturd, decit in schemele de mediere clasice, a teo-
riei cu observatiile, cu ,,cerul‘.

In lucridrile urmitoare ale lui N. D. Moiseev [4], [5], [6], teoria
variantelor de mediere prin interpolare ale problemei restrinse circulare
a celor trei corpuri a cdpitat o dezvoltare mai departe. A fost introdusi
notiunea medierii prin interpolare nu numai in raport cu elementele unghiu-
lare ci si in raport cu cele liniate. S-a introdus de asemenea si nofiunea
medierii prin interpolare combinatd, cind medierea se face atit in raport
cu elementele unghiulare cit si cu cele liniare. Medierea in acest caz se
efectueazi de asemenea la segmentele acelor valori pe care le iau acestea
in intervalul de timp dat. Deosebit de eficace s-a aritat o astfel de mediere
in problema canonicd a Mecanicii ceregti, unde se mediazd functia carac-
teristici a problemei.

N. D. Moiseev a considerat citeva tipuri de medieri prin interpolare
a problemei canonice a Mecanicii ceregti. Printre acestea, un loc deosebit
il ocupd aga-zisele variante de mediere prin ortointerpolare ale problemei
restrinse circulare a celor trei corpuri. Acestea se caracterizeazd prin fap-
tul ci elementele de interpolare, puse la baza medierii de interpolare a
functiei caracteristice a problemei, constituie — date fiind ecuatiile dife-
rentiale cu funcfia caracteristici mediatd — valori constante, iar combina-
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tle liniare irtre elemer te cu care ¢1; t egale acerte aromali de ii tery olare,
¢fit, 7ertru acerte ccuzti, i1tcgrale (nme. Pertru acea:ta, 1 tre cocf ci-
e1 fii elemei telor caro1ice in a1 cn aliile de i1 ter] olare trebule sd f.e satis-
ficute urele relatii rumite coird $ii de ortoir tery olare.

Varianta de ortointeryolare maisus amint'td a problemei restrinse c'rcus
lare a celor trei corpuri, a fost extinsd la problema restrinsd elij ticd a trel
corj uri si ajlcatd la constru'rea teoriei anal't'ce de interyolare a migcdrii
micii 7lanete (1) Ceres, de citre elevul lui N. D. Moiseev, M. 5. Iarov-
Iarovoi [T].

Cu toate acestea, au mai rimas multe po:ibl'td4i rentru imburi-
tif'rea metodei de constru're a teorilor de medere j1in i terpolare atit
dn puw ct de vedere teorete, cit si din jui ct de vedere yractc. 1. afari
de acea ta, in vederea limuririi imyortai fei pract'ce a teoriei generale
a lui N. D. Moiseev este necesar i se ajlce aceastd teorie si la acele rla-
nete muci care nu dispun de teorii de migcare.

Aceite probleme formeazi preocurarea prezertei lucriri, care consti-
tuie continuarea lucrdrilor amintite ale lui N. D. Moiseev i M. S. Iarov-
Tarovoi.

Am ales mica planeti Astraca (asterodul nr. 5) din doud motive :

— in primul rind, prin calcule preliminare, bazate pe sistemele de
elemente osculatoare existente rind acum, s-a constatat cd pentru Astraea
cordtiile de ortointerpolare sint mai bine satisficute decit pentru cele-
lalte prime zece planete mici;

— in al doilea rind, in literaturi lipseste teoria analiticd a migcirii
perturbate a acestei planete mici, care ar putea sa satisfacd nevoile prac-
ticii. Numai teoria lui Brerdel rertru calcularea perturbatiilor de grura
ale micilor planete din familia Hestia, gi-a gisit aplicafie in lucrdrile lui
Labitzke [8] si Boda [9].

Lucrarea noastri cupricde patru capitole.

In primul capitol se di exyunerea teoriei variantei de med’ere prin
ortoirterpolare a problemei reitrinse eliftice a celor trei corjuri. Spre
dcosebire de metoda lui M. S. Iarov-Iarovoi, in ace:t capitol cint scrise
ecuatiile d ferentiale si integralele lor prime, pentru cazul cind a treia coo do-
nati generalizatd este exprimatd prin prima si a doua coordonati gererali-
zatd, iar al doilea si al treilea imyuls generalizat <irt exprimate rtin primul
impuls generalizat, toate depirzird si de anomaliile de interpolare. Se va
arita ci acest caz duce la rezultate mai s ple decit metoda arlicatd de
M. S. Iarov-Iarovoi. Dupid medierea tripld a funciiei caracteristice, soluiile
ecuatiilor d ferertiale cu funcfia caracteristicd mediatd se gdsesc prin cuadra-
turi. Tot in acest capitol este propusd o metodd noud pentru construirea
orbitei intermediare ir aceactd variarta.

In capitolul al doilea se di prelucrarea statisticd a materialului de
observafii (rezultatele calculelor) pertru otfinerea elementelor de inter-
polare. Cordigiile de ortointerpolare sint bine satisfdcute.

In capitolul al treilea se di construirea cifricd corcretd a teoriei de per-
turbat'e a migcérii micii planete Astraea, care reprezinta orbita intermedi-

ard a acestei planete mici in intervalul de timp 1846 —1940.

5 = Studii si cerceiiirl de matematicd
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Avind in vedere construirea numai a teoriei analitice aproximative
a migcdrii perturbate pentru Astraea, pe baza variantei sus amintite, s-au
fdcut urmitoarele simplificiri :

a) s-a utilizat dezvoltarea functiei perturbatoare exprimati prin
elementele canonice considerate, in care sint luati in considerare termenii
de ordinul al doilea inclusiv in raport cu excentricitafile lui Jupiter si
Astraea si inclinarea orbitei micii planete Astraea pe orbita lui Jupiter ;

b) prin determinarea elementelor preliminare (elemente osculatoare
aproximative) ale orbitei micii planete Astraea a fost posibild linearizarea
ecuatiilor respective in raport cu corectiile ciutate ale elementelor ;

¢) prin obtinerea elementelor de interpolare s-au folosit 28 de sis-
teme de elemente canonice, care cuprind un interval de timp de aproxi-
mativ 100 ani;

d) relafiile empirice intre elementele canonice s-au socotit liniare.

In capitolul al patrulea se compard teoria construiti cu observatiile
§i se corecteazd valorile initiale ale elementelor canonice, dupid care din
nou se compard teoria cu observatiile,

Rezultatele sumare ale acestei lucrdri au fost comunicate in [10].

Capitolul I

VARTANTA DE MEDIERE TRIPLA PRIN ORTOINTERPOLARE A PROBLEMEI
RESTRINSE ELIPTICE A CELOR TREI CORPURI

§ 1. Ecuatiile diferentiale ale miscdrii perturbate a micis planete Astraea
st wntegralele loy prime in varianta de medieve tripld prin ortointerpolare a
problemer eliptice restrinse a celor trei corpuri. Condifiile de ortointerpolare

Considerdm problema miscirii perturbate a micii planete Astraea
ca o problemd newtoniand restrinsd eliptici a celor trei corpuri : Soare
— Jupiter — Asteroid (Astraea).

Pozitia planetei mici in fiecare moment este determinati prin gase
elemente canonice

X1s Xy X35 V1, Vo, Vs (L.1)
In loc de cele sase elemente osculatoare ale orbitei sau de coordonatele
dreptunghiulare (relatiile dintre elementele canonice considerate si cele
osculatoare vor fi date in paragraful urmator)

Dacd se inseamni cu

Q= Q(t; %, %5, %3 9, Y2, Va) (1.2)

functia caracteristicd a problemei, atunci ecuatiile diferentiale canonice
pentru migcarea perturbatd a micii planete sint de forma :

d%s 2 é,g )

dt gys 4 [

ays e @ (s =1,2,3) (1.3)
dt | 8%
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Problema de fatd fiind o p‘roblemﬁv res_trizls:“i_ eli_pticé, aceste eiuapi
diferenfiale nu dispun de nici o 111tegra1a primd si prin urmare ac’?‘s sis-
tem de ordinul al saselea in mod riguros, nu se poate rezoluva. _ocn}fl
aceastd dificultate a impus Mecanicii ceresti sarcina de a cau‘éa d;feri e
cdi pentru rezolvarea aproximativd a'problemel. Astfel_ delmeto e apr?ﬁli-
mative sint §i acele variante de mediere ale problemei celor trei corpurti,
despre care am amintit in introducere. : ‘ ;

Varianta de mediere tripld prin ortointerpolare a problemei consi-
derate se prezintd astfel : i1 :

Fie coordonatele generalizate x;, %, % glwn_npglsunle V1, Va, yat(e}e-
mente canonice) alese in aga fel, incit sd putem gési prin Prelllcrgzrea me; ?n(;l-
lului de observatii valorile discrete ale acestor variabile in intervalul de

timp (¢, ). S4 presupunem ci am gisit cele mai probabile valori constante

ale marimilor

L, by, 1y ; D, mD, m, mP ; X, b, (1.4)
in relatiile
Lizy + lo%s + g%y = A
1 e T fa i i
My Yy y%z) 501 .
mg2) v1 + M3" Y3 = P

Socotind dupi aceasta cd in relatiile (1.5) "mﬁruml.e {!1, Loy s
m(f), mf-;l), m(lg), fm(32) sint constante, iar A Py e funq_:n due yar;ablle_le (i%g,
putem exprima unele dintre aceste Var‘1ab11e, care intrd in functia (1.2);
prin A, w;, @ si restul variabilelor prin relatiile

Lixy + L%y + g = A
m) gy - m Yy = (1.6)

mfZ) Y1 + mg‘?) Y3 = W2

Mirimile A, p,, W@, se numesc elemente sau :111r,-111£}1ii c:le mterpola.re:
iar A, @y, W, sint valorile lor constante cele mai probabile i se determina
din (1.5). Relatiile (1.6) poartd numele de integrale empitice. .

Sd excludem din funcfia caracteristicd (1.2) mérimile %, ¥, Y3 In
general, excluderea unor anumite variabile depinde de_struictura _func‘,cgei
caracteristice si de corelatia dintre_ele_melultele canonice. In paragraiu
urmitor si in capitolul urmitor se justificd alegerea noastrd.

fn urma efectudrii excluderii, noua functie caracteristicd este de forma

Q = Q*(t; %, % A} Yoo U Ua)- (1.7)

Notim in intervalul de timp (¢ #) limitele inferioare si superioare ale

. - AR | T S . pos - 1a
mirimilor %y, %, ¥ Drin %, %, ¥, respectiv %, &, y; i s4 mediem funcfi

(1.7) in raport cu x;, %, y;. Funcfia triplu mediatd o notdm cu £, adica
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l
"
=1
fos

1 i; il 2l

tell]|

¥ — H1 Hg — Hgdh — ¥

Q*dx, dx, dy,. (1.8)

[ |
S
= e—

vin procesul intcgrdrii socotim cd A, ,, p, nu depind de %1, %g, Yy, iar
du'jél med ere considerdm ci ele depind de (1.1) prin relatia (1.6). Avem
asadar

i

Q=02 (%1, %o, %5) 5 1y (yy, Ya) by (Y1, ¥2) 1. (1.9)

Daca_fp' cf'a caracteri: t'ed trirlu mediatd e te gisits pe baza integra-

lelor emririce (1.6), care ‘i t strins legate de observatii, ecte usor sd i1 tce-

mim 1oile ecua}’i d ferenfiale ale miscdrii rerturbate pertru A traea pu-
. L s

uird in loc de (1.2) valoarea ei tripld mediati (1.9). Ele cint

dx 5 SE Q
_dl = .8__, . 1;2’:([1) + .8_2_ - miz) ¢ Eill. —_— @ L ll

i 0 b O, dat aA
ax, @ Q ) avy 0 5
—_— . 11/”2 ; _'.E = ——, l 1_
A dt an el
%=@-m§2) %=—@.l
dt Oy dt aA .

(B (@) (1) (2

urde coeficiertii my"”’, mi”, my’, m 5 by, Iy, 1y sirt considerati ca si cons-
tarte cunoscute care vor fi determirate in cap. II.

Acesﬁte ¢i1 t ecuatlile d ferer {'ale ale migcérii perturbate a micii planete
As traea in variarta de mediere trirld rrin interpolare a problemei rest:ince
el'rt'ce a celor trei corfuri. Sictemul (1.10) are trei integrale prime, care
se rot deduce ugor §i au expresiile :

Xy My Xy
m"mi 0 | = (5, l
m® 0 m§ (1.11)
lsys — lyys = Gy ]
l3ys — Lyyy = Cy
Integralele gidsite sint rezultatul faptului ci noi am finlocuit functia

[l

Q cu funcfla Q, gisitd pe baza integralelor emprice (1.6). Aceste trei
integrale dau rosibilitate si efectuim integrarea sistemului (1.10) prin
cuadraturi. Solutiile sistemului (1.10) constituie solufii aproximative ale
sistemului (1.3).

~ Durd cum a ardtat N. D. Moiceév, un interes mare prezinti cazul
cind se satisfac condifiile

Lmf® + 1,m? = 0 }

L + lamd = 0 (1.12)
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Aceste cond’tii se numese cond'tii de ortointerpolare, iar varianta de
mediere prin interpolare, in cazul saticfacerii acestor cond-tii, se numegte

varianta de mediere prin ortointerpolare. ', i '
fn acest caz, pe baza (1.6) gdsim cd sistemul de ecuatii diferentiale

(1.10) are integralele
(1.13)

Ne=05, =0y W= Fy
adicid chiar integralele empirice. Deci, pe de o parte, sistemul (1.10) are
ca integrale (1.11), iar pe de alti parte in cazul (1.12) are ca integrale
(1.13). Se poate demonstra teorema cid in cazul (1.12) integralele (1.10)
si (1.13) coincid. " =

Pe baza acestei teoreme — conform (1.12) — relatiile empirice (1.6)
sint nu numai i1 tegrale empirice, ci integrale exacte ale sistemului de ecuatii
d_fererntiale (1.10), si invers. Sistemul (1.10) se rezolvd astfel prin cuadra-

turi.
Solufia se prezintd in urmitoarea formd generald :

' 00 t 90 t 90

R o Lo ,(Z)S Oty G0 ] S 2250
" Ve o S:.aul sl el bt Sy o2
t 3Q t 90

— 40 m\ L22g : Y () S Ol 1 (1o

X X3’ + My Sr, 65"1 sy Y Y2 2 i ai
o0 t 5Q

— O 4 dt O] S 92 4
Xy = X3 ' -+ W3 Sfu oM Y3 =33 3 0 O

unde x.(so), yé“’ (s =1, 2 3) sint valorile inifiale ale lui %, ¥s pentru ¢ =i,
si A, py, pp nu depind de &

§ 2 Rilatiile in're elemaniele canomice folosite si elementele
kxpleriene osculatoare. Expresia exp'icild a functiei pivlurbaloare
de elemente canonice

Sistemul d= elemente canonice (1.1), utlizate i1 prezenta lucrare,
introduse de M. 8. TarovIarovoi [7]. diferd d: primul sistem al
lui Poircaré (P;) (vezi [11]) numai prin intrcducerea marimii /. Cu

irtrcducerca mirimii /; sistemul nostru, rotat cu (P;), devine un sictem

mobil da coordonate, /; fiind o funcfie explic'td de timp. Sistemul (P,) este :
%= k\a p=M4+o+Q—1
% = k(Va—Vp) S =g —e—R

%y =k [\/E _'\/?_5(:05@.] Ya=1U — &

urde M =My +n(t —t); M,=M, +n(t—1) i}, =M+ o, My
carea lui Jupiter se considerd neperturbatd gi elementele 7, §), ® raportate
la planul lui Jupiter.

2.1)
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A S1sten:1_u1n (P:l) este utilizabil numai pentru problema restrinsd a celor
rel corpuri, insa aici are un avantaj fata e i ine
i e e ntaj fatd de (Py), care intervine in dezvol-
uncfiel perturbatoare. Dacd gisim relatia explicitd in raport cu tim-

pul pentru elementelle canonice %, ys(s =1, 2, 3), atunci putem obtine
explicit in raport cu timpul si relatia coordonatelor heliocentrice si a compo-
nentelor vitezelor prin intermediul elementelor osculatoare.

In sistemul (P,) funcfia caracteristici, consideratd in paragraful
precedent, are expresia

Q= 2_9? + 1y (% — % — %) + k2m; W (2.2)
: 1
51
L 7icos g (2.3)

IS T
A7
unde : A — distanfa dintre Astraea si Jupiter, » — distanta heliocentrici
a micii .planett‘e As‘g‘aea, 7, — distanta heliocentric a lui Jupiter, § — un-
ghiul dintre directiile de la Soare la Jupiter si la Astraea, k — constanta
Imu .Ga.uss, m, — masa lui Jupiter, exprimatd in unitdfi de masi solari.
M&I:l]ll_lle Afw, 7, 6 trebuie exprimate prin (P,), parametrii constanti ai
3}1}11:61 lui Jupiter, si £. Al doilea termen in (2.2) provine din faptul ci
=% = m, = constant.

dt
Le Verrier [12] a giisit urmitoarea expresie pentru funcfia per-
turbatoare W, prin elemente kepleriene osculatoare :
Pentru partea principald :

o

1 1,9, &+e? 2 (0 1 o4l Al oL
E:z [15 SR 3 4 (—4?,2A£)+ 2A§’—|— 21‘1?})—5

ccost (I'— ') +
(Lz‘2+2g:)A(ﬂ__gA(szAwl . T ATk e
§ ‘ 2| -cos[(EH1' —(+ 1)) —o'+ o]+

3 Bg«'—l] /
HEee S

= —%

&

+ o+

— 2540 A{‘)} Jgos T L = ) e e

_|_
8 ®u 0 we &[]

(2 + 1) AV 4+ Awl Jeeg il LT —i
U I i v o] + @2.4)

+ 4

00|y = |

l

|

{(41:2 — 51} A+ (4i—2) 4P+ 2A§‘>}.eos [ —(i—2) N —2w ]+

{(—43'2—-2z')Af,"}+(%4iv-2)A¥)—2A§f)}.cos[(i—l—l)i’g(i—l)l'—
—o'—0]+

{(4-.;:?+9¢+4)A5”+(45+6)A¥’+gAg"’}.cos[(‘¢+2)z'47\'—25']+

2

=

|

+ o+

S BT com [l — (4 — 2 A =B ]

2|
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Aici AP = A5, A= A", AP= 45", BY= B depind de cocfi-
cientii Iui Laplace. Relatiile intre acesti coeficienti depind numai de « si
sint date in cap. IIL.

Pentru parica complemeniard :

_ rcos@ [{_E+ .l_k(eﬂ+c§)+i "fJ?]“ cos (/=W

o
a, 2a a, J

_ % eejcos(20 —2N — o' +o) +§i ecos (I' — o) +

a, 2 a
_l,ig . cos (' — 2\ + w) -235,(:05 @2 — N —o) +
2 a a
1 oL ' ’ =g 3 o o 7 ' s
_ =% 2cos (I' + N —2a") —=— e cos (I' — 3N +2w) + (2.5)
8 a, 3 a,
o / =) = 1 o 7 y oy
+3=ee cos (21— o' —w)———e¢fcos (' + 2" —20') +
a, a,
widle e? cos (31" — N — 20') +
8 a,
o ! ' ! ]
==g® cosll -+ W —2a0)F 5o
a

)
Notatiile sint : ¢ — excentricitatea orbitei micii planete; ¢, — excentri-

citatea orbitei lui Jupiter; 7 = sin E unde 7 este inclinarea orbitei micii

planete pe orbita lui Jupiter; a = — este raportul semiaxelor mari ale
a

orbitelor osculatoare ale micii planeée si Jupiter; =M+ o+ Qe
longitudinea medie a micii planete socotitd intfiin planul orbitei lui Jupiter,
apoi in planul orbitei micii planete; ' =M, + m — longitudinea medie
a lui Jupiter in orbiti;  =w + @ — longitudinea periheliului micii
planete, socotitd ca N'; o' ==, — longitndinea periheliului lui Jupiter ;
o' = Q — longitudinea nodului micii
planete, socotitd in planul orbitei
lui Jupiter.

Sensul geometric al acestor méa-
rimi se vede in fig. 1. Notatiile pe
figurd sint :

JJ' — planul orbitei lui Jupiter,

AA'— planul osculator al orbitei
micii planete Astraea,

E — ecliptica,

[A] — pozitia medie a micii pla-
nete Astraea, ' ;

[J] — pozifia medie a lui Jupiter,
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si M =EQ4Q[4], ¥ = E[J], = EQ + GII, w' = EIl,, v = EQ.
Dezvoltdrile (2.4) si (2.5) sint convergente pentru valorile «, ¢, ¢, si
n?, dacd satisfac corditiile

a< 1, (2.6)
F(”—’, e) = ac{l—!—2e+2.ej—[—e2 +doe 32 4 .. .}—1< 0]
n
$i cord:tia
4" aa, sin L, sin L | 49’aq, @)
@ + a/ — 2aa, cos (L, — L)l (@ — a,)? :

urde L, =10' —Q, L=) —Q (despre aceste cord'tii vezi [13] pag.
184, si [11] rag. 234). Per.tru A:traea, aceste cord tii «irt bine satisficute.
Luind valorile medii ale mirimilor care figureaza in (2.6) si (2.7) (v. cap.

I1I), gdsim pentru condifia (2.6): F (ﬂ—’, e) = —0,229401 si pentru con-
7

ditia (2.7) : 0,00111 < 0,0100.

1 ceea ce priveste restul variabilelor in dezvoltarea W,, ele pot lua
orice valoare reali. Dezvoltarea W, am scris-o numai pind la termenii de
ordinul al doilea inclusiv in raport cu e, e 5l 9. L4

Dezvoltarea funcfiei perturbatoare W, in sistemul (P,) dupi transfor-
maérile

2 3
d = % )\,, = yl + l’
= /2% |/, __= V=pr= 2.8
¢ /? /lhﬁ @ 3’2 ( £ )
MEAE 5 St B
T — Faide ol
este :
1 o0
=D | mre+re+r0ro+o+m+ ®| 2.9
urde =%
il A2, %
(i {— AD + g(__ <4 ef)(——@-Ag) + 240 + 2,450)_
2 8\ x
1 Xg / :
S SR, SRR ;
) }C"S £
o :
(2) = {Z e, ]/_3 .[(4%2 + 20) AP— 240 — 2 Ag)]} . (2.10)
. cos [(4 4 1)yy + v, — M,];
@ ={5) %2 (—2iap — 4y )} cos 16— )5, + 51
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1
: ]
) — {l :, [(21‘ + )40 + Ag‘)]} . cou [ihy = M
2
(5) = {%% [(442 — Bi) AP + (45 — 2)AP + 2Ag‘)” .
"7 cos [(i—2)y1—2ys] I
(2.10)

I

(6) {% . l/:”@ . ——43’2—-2£}Ag)—|—(—4;’—-2)Agf)—2A'2f):|} .

%1

.cos[(i—1)y;—y,—M,]:
(7) = {l & [(4£2+9fj—|—4)Ag’+(4'.5—!—6):‘1(1“-1- 24 2’]}-cos [iy,—2M,] ;
8

s Bi)-cos [—2) 31—24]

2 2% — %)
si
1 [(9) +(10) + (11) + (12) + (13) + (14) + (15) + (16) +
%5
+(17) + (18) + (19)], 2.11)
unde -
o 1 « % 2] Ry 3 ] oS ¥y}
il e iR e
(10) = |— & e [2%|  cos 2y, +v,— M) ;
@, %
3 o 1/9%,
(11) = —+—~l ] CoS Yy ;
2a,f %
iy flae 1) ’I2_x-°-]. cos (2y; + ¥a) ;
(12) = 5 s 1 2
. 2.12)
(13) = —-253,] .cos (y;— M)); (
¢

j%_z] . cos (y1+2y,) ;
a

=
(15) = [, gi%] . cos (391 - 2y) ;
|

(16) = [3Z ¢, V%] cos (yy =+ Mi) ;
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(18) = [ﬁ_a‘?f]‘ cos (v, —2M,); |
3 czj {
‘ (2.12)
(19):[_2_”3_] e 295) |
a; (22— %) e J
2
fiind o« = 2L.
ﬂjk"

Aceastd dezvoltare, la fel ca (2.4) si (2.5)

' ast are, A) s .b), este convergenti daci
sint satisficute conditiile analoage conditiilor (2.6) si (2.7) (efe%tuh?d ix?lii
cuirile ca ajutorul (2.8)), transformdrile (2.8) neavind vreo proprietate
analiticd in domeniul (2.6) si (2.7). In aceasti dezvoltare ne-am mdirginit

la termenii de grad i il A
ul al doilea ai 1ui |/ =2 rmenii intii
% si la termenii de gradul intii
%3
Xy — %y
i)eévoléclafea ”fuuc(‘ic;el J;V " (2(;)9 7{)2.12) are urméitoarele proprietiti:
) Coeficientii A4y’, Ay’, 43°, By’ depind numai de %, ;
2) Coeficientii cosinusil i i ‘
or depind num : i
cosinusilor numag de y ? : li‘i S oomceeRnn
¢ i 1 Vo, ¥g; Prin aceasta M, intrd numai cu coeficienti
intregi ;
3) Termenii care contin 1 ficientii inusi i
c()siuu)qilor e onfin in cocficientii cosinusilor x,, in argumentele
£ silo 0111:11.1 numai pe ¥y $i ¥y ; prin aceasta 4, intrd numai In acei
ermeni in care intrd §i x;. Acegti termeni sint: (1), (8), (9) si (19);
. . . 2 ¢
4(-1) Argluglentele cosinugilor termenilor care nu depind de x, si x, si
care depind de ¢, depind numai d i i i L
5 ey, si M,. Acesti termeni sint: (4
(13), (17), (18); ; dtt
b) W, depinde de ti i prin i i
4 imp numai prin intermediul M, ; in plus ii
' - us termen
care depind de ¢, contin ¢, ca factor. 308 >
Pe baza acestor proprietdfi am ales, cum s-a amintit, acele variabile
pe care le-am eliminat din functia caracteristicd in scopul construirii func-

ai lui

tiei Q, adicd pe %, V,, V3.

§ 3. Medierea el yistice 1 )
§ funclier caracleristice in vaport cu %, %, $T Y,

In acest paragraf vom da numai expresiile generale ale functiei o)
formulele concrete de lucru fiind date in capitolul III.

In paragraful precedent am vizut ci functia caracteristicd a problemei
noastre este de forma

k4

24

Q= + 1 (% — %y — %) + Bmy wy, (3.1)

7b
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unde functia perturbatoare W; in sistemul (P,) are dezvoltarea (2.9 —2.12).
Dacs introducem expresiile

Xg =X — 11 % — Iy % 2

1 \

Ya =t — i 9 J (3:2)

Ys =12 — M Y1 '
(in ipoteza cd Iy = m) = m§ =1) in funcfia caracteristicd (3.1), gisim
pe Q*, care depinde numai de %, %y, ¥1; A 1, Bp §i £. Dupd aceasta mediem
pe Q* in raport cu %, %, si 9;, socotind in timpul medierii marimile A, py
si pg constante. Gésim

X3 Xa Y1

ﬁ:r-l——-—-i——-—l——sggﬂ*dxldxzdyl (3.3)

Fy—F o By Hy VT )i
= = = x o

ande limitele de integrare vor fi determinate in cap. III. Dupd integrare
méirimile A, Wy, @y vor fi considerate jardsi ca functii de %;, ¥s (=1, 223)s

insd numai prin intermediul (3.2).
Tntegrarea funcfiei Q* o vom face termen cu termen. Integrarea piti-
milor doi termeni nu prezintd nici o dificultate, dar aceea a functiei pertur-

batoare W} este mai complicatd.
Termenul general al dezvoltdrii convergente W} (semnul * inseamnd

ci in dezvoltirile (2.9 — 2.12) mirimile %5, Y2 ¥y sint inlocuite prin (3.2))
se poate scrie astfel:
()@= CW. cos (Dn + %5"¥1), (3.4)
unde
Dn = dml-'-l S dgn}lz 4 danM;.
% — factorul lui y,,
dyn, dan, dgn — coeficientii mirimilor w,, pa M, §i depind nimai
de indicele #; n=1,2,...,19; — =1 = }oo sl

Ccl = CH0, %, %)

Valoarea mediati a termenului general (n)m se poate scrie-sub forma :

= 1 (E(S ., 1 i
(g IR ‘E'Lx gk il 5 (3.5)
SEiaT xyy) dyy=C . cos (Dp+ #5’y1),
unae
pow b s b WS (Reig g (3.6)
X— % Ky — s )

X X
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si

7 1 1
il S €0 (D +%yy) dy,. (3.7)

Yim Y

iy

A .
]. ( _g o a 11.11 Cﬂ 11 ra OI‘t cu x \51 x2 este fO(L te
:OIH] 1catd sau Iml 0s1Db1 a)) Rceasta fulrct_e E_‘Ste necesar sa fie dEZUO]-

tatd in serii §i apoi si med.em. Atunci forma ei generald este :

Al (i) (i)
T — ¢y (BC,: ) o (aCn )
i e 3 1 X3=X10 1+ ze x‘lzsx’:.z +
X3=Xg) Xo=Xn3
1[5 (D) (f 8
+E[(_8 C;’ ] . 3% 4 2 (66" )J ; —ﬁac'r’u) 8%,8 o°Ct” g i
6xl A= X0 65\71 X1=X g axZ 9(:12 ul x2+ £ axz +
Ag=N\g, Xz=Xgo Is’—X;a axz ;:223
unde
1 1 X1 ("%
Sx == e "\ A =7z
% T xQS S %14 %,8%, _é[(xl"_xlo)"_ (xlo—’fﬂ]: (3,9)
—Xi Xy
1 1 (5%
sx?:._ (4 ST 2 2 1 —_ —_
25 5 (3.10)
- (%1— x) + (%1 — 2,)2]
§i in mod analog pentru Sx, si 8x3. In aceste formule Ax; = », — %10

Azy = 1, — ; i 1 i
2 = X3 — %y, %9 $1 %y fiind valorile medii ale luj % si %
— 2‘

Dupid adunarea termenilor (1) odsi i
T Tl s (»)(1) gidsim valoarea mediati a functiei

Wi= 2 0= ST cos Dol .11

i, syl

ceste OI er I S1t [? S1 e ! 1 (I(:a u vt pp = e e 1 |E[ &1 ]l
C' Zen a p S 11le

(2.9 — 212) cste analitics £ : T
in sensul %ui Bohl}_a icd in domeniul (2.6, 2.7) si este aproape periodici

Dacid dupi aceasta mai gdsim wvalorile 20 = % i?—l = @ 1 00
g OB1 oWy Ok A o
atunci dupi formulele (1.14) obfinem solutia problemei noastre restrinse

¢liptice a celor trei corpuri ii ici
; puri. Expresiile explicit i
o Yo(s =1, 2, 3) de timp sint date in {:ag. ;I;?e SR

3

14
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§ 4. Rcducerea gradului ecuatiilor diferentiale ale miscdrii per-
turbate a micii planele Asiraca pind la gradul lrei, cu ajutorul
inlegralelor empirice

Tn acest paragraf se va ariita o altd cale rosibild pentru rezolvarea
problemei, netr tilnitd 1ird acum in lucrarile ar terioare, referitoare la va-
riartele de med ere. Aceastd metcdd o vom sch'ta, urmii d ca sd fie expusd
numai durd ce s-a ficut compararea teoriei conttruite pe baza acestei

metode, cu obrervaf’ le,
Ecuatile difeienjiale ale m’scirii perturbate a micii rlanete Actraea

se ccrinn in sictemul ales de cooidorate catomnice sub forma

. 1
%:k‘_mj% Eﬁ:%——ﬂ’—kf?ﬂ,a_m
at ¥y dt X1 a%
a5 =k m, oW, : @ = n, — km, oW, (4.1)
di 0 Vs dt 9%y
L B m, ik Gs n, — k'm, oW,
at 0Ys at | CE

urde furcfia W, are dezvoltarea (2.9 — 2.12).

Iutegralele empirice, ca si inaiite, se dau cu formulele :
llxl —|_ l2x2 + %3 7
my 4 9, =i (4.2)

(2)
miy,+ Vs = tha
in iroteza cd [y = mé” = mgz) =1,

Pentru reducerea gradului ecuatiilor d'fererfiale (4.1), exrrimdm din
(4.2) %, TTIn %, %, §i A, iar 9, iy, prin y; §i gy, @y, $i iutroducem aceste
exyresii in membrul intii si al doilea al ecuafiilor difererfiale. Avantajul
acestei exyrimiri s-a ardtat in paragraful 1.

Cot form teoriei lui N. D. Moiseev, mirimile A, py, p, ¢irt ,arroape
constarte, valorile lor constarte cele mai rrobabile fiind deja calculate
in cap. II pe baza materialului de observatii.

Sint rosibile doud cazuri:

Primul caz: A, @, pp — constante.

fn acest caz, dupi substitufia aritatd obfinem trei ecuatii diferentiale
analoage cu (4.1) pentru x;, %, ¥, ecuafiile d.ferertiale rertru %, ¥, ¥,
servitd numai pentru controlul deducerii ecuatiilor anterioare. Aceste
trei ecuatii difererfiale au furcfia caracteristici W,, termenii céreia d ferd
de termenii W, numai prin factori constar}i. Excej {ie face ecuafia d.feren-

1 -TA7 e
tiald éyf: k——nj——krmj Wy in care W,= W, Aceasta se explicd

3 ’

X1 0%
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prin faptul cd in argiimentul cosinusilor termenilor W, mirimea #, nu
intrd, iar y, nu figureazi in coeficientii cosinusilor. :
~ Pentru ca si efectuiim integrarea acestor trei ecuafii diferentiale de
primul ordin fiecare, ne lipseste fnci o integrald primi. Integrarea, evi-
dent, trebuie efectuatid san prin metoda aproximatiei succesive sau prin
folosirea medierii simple. ; -
Cazul al doilea: N, u;, w, — variabile.
in acest caz, pe lingd ecuatiile diferentiale pentru %1, %, ¥, objinem
incd trei ecuatii diferentiale pentru determinarea luj A, (g SI gy Acest
caz evident, este mult mai greu. i
Construirea orbitei intermediare pentru o micd planetd, cu aceasti
metodd, dupi parerea noastri prezinti interes si trebuie si dea rezultate
$i mai bune decit varianta de mediere tripld prin interpolare. Aceasta
din cauza ci excludem medierea tripld fie in intregime, fie partial, in urma
cireia au fost eliminate toate coordonatele %5, Ys(s =1, 2, 3) din functia
perturbatoare.
. Construirea acestei teorii se usureazi prin faptul cd noi am prelucrat
deja materialul de observatii si sint calculati coeficientii lui Laplace si
Le Verrier,

Capitolul 11

PRELUCRAREA MATERIALULUI DE OBSERVATII ASUPRA MICIT
PLANETE ASTRAEA PENTRU OBTINEREA ELEMENTELOR DE
INTERPOLARE. REZULTATELE CALCULELOR

Construirea teoriei analitice de interpolare a migcdrii micii planete
Astraea, in practici inseamnd urmitoarele :

1) a determina, pe baza materialului empiric asupra planetei mici
considerate, elementele de interpolare 2, p,, s

2) a verifica satisfacerea conditiilor de ortointerpolare ;

3) a comstrui teoria prin mediere ;

4) a compara teoria cu observatiile si

5) a corecta valorile inifiale ale elementelor canonice.

In acest capitol ne vom ocupa de primele doud dintre aceste probleme
urmitoarele fiind rezolvate in capitolele III si IV, ,

Pentru ca si obfinem variabilele intermediare 2, 1, e ca functii de
elemente canonice x;, y; (1 =1, 2, 3) din relatiile

bty o+ lo%y +laxg =2
mgl)yl -- mg)ya =1

m@ y, + 1;2-52}3;3: (he

unde coeficientii lui x;, y; sint constanfi, intii trebuie si determinim —

din prelucrarea statistici a materialului de observatii — cele mai proba-
. . S . (BY = =it ..

bile valori constante ale coeficientilor Ly ooy mPsi 2, L1, Wy in ecuatiile
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analoage ale regresiei. Dupi aceasta se pot verifica conditiile de ortointer-
polare.

Pentru rezolvarea acestor probleme trebuie insd si dispunem de ele-
mente osculatoare ale orbitei micii planete considerate, pe o serie de epoci
(in intervalul de timp acoperit de observafii), elemente care sint legate
de elementele canonice x;, y; (# =1, 2, 3) prin formulele (2.1) din cap. I.
Deoarece materialul de bazd din observatii este dat in forma observa-
tiilor individuale «g, 8¢ (£ = 1, 2..., m), sau a locurilor normale, din aceste
observatii trebuie si obtinem in prealabil elemente osculatoare pentru
Astraea. In aceasta consti dificultatea principald a determinirii elemente-
lor de interpolare.

Este stiut ci aceastd problemd se poate rezolva pe calea integririi
numerice a ecuatiilor diferenfiale ale migcérii perturbate pentru Astraea,
dacd sint date valorile initiale ale elementelor osculatoare. Gasind cu
ajutorul metodei numerice efemerida pentru o serie de epoci, trebuie cal-
culate elementele osculatoare si apoi imbunitifite prin compararea lor
cu observatiile. Flementele imbunitafite pentru fiecare din aceste epoci
trebuie puse la baza integririi numerice urmitoare.

Dat fiind cd dispunem de intervale lungi de timp, aceasti cale de
obfinere a elementelor osculatoare este foarte indelungatd (in sensul volu-
mului gi timpului de executare a lucrdril). De aceea, natural, s-a ridicat
problema rezolvirii acestei probleme pe o altd cale, pe care o vom schita
in cele ce urmeazd. Calea aceasta este, dupd pirerea noastrd, mai ugoari
si mai scurtd decit prima, insi nu poate da rezultate atit de precise ca
aceasta. Se va ardta mai departe cd precizia pe care o putem atinge pe
aceastd cale este, pentru scopul nostru, cu totul satisfdcitoare. Aceasts cale ne
duce la obtinerea elementelor osculatoare aproximative care au fost numite
in lucrarea lui M. S. Tarov-Iarovoi [7] ,elemente preliminare,

§ 1. Determinarea elementelor preliminare

Elementele preliminare se determini astfel :

1. Se presupune cd dispunem din observatii, pentru o serie de mo-
mente succesive {, (k =1, 2, ..., m), de coordonatele sferice geocentrice
ale micii planete Astraea :

l %10 31,
by Og, 820

5 (1.1)
‘ @ 5

m
2. Fie un sistem de elemente osculatoare ale micii planete Astraea
pentru o epocd oarecare (cel mai convenabil in mijlocul intervalului)

{Ey, E,..., Eg = {E}; (1.2)

3. Pentru momentele #, (k= 1, 2,..., m) putem calcula cu ajutorul
(1.2) efemerida neperturbata

mo mo




i
|
|

|
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tl alﬂ Slc
tg Clge 82:

(1.3)
t"‘ (.Il"“‘ - 'Smc

j:{r'idndtseamal‘c_lie timpul dls;) aberat’e. Devierile (1.3) de la (1.1) <irt datorite
evider t, reglijarii yerturbat’lor si ru deyisecc 1 jori ilor
D5is (o bl b, 14s n majoritatea cazurilor

4. Considerdm coordoratele obrervate si calculate ale micii planete
Astraea rpertru primele trei momerte

tl %10 810 Oy, 8 e
tE Oag 8‘.‘0 ’ Ko, 82" (1.4)
g g, O3, o3, Oy,

si sd gésim corectiile {AE?} 1a elemertele (12) in asa fel, frcit mirimile

®e O, (=1, 2, 3), calculate cu ajutorul elemertelor

{E,+AEP} (1=1,2...,6) (1.5)

sd coinc'dd exsrizct cu mdrimile corespunzétoare ale lui o5, 85 (s=1, 2, 3).
Corectiile {AE{”} (i =1,..., 6) pot fi gisite din relagiile

o = « (ts; By +AEP,..., Eg +AED))
89 = & (ts; Ey +AEP,..., Eq +AEP)[

Sistemul {E; + AE{f} (i=1,2,..., 6) trebuie rarortat la eroca

f— hthth
3

fel se_ gisesc celelalte sistcme. In general, dacd disyunem de m observatii,
atunci obfinem m — 2 sisteme de elemente preliminare {E; + AE?‘}
(k=2 3,..., m — 1). Ca interval intre observafii s-a luat wtervalul de
timp d.ntre doud opozifii consecutive ale micii planete Astraea (1 an i
3—4 luni).

b. Dezvoltirdzin cerie membrul al doilea al ecuatiilor (1.6) in raport
cu corectiile AEP} (i=1, 2,..., 6) si mirginindu-ne la primele puteri
ale lor, obfinem :

(s=1,23) (1.6)

si se numegte primul sistem de elemente preliminare. La

6
otso = o (ts; El" oy EB) + 2 (:%) . {AES‘Z)}
i=1 i :AE?)} =0
6 (1.7)
S =B (i B an B z ta_;) . {35?’}
i A0S KB =1
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fn mod analog se obfin celelalte m — 3 grupuri de astfel de ecuatii.
Aceste ecuatii servesc pentru calcularea elementelor preliminare in primé
aproximatie. Intr-adevir, folosind aceste dezvoltiri, al k-lea sistem de

elemente preliminare }E; + AE®| se determinid din ecuatiile

Aﬂtk+[ + a, k4t - A’E{“-—}- A9, fe - A’Egc)—l— e + ae, k41 - A’Egk):() } 1 8)
ASgar + by, st - NEWO 4 by, ey  AEGI+ .o By, s - AEEY=0 (&
unde
A“k-{—! = Ok+l,e — %k+l0 }
’ ASIHJ = 8k+!,f = 8ic+l.cn (1.9)
Sl
ao

a )k = |—
R (BEf)i = bkt

{AE(} =0
i kil = |—
! OEJt = lpqu

l
l
l
{AE} =0 J

=1, 2...,6; =2 3,...m —15 b= —1, 0, 1).

Sistemul (1.8) este un sistem de ecuatii algebrice din sase ecuafii cu
sase necunosctite {A'Eg")} (semnul ' aratd prima aproximatie), @ikt , Dik+t
fiind constante. Acest sistem se poate rezolva cu cunoscuta metodd a lui

Gauss.
Se va arita mai departe ci in cazul nostru se poate admite lineariza-

rea, prin urmare precizia solutiei (1.6) este suficientd pentra determina-
rea lui Iy, I, ;..., pe. In cazul contrar precizia se poate miri cu metoda
cunoscuti a aproximatiilor succesive. Valoarea precisd a elementelor
preliminare se obfine dupd formulele

EM — {EM} 4 WEPY + A EMY .. (1=1,2,...,6;k=2,3,..., m —1).

6. Coeficientii @y si by se pot determina dupd metoda cunoscutd a,
diferentelor finite. De exemplu

(1.10)

(1) (I11)
A= ﬁ‘_) o L (Baid 4 Acic”) (1.11)
aE]_ t=ty 2 AEI
AE,=
cu o eroare de ordinul AE;, unde

LN
ke = whe — e k=1,2..., m) (1.12)

AoV =afe ) — oge

si cxﬁ) cu 8,5‘10) este efemerida calculatd pe baza sistemului I: E; —AE,,

By oo Eg; oge cut 8g, este cfermerida calculati pe baza sistemului IT: E,,

ARG SRR i D cu SV este efermerida calculatd pe baza sistemului
II1: E, +AE,, E,,..., Eg unde AE; este un numdr ales arbitrar.

in mod analog se calculeazi celelalte valori ay, la fel toate valorile by.

6 — Studii gi cercetdrl de matematicd
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§ 2. Calcularea elemeniclor de interpolare A, py, p

Dupd determinarea elementelor osculatoare (sau preliminare) pentru
o serie de epoci, se pot determina coeficientii /,, ey o 742(32), lafel si 2, T
ty, trecind de la aceste elemente la elementele canonice dupi formulele
(2.1) din cap. I. ‘

Problema determinirii elementelor de interpolare A, w;, w, consti

in alegerea coeficientiilor I, /,,. . ., m$P astfel tncit 2 Wiy Wy, determinate
dupd formulele

Lixy + bhxg + gy = 2
miDy, + myy, = (2.1)

”%ge)y i T 7”52)3/3 = Uy
in intervalul sistemelor caronice de elemente, si riming
tante” pentru planeta mici considerats.

Aceastd problemi necesitd prelucrarea statistici a elementelor cano-
nice pentru Astraea. Una dintre metodele de acest fel este metoda celor
mai mici patrate. Conform acestei metode se Intocmesc ecuatiile de condi-
fie de forma (2.1), unde coeficientii ;,. .., m$?, 1a fel si coeficientii A, u,,
Ba, Se considerd necunoscuti. Dupid aceasta se Intocmeste sistemul cores-
punzdtor al ecuatiilor normale, din care se determind cele mai probabile
valori constante ale coeficienfilor A, u;, w,.

»aproape cons-

A doua metodi de rezolvare a acestei probleme este metoda corela
pentru mai multe variabile. In cazul nostru se intrebuinte
corelatie liniard pentru douid §i trei argumente, deoarece
de interpolare nu intri mai mult de trei variabile canonic
metodd ecuatiile (2.1) se considerd ecu
cuti Iy, by,. .., m$,

tiel
azd metoda de
in elementele
e. Tn aceasts
atii de regresie cu coeficienti necunos-

Aceste doui metode cint echivalente, Tntr-adevér, in amindoui se
considerd mivimul sumelor

n
S =X (0374 1,34 + 1,32),

8—1
n
Sy = X (mf8y+ m§Vsy @), 2,2)
s=]
n
Si = X (nP50  mPayfp
§=]

unde 84 = 2 — x,, $P =30 _ 4 (=1, 2, 83 e 1 B
%io, Yio fiind valorile medii ale elementelor 2 y,(s), si # numérul sistemelor
de elemente. Asupra acestei metode vez [14] si [15].
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e . . . = o e un
icientii : i nati numai cu o precizie de
Coeficientii Zy,..., p, pot fi determinafi nt ol el e o
ic. Pentru a evita acest nedeterminism, I
factor numeri(c{) @ A : ficientii 4, 4 m{” m? se gisesc
= = = tunci coe 1 b ;
nostru Iy = my’' = m3 3

prin formulele

] O Dy,
1 Glg:. D33 (2.3)
' ; O3, Dy {
il G2, Dy I
i .
m%“: 62y ?12
1" (2.4)
A
o= 2, |
1.!1

nde g 6iy 5 Viker ik, (5, B =1, 2, 3) sint caracteristicile distributiilor
un [ £ Ty ikz » y ) )

marimilor 8x, 8yt =1, 2, 3;s=1,2, ..., n) (abaterile medii cuadra-

v ii elatii ina i formulele :
tice, respectiv coeficientii corelatiilor), care se determind dupd
£l

n
n
1 (s) s ,(5)
2 12: () e, T A
o, —— 31 Y19, =¥a1, 70y Gy
1 z  “z ==
§—1
n X n
il 2 1. 349 § 9 95
2 (s) - = = —_—— Xo® 0X3 B
Gy, = — ; bES) e NGy Gy
nh’ G oA
s=1
n
n
1. = s (s)
Foal 5 Fo el e =L 58" 845
G3==% 3 131 31_1= ﬂ'Gl 0-3A
x @ s;l
s=1
foed 1 tru 62- S
si In mod analog pentr iy S Tiky
iar
1 712, s,
.6
= Fgi 1 7, (2.6)
Ya1, L£T) 1

. : 5 . ek
i Dy sint adjunctii acestui determme.m . 5 Y

: ;{;‘,rorile medii pitratice ale coeficienfilor se calculeazd dupd metoda
cunoscutd [15].







