i A, PAL 70

Tarov-Tarovoi. Aprés I’effectuation de la moyenne triple de la fonction
caractéristique, on trouve les solutions des équations différentielles &
fonction caractéristique moyenne 3 I’aide des quadratures. Toujours dans
ce chapitre, on propose une nouvelle méthede pour la construction de

Porbite intermédiaire dans cette variante,

Dans le deux’'éme chapitre on expose les résultats des caleuls qui ont
conduit & l'obtention des éléments d’interpolation. Les conditions d’ortho-
interpolation sont bien satisfaites.

Dans le troisiéme chapitre on donne la construction numérique con-
créte de la théorie du mouvement perturbé de la petite planéte Astraea,
qui représente I'orbite intermédiaire de cette petite planéte dans I’inter.
valle de temps 1846 —1940 [les formules (5. 6)—(5. 7) et le tableau no. 22].

Dans le quatriéme chapitre on compare la théorie exposée avec les
observations et on corrige les valeurs des éléments canoniques, aprés quoi
on compare de nouveau la théorie avec les observations (tableau no. 23).

Malgré les simplifications effectudas au cours de la construction de
la théorie, l'orbite intermédiaire obtenue pour Astraea concorde avec les
observations, les écarts dans l’ascension et la déclination étant respectis
vement plus petits que 57" et 40’

Ainsi qu’en témoignent les formules avec lesquelles nous avons tra-
vaillé (formules (5. 6) et (5. 7), chap. III), le grand demi-axe, I'excentricité
et U'inclinaison de 'orbite varient quelque peu dans la pratique. Par consé-
quent, 'orbite intermédiaire de 1a petite planéte Astraea représente une
ellipse approximative ayant un mouvement séculaire de noeud et de péri-
hélie.

Le travail de M. §. Iarov-Iarovoi, tout comme le présent travail,
montrent que la théorie générale de la variante de la moyenne par inter-
polation de N. D. Moiseev est parfaitement applicable & 1a construction
de I'orbite intermédiaire pour les petites planétes concrétes, pourvu qu’on
dispose d'une série d’éléments osculateurs pour un intervalle de temps
aussi grard que possible,

En dernier lieu on expose les perspectives qui découlent de la méthode
utilisée.
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Introducere

i i iul cu » dimensiuni a doud
- 4 este o extindere In spafiu . : T
1{41111(1323{:?1?135(:1.{1’?2 asupra ecuaiei cu derivate partiale lineare, I
probleme scute :
hiperbolic, de ordinul 2:
98 R i e
a% dy 0% Yy

(1)

i 31 = reptun hi azj.ezat pe
unde a, b, ¢ ? sint functii continue de % sty intr-un d P 2 I
3 g iy 5 :

partea pozitivi a axelor. X 3 Si_ai A
; i 13 z (%, v) a ecuafiei (1) aga ca—3g
1) Se cere o integrald : e

i date respectiv pe doud semiglr.ep’te plecind ddli]“ (;ng;?iagina;'ezate tot
;:n)arzezcl pozitivd a axelor, iar z sd 1a o valoare a a B )
i 2) Se cere o integrald z (¥, ¥) a aceleiasi iecsl:flstl&)c_are sd ia va
de-a lungul celor doud semidrepte citate me‘ SR
‘obl de genul acesta pentru ecuafii de ordin 1(1'1: T
. Ploc]f ejchee (n >g 2) au fost mai pufin studiate. S~a‘d_o;re.1
iiii?piil}neglr_alc a sistemului de ecuafii cu derivate parfiale

) . . :
e 7\2 (Ajkauk +...+iju,u,}—|—(l)j G1=123,...9
=

T oy 0%

ox gy o0z

in conditiile : 3
wy (09,50 = by (7). % (1,080 =52, 4(%,0,3) =0s(% )
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In aceasts lucr Sutd
. sta lucrare cdutim o int 3 e ;
Breare s bl bl L b ot negrala a ecuafiei cu derivate partiale

1
__&___ =f+ gu__[_ Eb ,a_u f—1
9%10%y...0%n B o toot N b — T (2)
1 (Bafa .. By =St axﬂ;axﬂ ax :
AT ﬁ"—

unde #, a, b o
ditiil / a, B bmz_"ﬂuﬁisint functii date de x,, «
fiilor urmitoare : Y Ny, ..., %y, SUpUSe con-

gn—ky
= P tga, \Xeqi, X -
axﬂl’gxﬂ"---axa:lik 1 J\.( a 14:;:...,.3:”':“1:)
n—k
pentru  x, — Zpaln’"'"" :
f af g xuj ( :1,2,...,k) (ﬁ:lg n—9
= =L2..n-2) @)

Vo ;
m Insemna mai departe condifia prin C
. @dg...a p 3
Payas,.a, 51 P
ﬂf,j
deri i i cd
ivatele integralei ciutate de ordinul s« — A
Lo #—2, ..., 2 f8r8 ar
3y [= gll'

mente repetate si ia valori
ri date res i Bt b
de (3). _ pectiv pe hiperplanele Qulq,___uk date

Pentru acea i ;
: sta, in capit : S
simple : : ptolul I studiem mai intii integrala ecuatie]

n—k
s.lIlt I.IIlC!le, IESI)ECtH COIlStailte pOZ] tl‘fe datE a.ﬁﬂ(l
< f i
il ar

a"u
= (% %y, 1)
0%y 0%, . . . 5%, e (4
care g4 satisfaci i
cd la conditiile Cnt, Cpes, ..., C,, si se arati cf t
a aceastd

integrald este dati de o formuli de forma :

U =Dy (%, Xy .5 %) + A, (%) + Ay (%) 4 ... + A, (%) (5)

in care @,_, este o functie det inatd, i

e O . eterminatd, iar 4, («

g ncpji arbitrare. Prezenta in relafia (5) a nlft(lﬂnlt):%iiAz '(bjngjl o

el; %)y, Ay (x,,).ne-a sugerat ideea de a trata dous b s,
se pot determina complet : 28 rilone e

Problema A -
Se cere o i =
nt e
SN . aei'iralua a e(:l.latlfﬂ (4) care si satisfacs conditiile C
prat il é?ljite i c;rm delnvat'e‘ds ordinul I iau valori date res ﬂ;]i
in partea pozitivi a ax. ?C prin originad si sint agezate, ca si hiperpla p? 0
s - elor si in plus integrala <X ; planele 0,
glﬂa-A g £4 1a o valoare dati in ori-
ceasta pro 5 ” s
nare cu teorelljllabgi?leazlzifi::?;a 12; S'h?ltul capitolului I, are oarecare asems
) i =Len a lur Cau ' ’ i =
vate parfiale de formi normali chy referitoare la ecuatiile cu deri-

-

problema A. Aceasti problemad est
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Problema B :
Ye cere o integrald a ecuafiei (4) care sd satisfacd conditiile C,y,
Cpsp,. ., Cy ¢l sd ia valori date respectiv pe # semidrepte agezate ca in
e tratatd in capitolul IIT gi conduce la
un sistem de ecuafii functionale lineare de forma:

Ay (%) + Ay (mg %) + -+ Ap (g1 = [ ()
Ay (%) + Ay (%) + - + 4 (#my0%) =[5 (%)

A, (my0%) + Ay (Mp0%) + .- + 4a (%) = [a (%)

fiind constante — a cirui reducere la # ecuatii functionale cu cite o

necunoscutd prezinti oarecare interes, prin aseminarea formald

113 .
i
m de ecuatii lineare prin regula lui

functie
desivirsiti cu rezolvarea unui siste

Cramer.
Sistemul (6) de ecuafii funcfionale care se prezinti ca o extindere
lireasci a unui sistem de doud ecuafii funcfionale intilnit de Goursat in

studiul ecuatiei de tipul nostru de ordinul II, are — din punct de vedere
i — forme diferite, dupd cum unele din cele » semidrepte sint

al integriri
Discufia acestor forme a fost fdcuta,

agezate in planele de coordonate.

spre simplificare, numai pentra cazul # = 3.
fn capitolele II si IV am extins problema A si problema B la ecuafia

generald (2), folosind ca metodd de lueru metoda aproximatiilor succesive.

CAPITOLUL 1

Formule preliminare

Problema A.
1. S& considerim ecuafia cu derivate parfiale de tip hiperbolic :

n
o u !
= (%5 %g)'- - %) (1)
O%,0%y- - - O%n
f (%5, %y, - -, %) fiind o functie datd, continui sau mai general mérginita
si integrabild intr-un paralelipiped P, din spatiul cu 7 dimensiuni al variabi-
lelor independente 2y, %s, ..., %n definit de:
0= % = ar) (#="1, Zsss s ) (2)

wnde a; sint # numere pozitive date.
8% consideram unul din cele c* grupuri de k variabile care se pot

alcitui cu %y, %5 .- %p:
Xay Xag»+ s ;\’,uk
celelalte variabile pind la %, %3,..., %

gl iarasi Xap Kagr- oo Fay_
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Vom ataga acestui grup hiperplanul Q,,,. ... «, definit de :
n—=k oy ' |
.-oﬂk ik
x.,l =Z?§af,; o) (1"——1:2-'--.}‘5
01 g ooy /=1 k=1121'°w n—'z (3)
unde Pat s sint niste numere pozitive date
Vom d i :
e p?esupune c-a numerele x,, si %q, determirate de (3) dau coordo-
e unui purct dinliuntrul paralelipipedului P, ; vom avea deci :
g Xa) = d,, |
1 4
1—k 4y dy ... (dl)

k
af; @y < Aa,

=1
Problemd preliminara

2. Vom ciuta si gisi i 5
o gasim o integral e . :
fird argumente repetate de ordin ulgn _5‘13 ’:cil_agel (1)2211% cirei derivate
pe hiperplanele Qam.__uk respectiv, a dick : s o, 2 83 1a valori date

an—-l m
896::1 d Xag « -0 O xm‘;—l = (Pu' (xﬂlfl Xafs <o, xﬂ;lﬁl)
pe hiperplanul —
P Qo pentru o« =1, 2, 3, ..y #. Apoi ;
6&—2 U
0 Xa: ey - O Kay_, Pou o (Fars Kug o, )
pe hiperplanul @ ii
a4 ap BTUPU (o, a,) fiind una i :
oa ari
care se pot face cu 1, 2, 3,.. - )n. Gt e P
1 general, vom presupune cf :
an—kﬁ
d Xa, 0 Xai .. @ Xaj_y = faierely (xal" Fagy -+ o, xu"‘_i’) (4)

pe hiperplanul OQuioso s, (=1, 2, .... % — 2)
Ultima condifie pusi va fi dar :
* u

6 xuj.' 6 xq,’

— CPB_! a"“quwa (qunj xﬂs‘)-

A
Vom insemna pentru prescurtare conditiile

Cg;vin, O, (4) respectiv cu C,,

Vom arita cd funcia definits ifii
ardta ; d de conditiile i
dein functii arbitrare de o variabild, care se poz detell?f‘;_lfiles ;I;fg IE-Q S)efé?t?ie
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e (Fagsr Bage « o1 5 xa,{_k) (4,)

sint niste functii date, continue sau mai general marginite si integrabile
in P,, care nu se schimbd cind schimbdm indicii &}, e, ... «,_; intre ei.

Grupele de % variabile %q,, Xq, - - -, % introducind C conditii, numirul
conditiilor (4) este:

=2

CliCiy ...+ C?=2"—0—2

Aceastd problemi a fost punctul de plecare al lucrdrii de fafa si obiec-
tul lucririi este rezolvarea a doud probleme, care se face determinind acele
n functii arbitrare din expresia integralei u in mod precis.

Spre a gisi integrala in chestiune, vom observa ci integrala cea mai
generali a ecuafiei (1) este:

6 (X, Sy - os T = F5y B s %) + B Aoy (hags Fags -0 %g_) (B)

(a1
unde
X3 Xs X7
FE(%p, %, 000, %n) = Srﬂslg 5 e .Sf(sl, So) - - oy 87 57 (6)
0 0 0

iar A, sint nigte functii arbitrare. Indicele () inseamnd cd suma in chesti~
une se extinde la cele Cj grupuri de variabile care se pot face cu 1, 2,. .., 7.

Vom da acelagi infeles notafiei Y,

(a3 @, @;)
Derivind ecuatia (5) fafd de xq, Fay..-) %ay , §i tinind seamid de
s
conditia Cp—y (4) si cd In (5) numai 4, are argumentele X, ¥, ..., ¥a;_ .
! ! i
capatim :

n—1
a Aul (xﬂl'J xﬂsl’ LACIROAE xq,‘,_])
— B, (xﬂl,, Hags + - - » ¥a

0%as' O%Fay- - +0%ay_,

unde

n—1
T %1, Zoye r o0 X
) = Qa (x,,l.,xaa,,_.., Kol )f g ( 1 Xg ,z)

O4a (xu.,'xa,,..., Xq
S n=] Ofay Oy « - + O%a

‘n—1

unde notagia [H (%, %, ..., %z)], inseamnd cd in H(%, % .., %) amin-
aj

locuit pe %, cu expresia lui in Xagy Fagr- oo Fay datd de (3):
n—I
ay
Xq, = é | ?“;5 xq;
7=1
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Fu (xm; Kazyo o os x“;?*ﬂ) =
. . 3 8 102 b <
Vom da si mai departe acelagi fnteles notaiei (Hix,, %, ... 7 I P, % : (12)
2 i : x
) i 7 - . x e i x X Q-2 |
adica x,, x,,..., ¥a, sint fnlocuiti cu membrii IT diy (3). S“i S"' s ¢ Blg oy 1Suzs Bl rnivi sa;, 2) dSa; dSay -+ - @i -s
— iadae 1 2 S

Determinarea functiei 4, (;L',,[, Yagse oo, %oy, ) este prin urmare aceeagi &% 0

problema ca determinarea Iui u, numai cd numirul variahilelor si al condi-

fillor a scizut cu 1.

! l} it § o’ ) .
dl d 1n g‘l’al % care ve j“C [&(0) € ( ) (1,1 | C” este
a C 2

a l tE‘l I() mla (f}) t a { T rertl a nd[ 11 l 1 qt

i scrie direct ;

¢ (12)
x;,x“---;:"u'_n) (
1 :(DZ (,171, Iz,. aftimg xn) —l—(u‘ﬂg,a} ( a aj n
Au‘ (xul“ X“n" i xarl‘f]) == Fﬂ| (xul', lfa,-.. iy -'Vu,!’_l) d ) (1%)
g ; Hig o (Bal, Mzt y Dajeg)u 05
; ; ‘ . ' 3 i (o e apag \Yag
+ 7 — 1 functii arbitrare de 5 — 2 variabile din Tugs Hagae v vs ol s @, (%, Far- -0 %) =Dy (%1, % ) -Jr(u?u;” v aa (Vg .
1 : ] n-- s
unde e il U Bty Cris o5 TR
| i -are verificd conditiile ST
Fo, (g Xy, Tahg) = in general, integrala « ¢
W N X 8) va h: ’ ‘ N )
af “ah AL ( ! A o N (_x.ﬂl,, Kagy o or Kooy
- g g & i s B4, (-‘Falu Sayioov ., Sq::—l) (lSulr dSq.: ey dSn;,,l # = M (,1,11_, Aoy 5 lu) E';u’-gﬂ—l) a0y
00 b
unde ) ) D
Insemnird deci : (1) o (Fas 5 Fay 000 s Faga] = Parmaessie (%ay s Fag oo oo Xady
. Agdge. AL ' a3
D (%, %y o & =F (%, %y,.. . % ’ : e
i Vi i ( - J +(ﬂzﬂf‘ul (xul" Ay ’ A“"“I) (9) an——-k(l)k——l (%1, %gyeen %)
funcfia w satisficind conditiile Co—1 va fi dati de formula - Ko, 0%y + - 0%a. Ky ¥agsres ¥ag
0%q ) t—k
o q)l (xlj ‘r2! o x”) ‘F_( E)A“‘ & (xﬂi i xuél R xu:‘rz)' (10) (2) Falﬂ‘g-..“k (xﬂl' ’ ﬂ'ru,u- w ey xm;-k) == (14)
ay, ag
Sd trecem mai de

parte si sd determindm pe « asa c

. a si conditia C,_, s5
fie satisficuts.

Derivind pe u si

finind seami de conditiile ¢
" | D%, s vy X))
au ZAUI o (xaf , 717@,» ¥ et xu,‘.—-g) (3) Dy (5\51: Xoye o vy xn) Dpq ( 10 A2 . b k)
ﬁ_ R eal ag (xal- "Xﬂ.j' w2y xc.’:--ﬂ) + 2 'F‘h“l---“k (x“i' gl 23
Fa; O%a, . .. It _, P (01950 : : i pre-
e ’ X E — n — 2, se are pentru solufia problemei }
unde : Daci se face in (14), & = '

¢ X
fay ¥ 9 4= as rls,...ds.,'_,c
i (%3 k oy S o) (8, a "
Sul S 3 b . S : Ba,a5... 0y (sui' Sqgr - a L) b 2
—2 (4) vom avea : 0 0 0

9'1| ag (j:q{, :\705 L) Iﬂfzfz) = '10“[03 ("rﬂj_ » ‘TGH P vy "fﬂfn—z) W

] liminare :

14,)

. Ag, (%a), (L

=, . ilf,x,-—-,xn)"l'z BIRASL

= a_”h_zd’_l(ﬁjl__ﬁ*)_ : G ! P g
axqf 6:¥,,=,! <o Q&g

=8

i i )
X unde s-a insemnat pentru prescurtare 4 (x,) in locul lui Aoyap.a,_,
i Repetind cele spuse pentru a cdpita expresia lui 4, dinainte de (8), sau mai lamurit : 14
| se poate deci da formula : 1 f Ay (%) + Ag (%) + .- + An (#n) (14,)
l ; %=(Dr1—2(x1:x2ﬂ"’x")+ b 3
!: 9% (xuj, s SRl Ggr(xui’ i e Faing) 2 unde A; (%) sint funcgii arbitrarfe. toate condifiile (4

; 2 < ifica toa O 3
] + # — 2 functii arbitrare de 5 — 3 variabile din Yoy ) Hagyooo, Koy o, unde . " Aceastd integrald (14,) verifica
| :




e

- ——— e

140

D. RIPIANU
3. Dupid cum am amintit, functiile 4, (%) pot fi determinate prin
condifii noi. Vom trata pentru ecuatia simpli (1)
it
a u
A e = Mem, e
0% 8%, . .. 9%, [, 2 &

doud probleme si anume :
1) 8

i se determine integrala u astfel ca 3 satisfacd conditiile (4)
G, Cosgyose, G5 s conditiile C, si.C,,

) qu
b e A

5] "\:ai

adicd derivatele de ordinul T ale

si ia valori date Paras.a, | (Vo) Tespectiv pe n semidrepte
N~ ~

date trecind prin ori

gind si agezate in parte
mental de coordon

a pozitivd a poliedrului fupda-
ate de ecnatii

lar u sd ia o valoare dats o 10 origing.

Vom insemna aceasts e

roblemi cu lit. A si solufia ei este imediati,
facind tn (14) =4 —1 :

U= Oy (%, Yas « ooy %) 4 uy,

(15,)

2) Si se determine integrala u astfel ca sd satisfacy conditiile (4)
o, Gt -, Cg, 1ar % s¥ ia valori date pe 2 semidrepte trecind prin ori-
gind si asezate in partea pozitivid a poliedrulyj fundamental de coordo-
nate.

Vom fnsemna aceast

Odati rezolvate aces
de forma :

4 problemi cua lit. B.

te probleme, ele vor fi extinse la ecuatii lineare

n
o U

e = (4, Ky &) 4 b (%) W55, Xn) 10 -
(7%1 (92\72 o c')x,, .

n—] k

a i

T Z Z bn,q,...u‘, (JTI, Xgrowos Bp) ———C = (16)

k=1 l'mna...ck‘} d ‘1‘.'1: axﬂz 4.0 1“

i

unde 110taj:1'a( ) : Inseamnd, cum am vizut in (5)
0 d.., a,

din (16) intrd toate deriy

ratele capdtate alcituind cele C¥ grupéri -cu
numerele 1, 2, 3, AT

c¢d in membrul IT

Qo

TR EME A SUPR UN. ECUATIL CU DERIVATE PARTIL ] HA479
A EI T
'"EOR i

9

rima
) ” . 14) se pot explins
i dam o completare. Functiile (D{('ldmdq(te )f S Qqs qp... q, ¢+ 1158
A 5 \ > ver Sk
foar T impe numai cu ajutorul functiilor da
=} n aproape,
din aproape 1

ex ol ) cl creste - ar l t I
. ¢ € (_16 )]1( 1
(0] (& 1 11C unct cii
hresia I r se (9] a ']‘t & ~ ]d k 1 t ‘.. 7 ]

£ 2 "‘f“;rfl
~ay ~ag o
B R O
o\ Xqy Koy vy n
(131(:\;1; Koy v os "'ﬂ} F( 1 2 (@) 0 0 (4] :
ﬂil a
b Saf
P - an
‘ . Lo At
) g f (51, 895+ s Sn) d‘sln] ds“i tl’qu S
ey Sapy ) —
n J :
§u’; Eﬂé Bl Sﬂu 2 ‘:(Pul . (Sqﬁ, e s
—— x,xu,--—-xn)+ ] y :
Dy, gy -0 Fn) = Do, %o (apag) 0 0 0
g .} .
S -
fay (T lo )(qu ==
aj g, ) . = /aﬁl-;': ag 1
b ! A6 dag — S (‘r‘(uh S 4
4]
5
Cte : D
5(I.a (m(q e S fﬂl s CZGul) dﬁq’] dbula dfsug a
il | en
] 0

f p i ? e xu 3
nae m 1nser lat ﬂ.tat 1]10C ) 1

pl‘ll‘l a (0] eXpl’esle ca a 11 air d n

11 ay ag 1

p i S : . LEl fel
X (111 Sau g+ vepdag_n
i i Xagrs s <9 Xag—ag T1 Sul » Dy y n
X prin (6] 51 Gay » iar pe xuf y Xad,
aa. @y

(P 1S < p cl (P Ay g a a pe
X 1 s B

Y H%ealllﬂul. expresia Capat lta 11‘110Cm1[d i a pe Clk &

(Hj_q

] i ; ‘i 5

X X X A(‘eeasi notatie pentru cp{qz)l’ S‘=1 51 Sqy
i Sa’ . = !

¢ 111 Sq., Sair- - =1 2ap—3

Aajr Vag a0t ) Van—2 1 ay 4

s -in
sresiile lor (3)
- : i, s) cH eX]
] v ia lui @, (%, %p,. -+
S c In expresia
se inlocules

- n—32 n
- ay : ¢ g ;
f do este pat ; .qu. + pu’ “
far suma Y, dela \ fo,0dou g
Sni,sné,---:sa{-—z’ g 7=l

-
S iiel /ﬂ Qg d ag *
E) dlle elltILl E’] L[lll S 1 0
]:'X resie Uld]odgd 8
a X derea PIro elnc l .A sl ]i 18. C ": t e
b Q ecuatri l“lecle I”) ‘V() 1 avea
5. L = 171 :
1evole de ".cllllmlte hn]ltdll ale 1“1

ak D (%1, Moo .‘En)
axﬂlaxﬂz AR 6qu

lfDn—z (%1, Xg, 0 - o x”)‘ 3

i i
care intrd in expresia (14,) a lu
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10

La integrarea ecuatiei 1

’ : uatiei linear
vedcaind func]:i{e]e(m) S€ vor putea presupune — cum se
; . c\oﬂl' (P.,] a3 ..., (Pnj Q...a
identic nule. Vom e &

! continua si ins 5
®; tot prin ®,, 84 Insemnim v

le M o margine superioari

alorile astfel cdpitate ale luj

alai |f (Hin Hayore 5, Zp)| In P, adici
I/ (=, Xy Xn) |
v Xyl )| < M
Pentru % =1, relafia intiia (14) ne dx (18)
G [G’HF (%0, %2 ..., %) 4
$1 In modul : f 1
s
10a, | < M (4 S YANIY
(tﬂl);rql == szuf:l dq, < Mau; (18 ) l
e : ¥/ 1 f

datoriti inegalititilor (3); (8)
PFIH (qu,, 7

ne di atunci

agse» o, Xt
4 gy ) [ Mﬂq‘ Kag Xy o o0 Xgs_,

adica

N = Ma,,ja,,iaqé,_, Ao

sau sl

|Fo, |[<Maya,...a,:

(9) ne di prin urmare b
St [ @ | < Mz, Xy X+ Mna, a,...aq,
i J(D1i<M(1+n)ula2...an.
wa trecem la limitarea luj |
ares ®,|. Vom obs 5
e . erva pentru 1
presia (9) a lui | @y | gruparea de indicj B X Y Sy
ne-am fixat atenfia, se g it Sepn ey fw_, @SUDIE ehrely
] , se i {
e t gaseste numai F,, sl F .
6"-—2@1 Xa; Xag ¥
el l
a 0 IS, axa,.az 0 0 ! s ) d""ln dsq, -
. Xay
+S By i e e *‘
G s Sag e o) A,
i ‘!‘5 Be, (---.Sul....)dsa‘ ' !
]

unde am dat notatiilor de

sub s i
semnul sumi acelasi sens ca in (17)
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Prin urmare
‘ 6"—2@
I z - A v g s
| ———————— " = M (xq, xuu)xu“.\'ua + M dq, (¥ a,) o + M aq, (-Vq,)xq‘ =
| a:\:g,iaﬂrq2 e Ot g
1n—2 n—2 n—2
a,az = L a3@q
() () e
!J - .J‘ ) |.
il =1 =l
n—2 —
1% - p
4+ M czqsz P, Fay < M aq, @ay + M aq, G, + M ag, aq,
5
oy =
adica
] T )
‘eﬂlu,l < D) M ”‘al aa, »
(12) ne da atunci
| Faay | < 3 M oy Qa, i Gaj - - - Tuj—s
sau
) }F01Q21<3‘H4(£1a2"‘a11
iar (13):

| o] <Mayay .. 6o (1+ Chde 3225,
S5 cdutim o limitare a lui |@|. Relafia a 3-a (14) ne da:
o, =F + (E)F

@2ﬁ¢1+EFﬂxﬂn

(@yay

Bar = Opa . N« Famiuo
g—1

(n,ug...n

de unde urmeazi :

NI, T, 5.6 - SIS R I SR T | (20)

(ay) (a,8z...a;, )

Vom avea mnevoie, cum arati expresia (14) a lui 8qq. ... de

R G in (20) suma Y este extinsi la valorile lui

0%a; O%ay - -+ ONaj—s (a3)

o = 2, @i & M Argumentele lui Fo, fiind %o, Fa .- ¥ahoyo

urmeazi cd o, Ay v o3 «, , Se va gisi numai in

Ty (o 89y <o &g Ohg Uay o o), Fafo), gy v o vy Gy g Oy gy o+ i)
i Fuk(oc'l, Gigs v ven m;hk, B B o iy )

indicind numai indicii lui x. Foq este extinsd la gele (C2 grupari cu
(a1aq)

1, 2,..., n. Gruparea Xq,, Xa;,:--»

tele 1ti Faq,), indicele din afard al lui F trebuie si fie o grupare de doud

numere din cele o, o,..., o ramase. Numaérul lor este Cf{.

Xas_,, figurind in parantezd (argumen-
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La fel in suma

E Fﬂlﬂxﬂa (xa{: xa,u' O xq’,_g)

(a1asa,)

gruparea x,, x, 9 figur antezia ; t
15} i . "’L ; 2 i
R a; 0 ap_ i IgT.I eaza In par ¢ en Ire
€zZa 1n ermeni ¢ au
1 11 ca

ca indice in afarg ¢ grupd de 3 numere din cele oy, Oy oy Td A
lor e (3 si asa mai departe. e
Vom avea dar, ficind in (20), k2 =3:
gn—3 (Dz @1 ~ag ~ay
0%y 0%ay ... Hg_, _S g S T sagee Sap e o0 Sag o) dSq, dsa, dsg, +

: 000
+Sua a 9 ( X A
@ N5y Sy o Sy joirs) RS a0 @ A
0 ) dsq, ds, +S S -7 CEP Sayi-.) @Sq, dSq, +

X

0

M it
0

X

T
= 0 s s &
ay ] 4
i—§ : ) dse dsa, +5 6 aga, ( + Sa ) dbu] +
T x :
o eusu](”-ls ( -ay
) A m%ﬂ Oame (- +5a, .. ..) ds,,
0

deci
L r Ji—3 - A
| ’ W (%, s, ., %)

é?.ﬁfnl, axa,, s O '
n—3 A& x x

M (aq, a
a a2 g, + 3 a, a, a i
H] 4 %ay Py +q“ﬂ:dﬂadﬂ)_13ﬂlau,aa.aa
]
X

‘eqla,u*,<]?ﬂ/[fz,la Qg
xﬂ"“‘ﬂi
I’iuuq {0 A
’ I?HJ‘<S S S ieﬂlusua;d"“qrdsan
0 0 0 2 i
|03 < Mayay...0, 1 4¢C
e Cl 4
e 1+ n#3C§)+13Malaz...a,,(]g=
1 2---ﬁn(1+C}I+BC;~:+13C3).
n

+ dSqy_y <13 M a, Bjeokons

6. In
general, vom observa ci se poate scrie :
!Bu,ug...uk l< MN/faﬂl Aoy .. Aq

. k (21)
| Qx| < G* M aya,...aq

n'

unde pentru
}'z:; ]]:;rl:l qz{f:l—l_cn
— 9 = 3 (%q — __,__ C ~2
5 il n +-3(, £
3 Ny =13 'f)zlrﬁl“l‘CI"FSC,‘—FlSC\B ey
n
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13

Se observid cid
Ne=1+4CiNy+ ... + CF" Nie )
Wﬂ B ﬁ_‘l + C!rcaNk .

Aceste formule (22) se verificd pentru & =1, 2, 3, dacd convenim si
luim N, =1, A =1. Si presupunem acum ci am dovedit formulele
(21) pentru toate valorile £ =1, 2, . 1 ale lui %, unde Ny si @0} sint de
forma (22) si sd dovedim cd formulele (21) sint adevirate si pentru valorile
(22) ale lui Ny si ek, unde k =1+ 1. In adevir, avem dupd (14):

" ) », an—l i(D.f(xli Koy o v e xﬂ)
» Mg -1 6xul, 6.96.12, B M Kay oy ¥a,

1+ (x“i ¢ Bagy o o

eu, Qg ... @

jar dupd (20)

& =F4BF, + . +)]Fu,u, .. (23)
(ay) (ayag ... a3)
Ori
n—I—1 ot - Xeo X
0 Tt (ﬂbnl, A Kt i) ~Ga 0 1k
:S S...Seul(...,s,,, sl Sl s
8%y 0%a, - O%ai,y 0 0 7
i x 0 ) @8y WSy oee ds“m
ji=—l—1 . Xgi X X
Pel Fu;ﬂn (.’\Zﬂl,, Xagy « -0 xa,;_rg) Sﬂa Sm Sula-l
= TN B [ e S s = B a itk
aya: 8 &
aqur 6xuﬂa e axq,;__,_1 0 0 0 i
o Sapyyr o) BSag e, o dS
n—I{—1
d Fﬂlﬂz e @ (xu;, xaén ) xu,’.ﬂ) §“r+1
T s ’ ds
0 Xay 0 Hay - - - 0 Xajfmi1 Lk o LRl ) %41
asadar
n—I—1 . i
d D, (%, %gy -y %) u "
< M ag aq, ... @
axul,axug, a.‘\'a,; ey ) + 2 41
= an‘ Hay' ! Aa[ Ll

i 2
'+‘ MNlC{+lﬂalﬂnm Ao 1 +MN2 Cl'+] ﬂﬂxa‘“za“ua"i " aﬂ!Jri + oy

I P
- MNI Ci'+l gy ay, """ a“r“"H 1

10 — Studii si cercethri de matematic
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sau pe scurt

Ji—=l—1
d
a Xay 0 Key oo 0 Xag_,

<2 Mg, g

adici
. ’Bul LERON
Niyy fiind dat de formula
Apoi relatia a 3-a (14),

| @ [ < Ty |4+ Y

(ay ag .., gy

sau

“DH.} i<_Mﬂ!1612

adici a doua formuld (21)

D, RIPIANU 7

D (%, %y, <. ., %) -

=i Fay, ¥ay, ey ¥a

(1N G oo 4+ W G Y,

I<MN1+[6IGJIS£QZ... i

1-a (22).
pentru A=/ 4+ 1 ne di:

MN[+| (Iul (/lqz e

11

) Ao Qaplq, . .

an (T, + Ny CF1),
pentru k=174 1,

14

. tlu'" =1

(24)

Eliminind Le Ny Ny, o o o3 Ny, iiitte eéuajciile cipatate ficind
k=1 2., Ein 1 relafie (22), se are:
|—1 0 (s 0 0 1
Cor 1 0s 0 0 1
2 €y 05 =i 0 0 1
Ni = (—1)
CI!:—-I Cﬁ—l Cﬁ—] — Cf:? 1] 1
Cr 6L 6 ... phe 7 |

Este de prisos si ddm alti forma expresiei

numere intervin in limitirile
connstante fixe,

7. Tot in ‘vederea rezglvirii problemelor A si
modulelor derivatelor de ordinul p ale lui @ (%, x,, .
¥pw -+ ¥, Reluind relatia (23) pentru /=1, se are

si

O%p, %, . . . O%p,

Ori
d%p,

X, % x
0PDy (%y, Xy, ..., ) _Sﬂ, gﬁg SB,H,, 2
(VLR 0

AP (;\‘uir, Faly oo, Koo
8%52 S axﬂp

(24) a lui Ny, intrucit aceste

lui |@, |, |®,], ..., |®p—1| numai ca niste

s 351. » Sp
8P B o {aty Bt + s Fas)
(ay) axﬁ; axﬂz axﬁp

B, si dim o limitare Si
oo, %) fatd de Xp,,

(25)

este nuld cind o, ar fi

15

Bl By v
""’ﬁ].’ xﬂz’ e )
Deci

X
Fﬂ;:Sﬂlsﬂs"‘.

0

si atunci

22 By (Hy, Bgy 5o Bn)
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; o : o
sau B, pentru cd atunci Fg nu ar fi functie respectiv de

, J‘Gﬂn.
9PF o, aP(Fa;+Fp;+--- +Fﬁ,;_p)
z OXp, OXp,- - - O%p, 0%p, %, - - - OXp,
()

x i

" X
n'.ﬂ _\SBZ ‘§Bal 5 &0 Sﬂn_P Bﬁl’ [zsﬁx dsﬂt Suihigs (zsﬂ;p dSﬂ!' dsﬁ“‘ s ds's-t‘l—p
Qo

ot

0

OFFp,

< MNl aﬂl’ aﬁn’ A aﬁ’
axﬁl axﬁu o 2 6%3‘0

n—=p

(25) ne da
<M (1 + Cll'i‘—P Nl) a’ﬁll aﬁz’ ol Hﬂ':*l’

axﬂlaxﬁ; et é)xgp

La fel, reluind relatia (23) pentru I = 2, se are:

Se vede cit dacd a; sau oy ar fi £y, Bs, -,
tiei de mai sus nu ar cuprinde pe #p, ¥, - - -

acei termeni ne dau derivati fatd de xp, g, .- -

din nume
Deci

: 6
(Do-:F"I_ ZFn‘_i' EFulug(x&:J xﬂés "'lxﬂ,;__z)' (2 )
) () (ty 0s)
sau Bp, membrul IT al rela-
, sau 5. Deciin X Fqq

” (640) A
, Xp, In care oy si a, sint
?

nels; B B s

= Le'u-—.ﬂ ’

OP((U% Fn,+ _72 meagj

8Py, 0 Z 8°F ¢, q, = Ga)
zaxm 0%, - - - O%p, )0%6‘% AT d%p, Oxp, - .- 0%,
(0 ity i . L 1 -
nd:m'uu insemnat cu I, % o sumi de grupdrile respective extinsa la
@ @B (a) (s
By Boy oo os Bres
Ori

v X Xp X Xoi cq d.S‘ ’
s B1 (B2 'ﬁp Bﬁ’ ﬂ," ey Ba—n e ’ ‘flsﬂ dbﬁ s dSﬂ dbﬁn Sﬂ‘i O Bu—n
Pm,—[S) é in Y § ) é Rifg ol S - .

u

Pl gy
d%p, OXp, - - - 0%,

<MN2 “BL' agy apy a’ﬁ‘J SR aﬁ::fp

si atunci dacd Insemnam

/;z;].u =1
W = a0+ N, G,
AR =00 4+ NoC2_,
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(26) ne di
8PDy (%3, %y, - -+, %n)

6xﬁl 655}3, siaite: axﬂp

< W"zM ' .
P Bl Byl B

In general relatia (23) ne di
PO {2y Xy s <, %) ar(F —|-(§) Fod vos 40 B B )
- 0 (g Ot
0%, 0%p, - - - 9%, 0%p, O%p, ... d%p
sumele X, ... i 5 i
' () ' '(,a—;uf..a; fiind extinse, cum am vizut mai sus, dupd (25)
si (26), la B, B, ..., ﬁ;r—p'
Ori
X, x X Xt X1 v
F., =k Bﬂ'_. Bo(Pria (Bis -\‘ﬁ‘;t— gt ‘
B, B, é § § é > é e é ] Bﬂl B,.-.ﬂ; d5'3, dsﬁ! : s
.. dsg dsg  dsg i
Deci a}? ﬂf+1 5pf+2 35 dsﬂn-—-p

P .
a Fﬂlﬂ,...pj

< MN, Qp, apy - . . aﬂj‘ aﬂf+l ap},_m we iR

0%, 8%p, . . .0Xp,
si atunci il ini i i
S ci dacd definim numerele @C; * prin relatia

Ty ke ', k—1 k
| L a; +Ch N (27)
51 dacd presupunem inegalitatea

o @y,
0%p, 0%p,. . . axpP

< qz;, k ]l{ aBl‘ Q,ﬁ!‘ QT Rﬂ,:_;, (28)

pentru k=17 — 1, relafia a 3-a (14) pentru % =7 ne di

o' ®,
6xﬂl 6563,. . -axpp

1, {—I1
= (QZP + C;_pNIJ May ap,... ap;_,

adicad (28 s : " ”
o k::.(?. : ) pentru 2 = [. Ori am vizut ci (28) este adevirati pentru £ = 1

Relafia (22) ne di

gtk _ 1 /

jar (27) n=1+N,C,+ ... + N.Ct (28,)
k=11 Nyt ... 4+ N,

n—p ni—p

ceea ce ne aratd ca :
@k = gk
g =" (29)

n—p

17

T
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CAPITOLUL TII

Extinderea problemei A la ecuafii lineare

8. Vom trece la integrarea ecuafiei cu derivate partiale (16) :

8" u L o
9%yttt Y b+ N bu
0% 0%y - - O%n (B) 0% (BB 9%p, 0%p,
—
ai‘l "
+ E bﬂ"'ﬂ""ﬂn-lu " o
(By B2--- Bp—i) d%p, O¥p, -+ - OXp |
ande notatiile %, ¥, ..., sint cele explicate la nr. 3 dupid (16).
(By) (B1Ba) (B Ba-.B,_)
Pentru simplificarea expunerii, vom cousidera integrala #* (%, %s, ..., %),
a ecuatiei :
n
7
0 L
0% 8%y ... 0%y

care si verifice conditiile (4) Cpet1, Cp—2, - - - C,, C,, C, datd de formula

(15,), unde facem f (%, %, ..., %) = 0.
Ficind dar in ecuatia (16) schimbarea de funcfie necunoscutd
u=u4U" (30)

ce vede ci U* verifici tot o ecuatie de forma lui (16), in care numai
f (%, % ..., %) s-a schimbat, datele @q, g5 ... a(¥apr Xapr « - - Xas_,) (B =
1,2, ..., n —2, n— 1) fiind nule pe hiperplanele Qq, q,,..q, €@ si valoarea
lui U* in origini.

Functiile date @q o,... q, fiind continue, ca sif, b, g, ..., bp ps.c 8, ;o schim-

(B4) (BxBz - -Bri)
barea de functie va preface pe f(%;, %, --., x,) tot intr-o funcfie
continui. Asadar nu restringem generalitatea problemei dacd presupunem
functiile ©qq,..a, din (4) nule, ca si % In origini.

Spre a rezolva problema ne vom servi de metoda aproximatiilor succe-
sive, introdusd de Emile Picard in acest fel de chestiuni, ca si alte chesti-
uni de insemnitate. Ne vom referi la ale sale , Legons sur quelques types
simples d'équations aux derivées partielles' (Ed. Gauthier-Villars, 1928, p.

106 si urmditoarele).
fntroducem in ecuafia (16) un parametru si o scriem

o'u ou o*u
O by wy e ) F A B Qb —+ 2abes ——— +
0%1 0%y . . O%¥n B 0% (BB 0%p, 0Xp,
an—l )
7 bﬂxﬂs-uﬁ,,_] (31)
(BsPy.-B, ;) 0 X0 Xpy -+ + axﬂ,,_]
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Vom satisface aceastd ecuafie formal cu o dezvoltare in setie de
forma :

w=tbo+ Mg+ .. Wy (32)
Inlocuind aceasti expresie a lui » in ecuatia (31) si anulind coefici-
entii lui A% AL, ... M, ..., se vede ci functiile necunoscute Wy Uy o, Ug ...

sint date de un sir de ecuatii cu derivate partiale de tipul simplu studiat
In capitolul I i anume introducind notatia

(33)
7 2o n—l,,
L(u) = bu +Zbﬁl o% +Zbﬁjﬁz‘__a_t e Z = - A
(B)  O%p  (mp)  O%p A%, - BBLE, ) 0%pd%p,. .. 0%,
ecuatiile in chestiune vor fi
"u,
= f{®y, %, ~ ., %)
0%, 0%, ... 9%y
n
T L (w) (34)
0%10%; .. .0%, }
a" u,
1 =L (1, )

0% 0%y ... 9%

Voin observa ci daci functia f (%1, T v, ¥,) este continud, atunci

o’u
axﬁx axﬂz AL axﬂl,
de aceeasi formula sint functii continue. Asadar u i derivatele Tui din sirul

¥

(34) care intrd in formula (33) sint functii continue. Atunci aceasts for-

st « dat de formula (15,) si derivatele lui de forma date

0"ty
0%p, O%p, - . . 9Xp,

sint functii continue si se vede tot aga i uy, Uy, ..., U, ... impreuni cu
derivatele lor de forma sus citati sint functii continue in P,

muld ne dd un L (u,) functie continui, prin urmare i §1

Vom integra fiecare din ecuatiile sirului (34) cu formula (15,) in con-
ditiile (4) C,—y, C,_sp, .o, Gy, Gy, C,, luind datele respectiv nule, dupi
cum am vizut dupd schimbarea (30).

Rimine si dovedim convergenta uniformi a seriei (32) $i a seriilor :
dPu,

S I 0"ty
T T e P PR P

adxp, 87&‘62 i a;tﬁp

$i € examindm domeniul in care aceste serii sint convergente cind A = 1.

= 5 LE
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‘] 1111 ‘t]]le { i1 a1t VOI1Il
1111C 11 flllld continue 1n Pn_,
b bﬂ,...,)ﬁf}:mﬂ o ) :
1) i , ' B L'BV e ﬂiSte margml superloare (3-1])
msemimna respectlv cu B, By * ¢ BiBa ... g” q BT

i fiind niste numere
ale modulelor lor in P, B, Bg, ..., Bppanp,_ A

iti enabil alese.
pozitive conv Ya ! A,
Fiecare din ecuatiile (33) a fost studiatd in capitolul T si s
ie .
la numiral 3 (formula (15;) ca:
o = D1 (%, Xay oo -» %) J
i in expresia (15,) cind functiile
tntelegem prin ®,_; pe acel @,_jobtinut din expresia (15,) clnc 1 y
g tnt i o ecasi functie ®,—;, dar calculata
=(). Vom intelege prin @, | aceeas
sl =" A

x K A .e
)IE(‘:, .“i ae d } l_ ld fl‘lllC}[lle Qg ... O, t n ]

l ' esupini ()t l[e
I(l L ('M'q—l ) 1n 10C (S 53 T 0ydg i

asadar :

(35)

(g:l,?.,...,g,...) (36)

"""'q = (1)?[—[ (x:[s xza GO ] xﬂ) .
Pentru u, din (33) avem limitdrile (21) si (28)

|Bpi|< ML Gy @y - - -

Tl I c -
| PO | et BB S g a1
TR TR P ap, ap,- - - G,

| 8)‘6516%;33...0%3?' P
), mulfumita
4 - (7 L i duce tot numerele 77, mu
In locul numerelor (7, " se pot intro

~—

i i (EH
proprietdtii acestor ntmere exprimate prin formula (29)
e te—=1 — n—1 — = (pzllz’ e, = 1)
D — YWln—p n—p
: ’ i 7k
cum se vede indatd in forma (28,) a 1111 k

Insemnind dar

Byp...s
B 1 ety
n—I1 0 n—1 Sy i +(le = (5‘)
ro=ty g .. ﬂ’-u( =1 B G0 3 %14“ (ﬂ;ﬁz...ﬂ%i)“iﬁl “————ﬁa e
Vo1 avea
| |L(2) | < Mr.
| : -
‘ La fel se vede din a 2-a ecuafie (34) cd:
o’ (Drl1——1 My (P iy dy n
| - i = Wy e
| Dy < (00" My ayay. .. ap oTY T o, B g

si deci (L () | < M#?

[ si in general

IL ()] < MP.

3 ! 37)
Asa ci g M| < M Q2" ay @y ... an (¥ A) (
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5 p
$1 lq——_aﬁ___ < M fn—p ay a, ... a,
axslax'a" o 037pp i ap, dg,. . . aﬁ,, (1’ l)q- (371)

Pentru || < —1-,
4

Zena (32) si seriile cipitate prin deriviri suce
ar uniform si absolut convergente in P,

Vom lua pe P, destul de mic asa ci

esive ale termenilor ei, sint

¥< 1.

r Atunc§.$1 pentru A = 1, seria (32), adici inte
na cu seriile derivate termen cu term

(38)
i grala ecuafiei (16), impre-
en, sint uniform convergenté in 1P,,.

oo
Asadar seria AQ%
q=0 J %p,

= 2
seria ;\q_,‘auqﬂ
q=0 axﬁl 617'3,

este unif. corv. fati de X
1

este unif. conv. fad de Xp
ar

oo

. q an—1
setria A o" u,

g=0 0¥p. 0%p,. . . 0%,

este unif. conv. fati de xp
in sfirsit g g
o9}

seria A7 9" Ug
7=0 axp, OXfy o axﬁn

este unif. conv. faji de Xp .

Prin urmare

o0
oPu P Z M Uq 00
S e w1 s e e
B O%¥p, - - . OXp OXp dxg. .
» 516 [ axﬂp =0 69651 Gxgn aon aﬂiﬂp

2 =1, 2,...,41)

10. S3 ardtim cf seri e e
fia (31), am ca seria (32) obfinuti in conditiile (34) verifici ecu

E suficient sji observim ci

a-

insemnind
Se=ttg + uy + ... +

adunind membru cu memb oy . :
a functiei L(u), se arel:n Tu ecuatiile (34) si servindu-ne de expresia (33)

ot Sq
0% % ... 0%y F%s %gs oo i) & 2 (559—1 + Zbﬂ. 9Sg—i " .
- (B 8:63'
% au—l S
o+ Z b&.ﬁ,,,_ﬂﬂf{ =1 |,
Bile seehuc) T 0%, 0%, ... gxp
no
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Datoriti convergengei uniforme a seriei (32) si a seriilor derivate, ara-
tats lanr. 9, se poate face in relafia de mai sus g = oo si atunci S §i Sq—1 —u.
Asadar :

BN )\(Zm _|_Zb&i9-“ S

0% 0%, - - . 0%p (B1) 0%p,

au-—l I
Z bﬂlﬂs---ﬁ,,_l )

(BLBa--- Bn-—]) axﬂla%ﬁg e 'axﬁn—i

Am dat dar peste ecuafia (31).
Seria (32) si seriile derivate fiind serii unif. conv. de functii
oPu

continue, cum s-a vizut dupd (34), urmeazi cd u si "
0%, 0%, - .- 0%,

(po=A, 2 .0y M) sint functii continue in P,.

11. Ca seria (32) pentru A = 1 este singura integrald a ecuatiei (16)
in conditiile (4) Cy—y, Cn—s, - - -, Ca, C1, Gy continud si cu derivate pind la
ordinul # inclusiv, firi argumente repetate continue, se poate ardta iardsi
indats, urmind indicatiile lui Picard (op. cit., p. 106).

Dacd ar mai exista o altd integrald

u/ (% By + 505 %0)

in aceleasi condifii si cu aceleagi proprietdfi a ecuafiei (16), atunci di-
ferenfa
o =1 — U

ar verifica ecuatia

a"(P P é}"—](P 7
=bp+¥%22 1. .+ Y .. 39)
0%y 0%y - PR (521) oxp, (Bs Eag- ﬂ"ﬂ_Llﬁ):- P dXp, aﬁ';ﬂs‘ 0 6x,;"4 (
Sirurile (34) si (39) ne dau:
n W,
ot g gy b Bt =Yty g0)
0% 0%y ... O%p (B dxp,
an [(cp = '“q—l)

+(m BB, ) O¥p O%p, ... O%p,
funcfiile ¢ — #, (¢ =1,2, 3, ..., ¢ ...) verificd asadar ecuatia (39) tot
in condifiile (4) Cp—1, Cuza, ..., Cy Cy Co
Urmind acelasi procedeu ca la nr. 9 (formula (37)), se vede cd vom
avea, insemnind in P, :

an—l (¢ — to)

| @ — Uy
B bps by oo <N
Iu (CP MO) g (gx)a d%p, + (}l:ﬂ,g B,;f:)ﬁl i d0%p, 0%p, - - - axﬂu il

o —u | < NU " ayay ... &




. partiale lineard (16) :

154 - Sl
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Domeniul P, fiind ales astfel ca 7

= q Lz
atre infini = 157 tin = s .
citre infinit. Vom avea dar de citre zero cind q tinde

Iilll ((p = qu — O

q—r
st deoarece s-a dovedit cq formula 1-a (37,) i :
, lim 2, = ()
- o
vom avea g 0
0=

adica .5
"=y

ceea ce dovedeste unicitaten solutiei.

12. Este i : . % o
i ftu -llllJOI‘tdllt de vizut ci dacs P, nu este destul de inic o o
rificats i : . ; 2 a sa
0 in cate i inegalitatea (38), se poate lua un P omotetic cu P, fata d
te inegalitatea amintits si aibs loo n ¢ cu P, fatd de

In adevir, tnsemnind :

’

' . @G = pa ('.:'éT.'_%, ) (41
lnegalitatea amintiti se scrie in P, b
n

ada ... a =l i =
4w (s Y B,
(B)) g, ( -‘)

+at! Ul
(PuBoeoB, () g ap, .., fl;a =

w—1

lflla 11 [] 11 e P [th dE‘ ‘:I’ £ p « e na £ t Vi ] on 1
l ] n C ( ]). [11 1(1 I’ICITCI 'PO/I 1 a )OII]1 IIUILI

Pp) =aya, ... (E”(qz;:_prn pe %jf:}z = o (12,)
- (B ap, ' =

+ot, Y, _j_ﬁz;ﬁu,) :

(BiBaB, ) g ag, ... ap =

n—1

~— ™

\.t 1C1 !: e [ 1
& 111¢ 1n j n Co1 (1 ia (4 P E‘Hte m i .ta ) | e
. ]. 5 el (]e)l 111 PR 11 tql >Q .E,’ :
| b den S1 (_Uﬂd.;t][] % {- )
s llllltcLIIIe ‘IL“ 61 z;fih SO Z’ﬁ Ba ... B {[e 1€l HIY, 9
IH rezi ¢ t I ; = ) _*‘ ) l
zumatn ]llllﬂt\,l()r Q 1..;
f){ll’:(f J t?.l’./e l « 1
£ PECELLL o, l’) v 2o iy b SRt ¢ ll' ! !
B B Bz . . B 1L 0'”[!!'.”{ ti P; S.’ acesia

('3/ 2 (i( ST d(} i1 7 14 3 ; 1
‘”"’?(:' (I'sa a COI?(Z‘!{?(I (')( ) Sd / et ”‘({c?:)i'i.fﬂ?.{ﬂ; s ec f”’!"(l cit ({(’f f‘ J(Il
¢ §i l (& 3 / s 'L b LEHLVALe

n

g u
T ————— =} by brl” 4l
0%, A%y o X, I (‘;L; 0%
n—1
Z Db.6s ... p ¥

n—laxm 6‘%52 s 53513"

TEOREME ASUPRA UNEL ECUATII CU DERIVATE PARTIALE

ave in P, o integrald satisfdcind conditiile (4) Cu—i, Cr—o ..v.,v(,z, Cy1, Cy
wnicd si continud, cu devivate pind la ordinul n — 1 inclusiv (fard argumente
repetate), st ele functic continue.

CAPITOLUL TIT

Problema B.

13, Si considersm # semidrepte Dy, Dy, ..., Dy, de ecuafit:
Xy = Myi%
Xg = Mg, i & (43)
D;: Nj—g = Mj—|,;i ¥
Xigpr = Mip1,i X
Ky = Mt %

(=102 e 1)
care pleacd din origind gi sint situate in partea pozitiva a poliedrului funda-
mental de coordonate, adicd iy ;=0. -

fn acest capitol ne vom ocupa de ecuafia cu derivate partiale (1),

adica :
ﬂ,
L R L N (43,)
0% 0%y - - 0%y
(4) Cp—1; Cppy -+ s C, explicate la nr. 1

Je care o vom intregra in conditiile .
: date de-a lungul semidreptelor D;,

si in plus cu condifia cu w sd ia valori

adica :
= ] 4 S 9 ;
% =g (%, X o~ o %) = gi{%) pe, D; (=1, &y waiily B) (44)
o;, Tespectiv g; fiind » functii date, contintie i cu derivatd continud in y2l
Aceastd problema fiind mai complicatd ca problema A si necesitind

rezolvarea unui sistem de ecuafii funcfionale, pentru clantitte si pentru
ca si se vadi metoda de lucru intrebuintatd vom trata la inceput cazul

n — 3, urmind ca la sfirsit si-1 generalizim pentru un numar oarecare de

variabile independente. . o )
Fiind vorba de trei variabile, vom schimba notafiile adoptate pina

acum si vom introduce altele, mai potrivite cazului particular de fatd.




iar 4,(y, 2), Ay(z, %), Ay(x, v)
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24
14. Si considers i
4. 54 considerdm  dar ecuatia cu derivate parfiale :
ou
sy =1 (5.3,2) (45)

1n care f(x y Z) S (6} j:!l]l !. € (0] t 1ua ] a [e
3 3 CT1
€ te C 1 a 1n )al‘alehpl Edlll P-] §.eza }

.Oifxﬁns, O=y=5 O=s=4 (46)
i)

Sd considers i
X usiderdm trei plane de ccuatii respectiv

(G4) : 2= Py + gz (Q,) Y=g+ gan (Q5) : 2

ande p,, p,,

punct j{lr (; ;5,3,3 71: 92 G
lectia lui pe planel
proiectiei Iui P

=Ps% + g5y (47)

sint nis 5 iti

- tea I};z?e 1;;1111(31(1 pozitive alese astfel ca orice
. ramind induntrul lui

e Oyz respectiv Ozx sau Oxy se yre

3 Pe aceleasi plane, adicg

rul lut Py, cind pro-
miged in dreptunghial

Pd+ge=a
bot + gea < b (48)
Psa + gib = c.
Vom cduta o int 13 i
i egrald a ecuafiei (45) ale cirei i i
o8 gumente repetate, si ia valori date,)respem::teﬁre lps ?—II:SE?E dQe OQrdmuI
azu : 17 Y2 Q:!'
L (¥ 2) pe Q,
Pu
P ?2 (2, %) pe @s (49)
G
3%y = @3 (% y) peQ,
g]{},éz;jdggg:z,cxu),_ 93(%, v) fiind functii continue in 2
a integrala cea mai generali a ecuaf;ie:ii- (45) est
nw==rF(xyv 2 + A4,y 2 ‘ i
&, 1 (0 2) + 4, (2, %) + 4, (2, 9) (50)

F (%9, 2 = ggg 1(s. t ) dsdt dv
000

sint trei funcfii arbitra
Pe / rhitre
planul Q, va trebui si avem : 2 trare,

a5 TEOREME ASUPRA UNEI ECUATII CU DERIVATE PARTIALE 157
.-,A Py +@z
8“4, _ .
=g 08 =\ z) ds, deci
oy 0z J

Pl +v

¥z
Ay, 2) = SS (o) (1, v) — g f (s, t v)ds]dt dv
00

U
plus functie arbitrard de y plus funcfie arbitrard de z.
Se gisesc formule analoage pentru Ay (z, x) si Ay (x,¥), asa ca in-
semnind

yz E;tﬂ“v
O (5,98 = F (5,9,9) + ) ) [oa (1,9) = V1 (5,4, 0) ds] dtdv +
00 0 (51)
zx PaV+qgs xy PaS+aul
+SS [, (2, 5) ~Sf(s, b, 0) dt] dv ds +S§ Lo (5, ) —Sf(s,t,v)d.v] ds dl
00 0 00 0

si cu A(x), B(y), C(z) trei functii arbitrare, integrala ecuafiei (45) in
conditiile (49) este:

w==a (% v 2+ 4 (¥ + B (y) 4+ C (2). (52)

15. Avind in formula (52) forma generald a lui #, corespunzitoare
expresiei (14;) a lui » din cazul general, si trecem la problema noastrd B,
adici si determinim functiile A(x), B(y), C(z) aga ca # si ia valori date
de-a lungul a trei semidrepte Dy, D,, Dy, plecind din origind gi agezate in
triedrul pozitiv al planelor de coordonate. Vom trata intli cazul general,
cind cele trei drepte D;, D,, Dy sint triedrul Oxyz citat mai sus. Dupd aceea
vom cerceta citeva cazuri particulare cind una, doud sau toate trei semi-
dreptele se gisesc in planele de coordonate.

Conditiile noastre sint dar:

4 = {; (¥) pe semidreapta D, de ecuatii ¥ = b¥, 2 = ¥
w = {, (y) pe semidreapta D, de ecuatii z = ¢y, ¥ = a5y (53)
u = g (2) pe semidreapta Dy de ecuatii ¥ = ay2, y = byz.

n aceste condifii {y (¥), Py (), Ps (2) sint trei functii date, continue
si cu derivate continue in Py, iar by, €1, Ca, @y, @3 Dy sase constante pozitive
date alese astfel incit, deplasindu-se de-a lungul lui D, in limitele lui «
din P,, si nu iesim din acest paralelipiped ; la fel pentru D, si 1), ceea ce
ne di condifiile :

b ¢ ¢ a a b
by = G Gy G <l — b= — (54)
a a b b ¢ ¢

fnlocuind pe # din (52) in condifiile (53), se vede indatd cd A(x), B(y),
si C(z) sint solufiile sistemului de ecuatii funcfionale :
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A(#) + B (byx) + C (yw) = f1 (%)
A(ayx) + B (%) + C (cy%) = fa (%) (55)
As2) + B (by2) + C () = 4, (»)

unde am insemmnat
hHi(2) = (%) — @ (%, by, €%)
12 (¥) = 42 () — @ (apy, y, ¢sy) (56)
fs (2) = b3 (z) — @ (@32, byz, z).
16. Ca si integrim sistemu] (55),

6. ( °f d vom face mai intii urmatoarele
notafii si observatii asupra lui.

5 & 5 ; STt s i L x
1 - Dupd cum vom vedea, in cursul integririi sistemului citat se
prezintd sume de forma :

? (o By, x) — ¢ (o Bs v, x) — ¢ (g B1 s %)

0 (01 B %) + 0 (w0 By v, 2) — g (g, By 1y i
% (%) fiind. o functie de #, iar argumentele ei in expresia de maj sus sint
— abstractie ficind de x — termenii dezvoltarij determinantului
u B o1
% By v,
a3 By v,

fiecare functie fiind afectats de semnul pe care il are iy dezvolt
argumentul respectiv.,

Vom insemna pe scurt, in mod simbolic, suma precedentd prin ;

‘ oy Bl Y1
¢ X ooy ﬁz Ya (57)
% Py el

In mod aseminitor vonr insemna :

area citati

¢ (2Pe%) — 0 (0,f,4) — rp(:r

Este evident ci avem identitatile ;

( /auﬁl,) ( 310’-1)
Pl x = —ofx

D"2 (3‘2 ‘ B2 Oy v

By v Oy Y p (58)

CP Xot § I = — 212 & , |O' &)

(ral B Y“') 4§ (mpl,”—'s s {) T (\’1.1 ! & f—j’.s! -

oy {31 Y1

I (x A L (59)

B
% P53 Ys
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2°, O expresie de forma :

P

By v : 50
BaYe _ ) B 11 ) .(:\: (60)
h (% Bavsl/ hi\ * Bs Ya Th B2 Ya | tv
are iarisi se prezinti in integrarea sistemului (55) — va fi insemnatd
— care
simbolic cu SR o
(fz("’) Bo e
fs(%) Bs Y3

i icd (6 i la sine prin
O dati introdusd notatia simbolicd (60), vom infelege de I

' g foy By (%)
Cog (%) 1 1
( :1 fo(%) Yo sau prin ( ay PBa [a%) )

ay  fa(%) ¥ oy By f5(%)
% Y1

(el ()
oy Py

s (m %y 3y ) —h ( :r,li ZI{ (;:l; ) T (x )

. ! cl = e .

1 A CLL ILeSte 13111111111 Sd [.I eCcelr 1.:1 ICZOl\ area -:rlbte]:l] Ll] 11 (J )) Dlll
.-

ECLlﬂ.tllle 111‘:11([ S1 a dOLla a.].e c"ICEStLllcl, avem .

A (%) + B (b%) = [, (%) — C (¢1%)
A (ayx) + B (x) =[5 (x) — C (&2%).
Eliminind pe B si apoi pe A intre aceste ecuatii, :d\'em:
4 (s) — A (o) =y () = ) = O ) + C o)
B (%) — B (ay by %) = [, (%) — f1 (a2%) — C (ca%) + C (adly

)+ (1) 1)

i

niste sume de forma
%1 Y1

%2 Yo

ki ) —H‘z(x

O3 Y3

respectiv
ay Py

oy By

sau cu notatiile introduse mai sus:

)=¢(s
|~ el

byeq
1,

15,
ay 1
15
a,1

.

s

16

@yC

A =
i stis ; doua cu b,x
fnlocuind in intiia ecuatie de mai sus pe xtmi a3AE;,V e111111 .a 5
m 5 ii apatate, £
si adunind membru cu membru relatiile cip







